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Ïîáóäîâàíî îáåðíåíèé îïåðàòîð äî áåññåëåâîãî ïîòåíöiàëó ç äîäàòíèì ïàðàìåòðîì ó ïðî-
ñòîðàõ òèïó S i ïðîäîâæåíî éîãî íà óçàãàëüíåíi ôóíêöi�� ïîâiëüíîãî çðîñòàííÿ.

The inverse operator to Bessel potential with positive parameter is constructed in the space
S. This operator is continued on generalized functions of low decreasing.

Äðîáîâi ñòåïåíi îïåðàòîðà (E − ∆)−1/2,
äå E � îäèíè÷íèé îïåðàòîð, à ∆ � ëà-
ïëàñiàí, îäåðæàëè íàçâó áåññåëåâèõ ïîòåí-
öiàëiâ ïiñëÿ ðîáiò N. Aronszajn, K.T. Smi-
th, A.P. Calderon, R. Adams [1�3]. Áåññåëåâå
ÿäðî ÿê ïðîîáðàç Ôóð'c ó ðîçóìiííi óçàãàëü-
íåíèõ ôóíêöié äëÿ (1 + ‖ · ‖2)−α/2, α > 0,
ðîçãëÿäàëîñÿ ó Ë.Øâàðöà [4]. Îáîðîòíiñòü
áåññåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ ó ïðîñòîðàõ Lp(Rn)
(äèâ. ï.1) âèâ÷àëàñÿ Â.À. Íîãiíèì i Á.Ñ. Ðó-
áiíèì [5�7].

Ó äàíié ðîáîòi ìîâà éäå ïðî ïîáóäîâó
îáåðíåíîãî îïåðàòîðà äî äðîáîâîãî ñòåïåíÿ
(aE−∆)−1/2, a > 0, ó ïðîñòîði Ë. Øâàðöà òà
ïðîäîâæåííÿ éîãî íà ïðîñòið óçàãàëüíåíèõ
ôóíêöié ïîâiëüíîãî çðîñòàííÿ.

ï.1. Ïðîñòîðè îñíîâíèõ i óçàãàëüíå-
íèõ ôóíêöié. Íåõàé Rn � n-âèìiðíèé åâ-
êëiäîâèé ïðîñòið, x = (x1, x2, ..., xn), y =
(y1, y2, ..., yn) � éîãî åëåìåíòè (âåêòîðè),

(x, y) =
n∑

i=1

xiyi � ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó Rn,

‖x‖ = (x, x)1/2 � íîðìà åëåìåíòà x ó öüîìó
ïðîñòîði.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Sγ, S
β, Sβ

γ , γ > 0 i β > 0
ïðîñòîðè òèïó S, îçíà÷åííÿ ÿêèõ äèâ. ó [8]
(òóò S � âiäîìèé ïðîñòið Ë. Øâàðöà [8]).

Ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié ϕν , ν ∈ N ç
Sβ

γ çáiãàcòüñÿ â Sβ
γ äî ôóíêöi�� ϕ ∈ Sβ

γ

(ïîçíà÷àcòüñÿ ϕν
Sβ

γ→
ν→∞

ϕ) òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè [8]:

1) ∀ k ∈ Zn
+: Dkϕν(x)

x∈K
⇒

ν→∞
Dkϕ(x), äå K �

äîâiëüíà êîìïàêòíà ìíîæèíà ç Rn;
2) ∃ c > 0 ∃ A > 0 ∃ B > 0 ∀ {q; k} ⊂

Zn
+ ∀ ν ∈ N ∀ x ∈ Rn : |xqDkϕν(x)| ≤

cA|k|B|q|kβkqγq, äå |m| = m1+...+mn, m ∈ Zn
+.

Äàëi, íåõàé Φ ∈ {S; Sγ; S
β
γ }, γ > 0, β ≥ 1,

a Lp(Rn) � ìíîæèíà âñiõ âèìiðíèõ íà Rn

ôóíêöié f , äëÿ ÿêèõ
∫

Rn

|f(x)|pdx < +∞,

äå 1 ≤ p < +∞. Ïîêëàäåìî

‖f‖Lp(Rn) =

{∫

Rn

|f(x)|pdx

}1/p

.

Äëÿ p = ∞ ïðîñòið Lp(Rn) âèçíà÷àcòüñÿ
ÿê ñóêóïíiñòü óñiõ âèìiðíèõ ôóíêöié çi ñêií-
÷åííîþ íîðìîþ

‖f‖L∞(Rn) = ess sup
x∈Rn

|f(x)|,

äå ess sup |f(·)| � iñòîòíèé ñóïðåìóì ôóí-
êöi�� |f(·)|.

Çàóâàæèìî, ùî Φ ⊂ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ +∞.
Çãîðòêîþ ôóíêöi�� ϕ ∈ L1(Rn) iç

ôóíêöicþ ψ ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ +∞
(ïîçíà÷àcòüñÿ ϕ ∗ ψ), íàçèâàcòüñÿ òàêèé ií-
òåãðàëüíèé îïåðàòîð:

ϕ∗ψ = (ϕ∗ψ)(x) =

∫

Rn

ϕ(x−t)ψ(t)dt, x ∈ Rn.

Çãiäíî ç âiäîìîþ òåîðåìîþ Þíãà (ïðî
îáìåæåíiñòü ó ïðîñòîðàõ Lp(Rn)), ÿêùî ϕ ∈
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L1(Rn), à ψ ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞, òî
(ϕ ∗ ψ) ∈ Lp(Rn), ïðè÷îìó

‖ϕ ∗ ψ‖Lp(Rn) ≤ ‖ϕ‖L1(Rn)‖ψ‖Lp(Rn).

Ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'c ôóíêöi�� ϕ ∈ L1(Rn)
âèçíà÷àcòüñÿ ôîðìóëîþ

F [ϕ](x) =

∫

Rn

ei(x,ξ)ϕ(ξ)dξ, x ∈ Rn.

Äiÿ æ îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'c íà
åëåìåíòàõ ç ïðîñòîðó L1(Rn) çàäàcòüñÿ òàê:

F−1[ϕ](x) =
1

(2π)n

∫

Rn

e−i(x,ξ)ϕ(ξ)dξ, x ∈ Rn.

Âiäçíà÷èìî òàêîæ ôîðìóëó ïåðåòâîðåííÿ
Ôóð'c âiä çãîðòêè:

F [ϕ ∗ ψ](x) = F [ϕ](x)F [ψ](x),

{ϕ, ψ} ⊂ L1(Rn). (1)

Ñèìâîëîì Φ′ ïîçíà÷èìî ïðîñòið, òîïîëî-
ãi÷íî ñïðÿæåíèé äî Φ.

Çàóâàæèìî òóò, ùî ïðÿìå ïåðåòâîðåí-
íÿ Ôóð'c óçàãàëüíåíî�� ôóíêöi�� f ∈ Φ′

âèçíà÷àcòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

< F [f ], F [ϕ] >= (2π)n < f, ϕ >, ϕ ∈ Φ,

à îáåðíåíå �

< F−1[f ], F−1[ϕ] >= (2π)−n < f, ϕ >, ϕ ∈ Φ.

I, ÿêùî f � çãîðòóâà÷ ó ïðîñòîði Φ, òîáòî
òàêà óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ç Φ′, ùî:

1) ∀ϕ ∈ Φ ∀ x ∈ Rn : (f∗ϕ)(x) = < f, ϕ(·+
x) >∈ Φ;

2) ∀ {ϕ; ϕν , ν ∈ N} ⊂ Φ ϕν
Φ→

ν→∞
ϕ: f ∗

ϕν
Φ→

ν→∞
f ∗ ϕ,

òî [8]

∀ g ∈ Φ′ ∀ϕ ∈ Φ : < f ∗ g, ϕ >=< g, f ∗ ϕ > .

ï.2. Áåññåëåâå ÿäðî ç äîäàòíèì ïà-
ðàìåòðîì òà éîãî âëàñòèâîñòi. Ðîçãëÿ-
íåìî ôóíêöiþ (a+‖ξ‖2)−α/2, ξ ∈ Rn, a > 0, i

îá÷èñëèìî ���� ïðîîáðàç Ôóð'c âèêîðèñòîâóþ-
÷è ôîðìóëó Áîõíåðà (25.11) ç [9]. Ó ðåçóëü-
òàòi îäåðæèìî, ùî

F−1[(a + ‖ξ‖2)−α/2](x) =
1

(2π)n/2‖x‖(n−2)/2
×

×
∞∫

0

(a+ρ2)−α/2ρn/2jn
2
−1(ρ‖x‖)dρ, x ∈ Rn\{0},

äå jn
2
−1(·) � ôóíêöiÿ Áåññåëÿ 1-ãî ðîäó ïî-

ðÿäêó (n/2−1). Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ çáiæíîñòi
iíòåãðàëà ââàæàòèìåìî, ùî α > (n− 1)/2.

Äàëi, çãiäíî ç ôîðìóëîþ 6.565(4) ç [10],
îñòàííÿ ðiâíiñòü íàáóäå âèãëÿäó

F−1[(a + ‖ξ‖2)−α/2](x) =

=
a

n−α
4 Kn−α

2
(a

1
2‖x‖)

(2π)n/22
α−2

2 Γ(α/2)‖x‖n−α
2

,

α > (n− 1)/2, x ∈ Rn \ {0}. (2)

Òóò Kν(·) � ôóíêöiÿ Ìàêäîíàëüäà (ìîäèôi-
êîâàíà ôóíêöiÿ Áåññåëÿ 2-ãî ðîäó ïîðÿäêó
ν), à Γ(·) � ãàìà-ôóíêöiÿ Åéëåðà.

Ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì

Gα(a, x) :=
a

n−α
4 Kn−α

2
(a

1
2‖x‖)

(2π)n/22
α−2

2 Γ(α/2)‖x‖n−α
2

,

x ∈ Rn \ {0}.
Íå âàæêî çàìiòèòè, ùî ôóíêöiÿ Gα(a, ·) ìàc
çìiñò óæå ïðè äîâiëüíîìó α > 0. I îñêiëüêè

Gα(a, ·)|a=1 = Gα(·), α > 0,

äå Gα(·) � çâè÷àéíå áåññåëåâå ÿäðî (äèâ.
[5]), òî íàäàëi Gα(a, ·) íàçèâàòèìåìî áåññå-
ëåâèì ÿäðîì ç äîäàòíèì ïàðàìåòðîì.

Ç'ÿñócìî äåÿêi éîãî âëàñòèâîñòi.
Âèõîäÿ÷è ç âiäîìèõ âëàñòèâîñòåé ôóí-

êöi�� Ìàêäîíàëüäà [9]:

Kν(y) ∼ 2ν−1Γ(ν)y−ν , ν 6= 0,

K0(y) ∼ ln(1/y) y → 0

i
Kν(y) ∼

(
π

2y

)1/2

e−y y →∞,
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ïðèõîäèìî äî òàêîãî òâåðäæåííÿ.
Ëåìà 1. Ôóíêöiÿ Gα(a, ·) íåñêií÷åííî

äèôåðåíöiéîâíà ïîçà ïî÷àòêîì êîîðäèíàò,
ïðè÷îìó

Gα(a, x) ∼





Γ((n− α)/2)

πn/22α−1Γ(α/2)‖x‖n−α
2

,

0 < α < n,
ln(1/(a1/2‖x‖))
πn/22n−1Γ(n/2)

, α = n,

Γ((α− n)/2)

πn/22n−1Γ(α/2)
, α > 0

ïðè ‖x‖ → 0 i

Gα(a, x) ∼ a
n−α−1

4 e−a
1
2 ‖x‖

π(n−1)/22
n+α−1

2 Γ(α/2)‖x‖n−α−1
2

ïðè ‖x‖ → ∞.
Íàñëiäîê 1. Gα(a, ·) ∈ L1(Rn), α > 0,

a > 0.
Íàñòóïíà âëàñòèâiñòü ôóíêöi�� Gα(a, ·) òà-

êà:

F [Gα(a, ξ)](x) = (a + ‖x‖2)−α/2,

α > 0, a > 0, x ∈ Rn. (3)

Äîâåäåìî ðiâíiñòü (3). Äëÿ öüîãî, çãiäíî
ç òicþ æ ôîðìóëîþ Áîõíåðà îäåðæócìî, ùî

F [Gα(a, ξ)](x) =
a

n−α
4

2
α−2

2 Γ(α/2)‖x‖(n−2)/2
×

×
∞∫

0

ραKn−α
2

(a
1
2 ρ)jn

2
−1(ρ‖x‖)dρ,

x ∈ Rn, α > 0, a > 0. (4)

Çâiäñè, âðàõóâàâøè iíòåãðàëüíå çîáðàæå-
ííÿ ôóíêöi�� Ìàêäîíàëüäà (äèâ. íàïðèêëàä
[10], ôîðìóëà 8.432(6)):

Kν(z) = K−ν(z) =
1

2

(
z

2

)ν

×

×
∞∫

0

x−ν−1 exp

(
−x− z2

4x

)
dx, z 6= 0,

íà ïiäñòàâi òåîðåìè Ôóáiíi ïðî çàìiíó ïî-
ðÿäêó iíòåãðóâàííÿ, ïðèõîäèìî äî íàñòóï-
íî�� ðiâíîñòi:

∞∫

0

ραKn−α
2

(a
1
2 ρ)jn

2
−1(ρ‖x‖)dρ =

=
1

2

(
a

1
2

2

)n−α
2

∞∫

0

τ−
n−α

2
−1e−τ×

×
( ∞∫

0

ρ
n+α

2 jn
2
−1(ρ‖x‖)e−

aρ2

4τ dρ

)
dτ,

a > 0, α > 0, x ∈ Rn.

Çâiäñè, âçÿâøè äî óâàãè ôîðìóëó 6.631(4) ç
[10], à òàêîæ ðiâíiñòü (4), îäåðæócìî (3).

Äàëi,
∀ a > 0 ∀α > 0 ∀ β > 0 ∀x ∈ Rn \ {0} :

Gα(a, x) ∗Gβ(a, x) = Gα+β(a, x). (5)

Äiéñíî, çãiäíî ç íàñëiäêîì 1 òà ðiâíiñòþ
(1):

F [Gα(a, ξ) ∗Gβ(a, ξ)](x) =

= F [Gα(a, ξ)]F [Gβ(a, ξ)](x), x ∈ Rn.

Îòæå, íà ïiäñòàâi âëàñòèâîñòi (3), ìàcìî

F [Gα(a, ξ) ∗Gβ(a, ξ)](x) = (a + ‖x‖2)−
(α+β)

2 =

= F [Gα+β(a, ξ)](x), α > 0, β > 0, a > 0, x ∈ Rn.

Çâiäñè, ç óðàõóâàííÿì ëåìè 1, ïðèõîäèìî äî
òâåðäæåííÿ (5).

Îñêiëüêè

F [Gα(a, ξ)](0) = (a + ‖x‖2)−
α
2 |x=0 = a−

α
2 ,

a > 0, α > 0,

òî îäåðæócìî ùå îäíó âëàñòèâiñòü ôóíêöi��
Gα(a, ·):

∫

Rn

Gα(a, ξ)dξ = a−
α
2 , a > 0, α > 0. (6)

Îçíà÷èìî òåïåð áåññåëiâ ïîòåíöiàë ç äî-
äàòíèì ïàðàìåòðîì ðiâíiñòþ

Gα
aϕ = Gα(a, ·) ∗ ϕ, α > 0, a > 0.
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Âèõîäÿ÷è ç òâåðäæåííÿ ëåìè 1, à òàêîæ ç
òåîðåìè Þíãà (äèâ. ï.1), îäåðæócìî, ùî

Gα
a : Lp(Rn) → Lp(Rn),

1 ≤ p ≤ ∞, α > 0, a > 0,

ïðè÷îìó

∀ϕ ∈ Lp(Rn) : ‖Gα
aϕ‖Lp(Rn) =

= ‖Gα(a, ·) ∗ ϕ‖Lp(Rn) ≤ ‖Gα(a, ·)‖L1(Rn)×
×‖ϕ‖Lp(Rn), α > 0, a > 0.

Çâiäñè, ç óðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòi (6) òà
äîäàòíîñòi ÿäðà Gα(a, ·) (áî Kν(‖·‖) > 0, ν ∈
R), îäåðæócìî, ùî

‖Gα
aϕ‖Lp(Rn) ≤ a−α/2‖ϕ‖Lp(Rn),

α > 0, a > 0, ϕ ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞,

òîáòî, Gα
a ïîðîäæóc ó Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞,

îáìåæåíèé îïåðàòîð.
Ïðàâèëüíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 1. ∀ϕ ∈ L1(Rn) ∀ ξ ∈ Rn:

F [Gα
aϕ](ξ) = (a + ‖ξ‖2)−

α
2 F [ϕ](ξ), α > 0,

a > 0.
Äîâåäåííÿ öic�� òåîðåìè îäåðæócòüñÿ ç

ðiâíîñòi (1) òà âëàñòèâîñòi (3).
Áåçïîñåðåäíüî ç (3) i (5) âèïëèâàc ïiâ-

ãðóïîâà âëàñòèâiñòü áåññåëåâîãî ïîòåíöiàëó
ç äîäàòíèì ïàðàìåòðîì:

Gα
aGβ

aϕ = Gα+β
a ϕ, α > 0, β > 0, ϕ ∈ L1(Rn).

Ïðîçîðîþ c, îñîáëèâî íà ôóíêöiÿõ ϕ ç
ïðîñòîðó Φ, íàñòóïíà âëàñòèâiñòü öüîãî ïî-
òåíöiàëó:

(aE−∆)kGα
aϕ = Gα−2k

a ϕ, a > 0, α ≥ 2k, k ∈ N
(òóò G0

a ≡ E), ÿêà, çîêðåìà, âêàçóc íà òå, ùî
äðîáîâèé ñòåïiíü îïåðàòîðà (aE−∆)1/2 ñëiä
áóäóâàòè, ÿê îáåðíåíèé îïåðàòîð äî ïîòåí-
öiàëó Gα

a .
ï.3. Áåññåëåâå äðîáîâå äèôåðåíöiþ-

âàííÿ ç äîäàòíèì ïàðàìåòðîì. Ó öüîìó
ïóíêòi ìîâà éòèìå ïðî ïîáóäîâó îáåðíåíî-
ãî îïåðàòîðà T α

a f äî áåññåëåâîãî ïîòåíöiàëó
ç äîäàòíèì ïàðàìåòðîì f = Gα

aϕ, α > 0,

a > 0, ϕ ∈ Ψ. Çðîçóìiëî, ùî iñíóâàííÿ òà-
êîãî îïåðàòîðà, éîãî ñòðóêòóðà âåëèêîþ ìi-
ðîþ çàëåæàòèìóòü âiä ïðîñòîðó Ψ.

Íåõàé Ψ = S, òîäi çãiäíî ç òåîðåìîþ 1, à
òàêîæ ç òèì, ùî ôóíêöiÿ (a+‖·‖2)α/2, a > 0,
α ∈ R, c ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði S, à
F (F−1) : S → S (äèâ. [8]),

Gα
aϕ = F−1[(a + ‖ξ‖2)−

α
2 F [ϕ]],

α > 0, a > 0, ϕ ∈ S,

ïðè÷îìó

Gα
a : S → S, α > 0, a > 0.

Çâiäñè ïðèõîäèìî äî òàêîãî òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 2.
∀ f ∈ S ∀α > 0 ∀ a > 0 :

T α
a f = F−1[(a + ‖ξ‖2)

α
2 F [f ]]. (7)

Çâàæèâøè íà òå, ùî ôóíêöiÿ (a + ‖ · ‖)α
2 ,

ïðè α > 0 i a > 0 c ìóëüòèïëiêàòîðîì ó
ïðîñòîði Φ, ç òåîðåìè 2 îäåðæócìî

Íàñëiäîê 2. Tα
a : F [Φ] → F [Φ], α > 0,

a > 0.
Çàóâàæèìî, ùî ôîðìà îïåðàòîðà T α

a , ÿêà
îïèñàíà ðiâíiñòþ (7), íå ïðèäàòíà äëÿ ôóí-
êöié, íàïðèêëàä, ç L1(Rn). Îòæå, c ïîòðåáà
ó âiäøóêàííi òàêî�� ôîðìè öüîãî îïåðàòîðà,
ÿêà á äîçâîëèëà ïðîäîâæèòè äiþ îïåðàòîðà
Tα

a íà øèðøèé êëàñ ôóíêöié.
Äëÿ öüîãî ñêîðèñòàcìîñü òåîðåìîþ 1 ç

[8, c.179], áî ôóíêöiÿ (a + ‖ · ‖2)
α
2 , a >

0, α > 0 � ìóëüòèïëiêàòîð ó ïðîñòîði
Φ, à, îòæå, ���� îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'c
˜(a + ‖ · ‖2)

α
2 ó ñåíñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié

((a + ‖ · ‖2)
α
2 ∈ Φ′) � çãîðòóâà÷ ó F [Φ]. Òî-

äi ç (7) âèïëèâàc, ùî äëÿ f ∈ F [Φ], a > 0 i
α > 0:

T α
a f = ˜(a + ‖ · ‖2)

α
2 ∗ f,

àáî, ùî òå æ ñàìå,

(Tα
a f)(x) =< ˜(a + ‖ξ‖2)

α
2

, f(ξ+x) >, x ∈ Rn.
(8)

Îá÷èñëèìî çãîðòêó ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâ-
íîñòi (8) øëÿõîì ïðîäîâæåííÿ ïîòåíöiàëó
Gα

a íà âiä'cìíi çíà÷åííÿ α, âèêîðèñòàâøè
ïðè öüîìó ïîíÿòòÿ ðåãóëÿðèçàòîðà.
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Îçíà÷åííÿ 1. Ðåãóëÿðèçàöicþ ôóíêöi��
G−α(a, ·), α > 0, a > 0, ó ïðîñòîði (F [Φ])′

íàçèâàòèìåìî ôóíêöiîíàë jα
a ∈ (F [Φ])′,

çíà÷åííÿ ÿêîãî íà âñiõ ôóíêöiÿõ ϕ ∈ F [Φ],
ùî òîòîæíüî ðiâíi íóëåâi â îêîëi ïî÷àòêó
êîîðäèíàò, âèçíà÷àcòüñÿ ôîðìóëîþ

< jα
a , ϕ >=

∫

Rn

G−α(a, x)ϕ(x)dx.

Çíàéäåìî ÿâíèé âèãëÿä ðåãóëÿðèçàòîðà
jα
a . Äëÿ öüîãî ñêîðèñòàcìîñÿ iäåcþ, ÿêó ðå-
àëiçîâàíî â [5] ïðè ïîáóäîâi îáåðíåíîãî îïå-
ðàòîðà T α äî áåññåëåâîãî ïîòåíöiàëó Gα ó
ïðîñòîði S.

Ðîçãëÿíåìî äëÿ −n < β < l, β 6= 2k, k ∈
Z+ (l � íàéìåíøå ç öiëèõ ÷èñåë, áiëüøèõ çà
α), ôóíêöiîíàë

< G−β(a, x), ϕ(x) >
def
=

∑
j∈Λβ

cβ,j(D
jϕ)(0)+

+dβ

∫

Rn

[ϕ(x)− (R
[β]
x ϕ)(0)]

‖x‖n+β
λβ(a

1
2‖x‖)dx,

a > 0, ϕ ∈ F [Φ], (9)

äå (R[β]
x ϕ)(·) =

∑

|j|≤[β]

xj

j!
(Djϕ)(·), Λβ � ìíî-

æèíà ìóëüòèiíäåêñiâ ç ïàðíèìè êîìïîíåí-
òàìè, äîâæèíà ÿêèõ íå ïåðåâèùóc [β], [·] �
öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà;

dβ =
2β

xn/2Γ(−β/2)
, λβ(a1/2‖x‖) = 21−n+β

2 ×

×(a
1
2‖x‖)n+β

2 Kn+β
2

(a1/2‖x‖),

cβ,j =

dβ2−β+|j|−1Γ

(
n+|j|

2

)
Γ

(
|j|−β

2

)

j!a
1+|j|−β

2

ωj,

ωj =

∫

|σ|=1

σjdσ. (10)

Î÷åâèäíî, ùî öå ëiíiéíèé, íåïåðåðâíèé
ôóíêöiîíàë. Îñêiëüêè iíòåãðàë ó ïðàâié ÷à-
ñòèíi (9) àíàëiòè÷íèé ïî β â îáëàñòi −n <

β < l, òî ôóíêöiîíàë (9) àíàëiòè÷íèé â îáëà-
ñòi −n < β < l, β 6= 2k, k ∈ Z+.

Äàëi, çàâäÿêè áåçïîñåðåäíiì îá÷è-
ñëåííÿì ó ïðàâié ÷àñòèíi (9) ëåãêî
ïåðåêîíócìîñÿ ó òîìó, ùî äëÿ −n < β < 0,
a > 0, ϕ ∈ F [Φ]

< G−β(a, x), ϕ(x) >=

∫

Rn

G−β(a, x)ϕ(x)dx.

(11)
Ç îñòàííüî�� ðiâíîñòi, çãiäíî ç (2), ðîáèìî âè-
ñíîâîê, ùî äëÿ −n < β < 0, a > 0

< G−β(a, x), ϕ(x) >=< ˜(a + ‖x‖2)
β
2

, ϕ(x) >,

ϕ ∈ F [Φ]. (12)

Àëå ôóíêöiîíàë ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi
(12) àíàëiòè÷íèé ïî β â êîìïëåêñíié ïëîùè-
íi, îñêiëüêè

< ˜(a + ‖x‖2)
β
2

, ϕ(x) >=
1

(2π)n
< (a + ‖x‖2)

β
2 ,

F−1[ϕ](x) >, a > 0, ϕ ∈ F [Φ],

à âñi ÷èñëîâi ôóíêöi�� < (a +

‖x‖2)
β
2 , F−1[ϕ](x) > àíàëiòè÷íi ïî β. Îòæå,

ðiâíiñòü (12) ìàc ìiñöå i äëÿ 0 < β < l,
β 6= 2k, k ∈ N, çîêðåìà i äëÿ β = α, ÿêùî
α 6= 2k, k ∈ N.

Çâiäñè âæå ç óðàõóâàííÿì (10), à òàêîæ ç
îçíà÷åííÿ 1, ðiâíîñòåé (11), (9) i (8) ïðèõî-
äèìî äî òàêîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3. Íåõàé ϕ ∈ F [Φ], a > 0, α > 0
i α 6= 2k, k ∈ N. Òîäi äëÿ x ∈ Rn:

1) < jα
a , ϕ >=

∑
j∈Λα

cα,j(D
jϕ)(0)+

+dα

∫

Rn

[ϕ(x)− (R
[α]
x ϕ)(0)]

‖x‖n+α
λα(a

1
2‖x‖)dx;

2) (Tα
a ϕ)(x) =< jα

a , ϕ(·+ x) >, òîáòî

(T α
a ϕ)(x) =

∑
j∈Λα

cα,j(D
jϕ)(x)+

+dα

∫

Rn

[ϕ(x + y)− (R
[α]
y ϕ)(x)]

‖y‖n+α
λα(a

1
2‖y‖)dy.
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Çàóâàæåííÿ 1. Îñêiëüêè (a + ‖ · ‖2)k =
k∑

i=0

Ci
ka

k−i‖ · ‖2i, k ∈ N, a > 0, òî ïðè α = 2k

îïåðàòîð Tα
a ìàc âèãëÿä

T α
a ϕ =

k∑
i=0

Ci
ka

k−i(−∆)iϕ, ϕ ∈ Cα(Rn)

(òóò Cα(Rn) � ïðîñòið íåïåðåðâíî äèôåðåí-
öiéîâíèõ ôóíêöié äî ïîðÿäêó α, âèçíà÷åíèõ
íà Rn).

Ç òâåðäæåííÿ 2) öic�� òåîðåìè, à òàêîæ ç
ðiâíîñòi (8), îäåðæócìî, ùî

˜(a + ‖ · ‖2)
α
2

= jα
a , a > 0, α > 0, α 6= 2k, k ∈ N.

Îòæå,
T α

a ϕ = jα
a ∗ ϕ, ϕ ∈ F [Φ],

a > 0, α > 0, α 6= 2k, k ∈ N. (13)

Òàêà ôîðìà äi�� îïåðàòîðà T α
a íà ôóíêöiÿõ ç

F [Φ] äîçâîëÿc, çãiäíî ç ìåòîäîì Ë. Øâàðöà
[9, c.126] ïðîäîâæèòè öåé îïåðàòîð íà ïðî-
ñòið (F [Φ])′ òàê:

∀ f ∈ (F [Φ])′ : B̂α
a f = jα

a ∗ f,

a > 0, α > 0, α 6= 2k, k ∈ N (14)

(òóò B̂α
a � ïðîäîâæåííÿ îïåðàòîðà T α

a ). Öå
ïðîäîâæåííÿ ìàc ñåíñ, îñêiëüêè jα

a � çãîð-
òóâà÷ ó ïðîñòîði F [Φ].

Îïåðàòîð B̂α
a íàçèâàòèìåìî óçàãàëüíå-

íèì îïåðàòîðîì áåññåëåâîãî äðîáîâîãî äè-
ôåðåíöiþâàííÿ ç äîäàòíèì ïàðàìåòðîì ó
ïðîñòîði (F [Φ])′.

Ïðàâèëüíå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 4. ∀ f ∈ (F [Φ])′ ∀ϕ ∈ F [Φ] : <

B̂α
a f, ϕ >=< f, T α

a ϕ >, a > 0, α > 0 i α 6=
2k, k ∈ N.

Äîâåäåííÿ. Ç (14), à òàêîæ ç (13)
îäåðæócìî, ùî < B̂α

a f, ϕ >=< jα
a ∗ f, ϕ >=

< f, jα
a ∗ ϕ >=< f, T α

a ϕ >, ϕ ∈ F [Φ], f ∈
(F [Φ])′, äå a > 0, α > 0 i α 6= 2k, k ∈ N, ùî é
ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Íàðåøòi ñôîðìóëþcìî ùå îäíå òâåðäæå-
ííÿ, ÿêå äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, ÿê i òåîðå-
ìà 3.3 ç [11] äëÿ îïåðàòîðà Ðiññà äðîáîâîãî
äèôåðåíöiþâàííÿ.

Òåîðåìà 5. Íåõàé Bα
a , a > 0, α > 0 i

α 6= 2k, k ∈ N, çâóæåííÿ îïåðàòîðà B̂α
a íà

ïðîñòið L1(Rn). Òîäi:
à) îáëàñòü âèçíà÷åííÿ D(Bα

a ) îïåðàòîðà
Bα

a ùiëüíà â L1(Rn), ïðè÷îìó S ⊂ D(Bα
a );

á) Bα
a � çàìêíåíèé îïåðàòîð ó L1(Rn);

â) ∀ϕ ∈ S : Bα
a ϕ = Tα

a ϕ.
Çàóâàæåííÿ 2. Óðàõóâàâøè òâåðäæåí-

íÿ â) òåîðåìè 5, îïåðàòîð Bα
a íàçèâàòèìå-

ìî ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèì áåññåëåâèì îïå-
ðàòîðîì ç äîäàòíèì ïàðàìåòðîì.
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