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Îäåðæàíî êðèòåðié åêâiâàëåíòíîñòi çàãàëüíîãî îïåðàòîðà Ïîìì'¹ ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó
äî îïåðàòîðà Ïîìì'¹ â ïðîñòîði ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ â îáëàñòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.

The criterion of equivalence of an operator Pomme of the �nite order to an operator Pomme
in space of functions, analytical in the �eld of complex plane is obtained.

Íåõàé G � äîâiëüíà îáëàñòü êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè, à H(G) � ïðîñòið óñiõ àíàëiòè÷íèõ
â îáëàñòi G ôóíêöié, ùî íàäiëåíèé òîïîëî-
ãi¹þ êîìïàêòíî¨ çáiæíîñòi. ×åðåç L(H(G))
ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ íåïå-
ðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi äiþòü â H(G). ßêùî
0 ∈ G, òî ÷åðåç ∆ ïîçíà÷àòèìåìî îïåðàòîð
Ïîìì'¹ , ÿêèé íåïåðåðâíî äi¹ â H(G) çà ïðà-
âèëîì: (∆f)(z) = (f(z)−f(0))/z. Íàãàäà¹ìî,
ùî ëiíiéíi íåïåðåðâíi îïåðàòîðè A òà B, ùî
äiþòü â H(G), íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè
â H(G), ÿêùî iñíó¹ içîìîðôiçì T ïðîñòîðó
H(G), äëÿ ÿêîãî TA = BT . Ó öié ñòàòòi äî-
ñëiäæóþòüñÿ óìîâè åêâiâàëåíòíîñòi â H(G)
îïåðàòîðiâ ∆n òà L, äå

(Lf)(z) = (∆nf)(z) + ϕ1(z)(∆n−1f)(z) + ...

+ϕn−1(z)(∆f)(z) + ϕn(z)f(z),

ϕk, k = 1, n � ôóíêöi¨ ç ïðîñòîðó H(G), n
� ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Çàóâàæèìî,
ùî âèïàäîê êðóãîâî¨ îáëàñòi G ðîçãëÿíóòî
â [1], à â [2]� âèïàäîê äîâiëüíî¨ îáëàñòi G i
n = 1.

Íåõàé n � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.
Îáëàñòü êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè G íàçèâà¹-
òüñÿ 2π

n
-iíâàðiàíòíîþ, ÿêùî âîíà iíâàðiàí-

òíà âiäíîñíî ïîâîðîòó íàâêîëî ïî÷àòêó êî-
îðäèíàò íà êóò 2π

n
. Äëÿ îáëàñòi G ÷åðåç G(n)

ïîçíà÷àòèìåìî îáëàñòü âèäó G(n) = {zn; z ∈
G}.

Íàäàëi â öié ñòàòòi ââàæàòèìåìî, ùî G
� îäíîçâ'ÿçíà, 2π

n
- iíâàðiàíòíà îáëàñòü êîì-

ïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ÿêà ìiñòèòü ïî÷àòîê êî-

îðäèíàò i âiäìiííà âiä C, à n � ôiêñîâàíå
íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Ëåìà 1. Iñíóþòü ôóíêöi¨ ϕ òà ψ, ÿêi
êîíôîðìíî âiäîáðàæàþòü âiäïîâiäíî îáëà-
ñòi G i G(n) íà îäèíè÷íèé êðóã {w : |w| <
1}, òàêi, ùî ϕ(0) = 0 i äëÿ z ∈ G :

ψ(zn) = [ϕ(z)]n. (2)

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ Ðiìàíà ïðî
êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ iñíó¹ ¹äèíà àíàëi-
òè÷íà íà G ôóíêöiÿ, ÿêà êîíôîðìíî âiä-
îáðàæà¹ G íà îäèíè÷íèé êðóã K = {w :
|w| < 1} i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè: ϕ(0) =
0, argϕ

′
(0) = 0. Îñêiëüêè îáëàñòü G �2π

n
-

iíâàðiàíòíà, òî ôóíêöiþ ϕ(z) ïðè z ∈ G ìî-
æíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

ϕ(z) = ϕ0(z
n) + zϕ1(z

n) + ...+

+zn−1ϕn−1(z
n), (2)

äå ϕi, i = 0, n− 1, � äåÿêi ôóíêöi¨, ÿêi àíàëi-
òè÷íi íà G(n), i âèçíà÷àþòüñÿ îäíîçíà÷íî çà
ôóíêöi¹þ ϕ(z) (äèâ., íàïðèêëàä, [3]).

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ ϕ̃(z) = ϕ(ωz)
ω

, äå ω =

exp2πi
n
. Çðîçóìiëî, ùî ôóíêöiÿ ϕ̃ êîíôîðìíî

âiäîáðàæà¹ îáëàñòü G íà îäèíè÷íèé êðóã K
i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè: ϕ̃(0) = 0, ϕ̃

′
(0) = ϕ

′
(0).

Çà òåîðåìîþ ïðî ¹äèíiñòü êîíôîðìíèõ âiä-
îáðàæåíü çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ϕ̃(z) = ϕ(z),
òîáòî,

ϕ(ωz) = ωϕ(z), (3)

ïðè z ∈ G. Ñêîðèñòàâøèñü çîáðàæåííÿì (2),
ñïiââiäíîøåííÿì (3) i òèì, ùî ôóíêöi¨ ϕi â
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(2) îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ çà ôóíêöi¹þ
ϕ, îäåðæó¹ìî, ùî ϕ0(z) ≡ ϕ2(z) ≡ ϕ3(z) ≡
... ≡ ϕn(z) ≡ 0 â Gn. Òîìó ç (2) îäåðæó¹ìî,
ùî ïðè z ∈ G :

ϕ(z) = zϕ1(z
n). (4)

Ðîçãëÿíåìî äàëi ôóíêöiþ

ψ(z) = zϕn
1 (z) (5)

i ïîêàæåìî, ùî âîíà çäiéñíþ¹ êîíôîðì-
íå âiäîáðàæåííÿ îáëàñòi G(n) íà îäèíè÷íèé
êðóã K. Çðîçóìiëî, ùî ôóíêöiÿ ψ(z) ¹ àíà-
ëiòè÷íîþ íà G(n). Äàëi, ÿêùî z ∈ G(n),
òî iñíó¹ ζ ∈ G òàêå, ùî z = ζn. Òîäi
ψ(z) = [ζϕ1(ζ

n)]n = [ϕ(ζ)]n i òîìó |ψ(z)| < 1.
Îñêiëüêè ôóíêöiÿ ϕ êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹
îáëàñòü G íà îäèíè÷íèé êðóã K, òî äëÿ äî-
âiëüíî¨ òî÷êè w ∈ K iñíó¹ òî÷êà ζ ∈ G, äëÿ
ÿêî¨ [ϕ(ζ)]n = w. Àëå òîäi ψ(ζn) = w. Òàêèì
÷èíîì, ôóíêöiÿ ψ âiäîáðàæà¹ îáëàñòü G(n)

íà îäèíè÷íèé êðóã. Ïîêàæåìî äàëi, ùî ôóí-
êöiÿ ψ ¹ îäíîëèñòíîþ â G(n). Äîïóñòèìî, ùî
ψ(z1) = ψ(z2), äå z1 i z2 ∈ G(n). Âèáåðåìî òî-
÷êè ζk ∈ G òàêèìè, ùîá ζn

k = zk, k = 1, 2.
Òîäi ç ðiâíîñòi [ϕ(ζ1)]

n = [ϕ(ζ2)]
n âèïëè-

âà¹, ùî iñíó¹ öiëå p, 0 ≤ p ≤ n − 1, äëÿ
ÿêîãî ϕ(ζ1) = wpϕ(ζ2). Âèêîðèñòîâóþ÷è (3),
îäåðæó¹ìî, ùî ϕ(ζ1) = ϕ(wpζ2), äå wpζ2 ∈
G, îñêiëüêè îáëàñòü G ¹ 2π

n
-iíâàðiàíòíîþ.

Îñêiëüêè ϕ � îäíîëèñòíà â G, òî ζ1 = wpζ2,
i òîìó z1 = ζn

1 = ζn
2 = z2. Îòæå, ôóíêöiÿ ψ

äiéñíî ¹ îäíîëèñòíîþ â G.
Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ ψ(z) çäiéñíþ¹ êîí-

ôîðìíå âiäîáðàæåííÿ îáëàñòi G(n) íà îäèíè-
÷íèé êðóã K1. Ñïiââiäíîøåííÿ (1) âèïëèâà¹
ç (4) i (5).

Ëåìà 2. ßêùî äëÿ äåÿêî¨ àíàëiòè÷íî¨ â
îáëàñòi G ôóíêöi¨ h(z) âèêîíóþòüñÿ óìîâè

h(0) = 1 i {znh(z) : z ∈ G} = G(n), (6)

òî h(z) ≡ 1 â G.
Äoâåäåííÿ. Íåõàé ϕ òà ψ � ôóí-

êöi¨, ùî ïîáóäîâàíi çãiäíî ëåìè 1. Òî-
äi ç (6) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ g(w) =
ψ((ϕ−1(w))nh(ϕ−1(w))) âiäîáðàæà¹ îäèíè-
÷íèé êðóã K íà ñåáå i êðiì òîãî òî÷êà w =
0 áóäå n-êðàòíèì íóëåì äëÿ ôóíêöi¨ g(w).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîñëiäîâíî n ðàçiâ ëåìó
Øâàðöà äî ôóíêöié g(w), g(w)

w
, ..., g(w)

wn−1 ìè íà
îñòàííüîìó êðîöi îäåðæèìî, ùî |g(w)| ≤
|w|n ïðè |w| < 1. Òîìó |ψ(znh(z))| ≤ |ϕ(z)|n
ïðè z ∈ G. Âðàõîâóþ÷è (1), îäåðæó¹ìî, ùî

|ψ(znh(z))| ≤ |ψ(zn)| (7)

ïðè z ∈ G. Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó ôóíêöiþ
f(z) = ψ(znh(z))

ψ(zn)
. Îñêiëüêè lim

z→0
f(z) = h(0) =

1, òî òî÷êà z = 0 ¹ óñóâíîþ îñîáëèâiñòþ äëÿ
ôóíêöi¨ f(z). Òîìó ôóíêöiÿ f(z) ¹ àíàëiòè-
÷íîþ â îáëàñòi G ( òî÷íiøå ïðîäîâæó¹òüñÿ
äî ôóíêöi¨, ÿêà àíàëiòè÷íà â G, ÿêùî ïî-
êëàñòè f(0) = 1) i |f(z)| ≤ 1 ïðè z ∈ G. Àëå
f(0) = 1. Îòæå, çãiäíî ïðèíöèïà ìàêñèìó-
ìà ìîäóëÿ äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, çâiäñè
îäåðæó¹ìî, ùî f(z) ≡ 1 ïðè z ∈ G. Òîìó
ψ(znh(z)) = ψ(zn), à, îòæå, i znh(z) = zn

ïðè z ∈ G. Òàêèì ÷èíîì, h(z) ≡ 1 â G.
Äîñëiäèìî äåÿêi íåîáõiäíi óìîâè åêâiâà-

ëåíòíîñòi îïåðàòîðiâ L òà ∆ â H(G).
Ëåìà 3. ßêùî äëÿ äåÿêèõ àíàëiòè÷íèõ â

îáëàñòi G ôóíêöié ϕk(z), k = 1, n îïåðàòîðè
L òà ∆n åêâiâàëåíòíi â H(G), òî ïðè z ∈ G
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü:

n∑

k=1

zk−1ϕk(z) = 0. (8)

Äîâåäåííÿ. Äîïóñòèìî, ùî îïåðàòîðè
L òà ∆n åêâiâàëåíòíi â H(G). Âèêîðèñòà¹-
ìî äàëi òîé ôàêò, ùî ó åêâiâàëåíòíèõ îïå-
ðàòîðiâ çáiãàþòüñÿ ìíîæèíè ¨õíiõ âëàñíèõ
çíà÷åíü, à òàêîæ êðàòíîñòi îäíàêîâèõ âëà-
ñíèõ çíà÷åíü. Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨ ôóí-
êöi¨ f ∈ H(G)

∆nf(z) =

f(z)−
n−1∑
k=1

fk(0)
k!

zk

zn
,

òî ìíîæèíà âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà ∆n

â H(G) çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ C \(G(n))−1.
Ïðè öüîìó êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ îïåðàòî-
ðà ∆n ¹ n-êðàòíèì, îñêiëüêè âëàñíèé ïiä-
ïðîñòið, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ
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λ, çáiãà¹òüñÿ ç n-âèìiðíèì ïiäïðîñòîðîì

{(
n−1∑

k=0

kz
k)/(1− λz) : ck ∈ C, k = 0, n− 1}

ïðîñòîðó H(G).
Çíàéäåìî äàëi ìíîæèíó n-êðàòíèõ âëà-

ñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà L. Ïîçíà÷àþ÷è äëÿ
çðó÷íîñòi ϕ0(z) ≡ 1, îäåðæèìî, ùî äëÿ äî-
âiëüíîãî λ ∈ C i f ∈ H(G) ñïiââiäíîøåííÿ
Lf = λf ðiâíîñèëüíå òîìó, ùî ïðè z ∈ G

f(z)(
n∑

k=0

zkϕk(z)− λzn) =

=
n−1∑
m=0

mzm

n−m−1∑

k=0

zkϕk(z), (9)

äå cm,m = 0, n− 1�äåÿêi ñòàëi.
Ïîçíà÷èìî

G1 = {z−n

n∑

k=0

zkϕk(z) : z ∈ G\{0}}

i ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè:
1) ßêùî λ 6∈ G1, òî ç (9) âèïëèâà¹, ùî λ

¹ n-êðàòíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì äëÿ îïåðà-
òîðà L.

2) ßêùî æ λ ∈ G1, òî iñíó¹ òî÷êà z0 ∈ G,
äëÿ ÿêî¨

n∑
k=0

z0ϕk(z0)−λzn
0 = 0. Ç (9) â öüîìó

âèïàäêó îäåðæó¹ìî, ùî
n−1∑
m=0

cmzm
0

n−m−1∑

k=0

zk
0ϕk(z0) = 0.

Òîìó âiäïîâiäíå λ ìîæå áóòè ùîíàéáiëü-
øå (n− 1)-êðàòíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì îïå-
ðàòîðà L i íå ìîæå áóòè n-êðàòíèì âëàñíèì
çíà÷åííÿì öüîãî îïåðàòîðà.

Îñêiëüêè ó åêâiâàëåíòíèõ îïåðàòîðiâ çái-
ãàþòüñÿ íå ëèøå ìíîæèíè âëàñíèõ çíà÷åíü,
à òàêîæ i êðàòíîñòi îäíàêîâèõ âëàñíèõ çíà-
÷åíü, òî

(G(n))−1 = G1 (10).

Ç ðiâíîñòi (10) âèïëèâà¹, ùî 0 6∈ G1. Òî-
ìó ôóíêöiÿ h(z) = (

n∑
k=0

zkϕk(z))−1 ¹ àíàëi-
òè÷íîþ â G, ïðè÷îìó h(0) = 1. Ðiâíiñòü (10)

îçíà÷à¹, ùî äëÿ ôóíêöi¨ h(z) âèêîíóþòüñÿ
óìîâè ëåìè 2. Òîìó h(z) ≡ 1 â G. Îñêiëüêè
ϕ0(z) ≡ 1, òî ðiâíiñòü (8) âèêîíó¹òüñÿ â G.
Ëåìó 3 äîâåäåíî.

ßêùî (8) âèêîíó¹òüñÿ â G, òî äiþ îïåðà-
òîðà L íà äîâiëüíó ôóíêöiþ f ∈ H(G) ìî-
æíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

(Lf)(z) = (∆nf)(z)+

+
n−2∑
m=0

(
m∑

k=0

zkϕk+n−m(z))
fm(0)

m!
,

òîáòî L = M , äå M�ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé
îïåðàòîð, ùî äi¹ â H(G) çà ïðàâèëîì

(Mf)(z) = (∆nf)(z) +
n−1∑
m=0

ψm(z))
fm(0)

m!
,

(11)
ïðè÷îìó

ψm(z) =
m∑

k=0

zkϕk+n−m(z), (12)

m = 0, n− 2; ψn−1(z) ≡ 0.
Ëåìà 4. Íåõàé ψm ∈ H(G),m = 0, n− 1.

Äëÿ òîãî, ùîá ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðà-
òîð T : H(G) −→ H(G) áóâ ðîçâ'ÿçêîì îïå-
ðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ T∆n = MT íåîáõiäíî i
äîñèòü, ùîá T = T1T2, äå T1�ëiíiéíèé íåïå-
ðåðâíèé â H(G) îïåðàòîð, ùî ïåðåñòàâíèé
ç Uzn i äëÿ ÿêîãî T1z

m = zm − znψm(z),m =
0, n− 1, à T2�äîâiëüíèé ëiíiéíèé íåïåðåðâ-
íèé â H(G) îïåðàòîð, ùî ïåðåñòàâíèé ç
∆n.

Äîâåäåííÿ.Íåîáõiäíiñòü. Äîïóñòèìî,
ùî ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð T :
H(G) −→ H(G) ç õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóí-
êöi¹þ t(λ, z) [4] çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåí-
íÿ T∆n = MT . Ïîäiÿâøè îáîìà ÷àñòèíàìè
îñòàííüî¨ ðiâíîñòi íà ôóíêöiþ 1

λ−z
îäåðæè-

ìî, ùî íà ìíîæèíi F (äèâ.[5]) âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

t(λ, z) =
n−1∑
m=0

(zm − znψm(z))λnlm(λ)

λn − zn
, (13)

äå lm(λ) = ∂mt
∂zm (λ, 0),m = 0, n− 1. Çðîçóìi-

ëî, ùî ôóíêöi¨ lm(λ),m = 0, n− 1 � àíàëiòè-
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÷íi íà CG. Îñêiëüêè ôóíêöi¨

t1(λ, z) =
n−1∑
i=0

λn−1−i(zi − znψi(z))

λn − zn
, (14)

t2(λ, z) =
n−1∑
m=0

zmλnlm(λ)

λn − zn
, (15)

¹ ëîêàëüíî àíàëiòè÷íèìè íà ìíîæèíi CG ×
G, òî âîíè ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèìè ôóíêöiÿìè
âiäïîâiäíî îïåðàòîðiâ T1 i T2, ÿêi ëiíiéíî i
íåïåðåðâíî äiþòü â H(G), ïðè÷îìó T1 ïåðå-
ñòàâíèé ç Uzn i T1z

m = zm − znψm(z),m =
0, n− 1 [2], à T2�ïåðåñòàâíèé ç îïåðàòîðîì
∆n([6]). Îñêiëüêè õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ
îïåðàòîðà T1T2 çáiãà¹òüñÿ ç ôóíêöi¹þ t(λ, z),
òî T = T1T2.

Äîñòàòíiñòü óìîâ ëåìè 4 âèïëèâà¹ ç ðiâ-
íîñòi T1∆

n = MT1, ÿêà îäåðæó¹òüñÿ, íàïðè-
êëàä, ç òîãî, ùî õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨
îïåðàòîðiâ T1∆

n i MT1 çáiãàþòüñÿ.
Äîñëiäèìî äàëi óìîâè åêâiâàëåíòíîñòi

îïåðàòîðiâ âèäó (11) òà ∆n.
Íàãàäà¹ìî, ùî ôîðìóëàìè

(Pkf)(z) = n−1

n−1∑
i=0

ω−kif(ωiz), k = 0, n− 1,

äå ω = exp2πi
n
, âèçíà÷àþòüñÿ ïðîåêòîðè, ÿêi

ëiíiéíî i íåïåðåðâíî äiþòü â H(G).
Òåîðåìà 1. Íåõàé ψm ∈ H(G),m =

0, n− 1. Äëÿ òîãî, ùîá îïåðàòîð M áóâ
åêâiâàëåíòíèì â ïðîñòîði H(G) äî îïåðà-
òîðà ∆n, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá

det ‖ z−kPk[z
m − znψm(z)] ‖n−1

k,m=0 6= 0 (16)

ïðè z ∈ G.
Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Äîïóñòè-

ìî, ùî îïåðàòîðè M òà ∆ åêâiâàëåíòíi â
H(G). Òîäi iñíó¹ içîìîðôiçì T ïðîñòîðó
H(G), äëÿ ÿêîãî TM = ∆nT . Çà ëåìîþ 4
T ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi T = T1T2, äå
Ti ∈L(H(G)), i = 1, 2, ïðè÷îìó T1 ïåðå-
ñòàâíèé ç Uzn , i Tzm = zm − znψm(z),m =
0, n− 1, à T2� ïåðåñòàâíèé ç ∆n. Îñêiëüêè
T� içîìîðôiçì, òî îïåðàòîð T1 ¹ ñþð'¹êòèâ-
íèì, à, îòæå [2], âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (16).

Äîñòàòíiñòü. Ïðè âèêîíàííi óìîâè (16)
îïåðàòîð T1 ¹ içîìîðôiçìîì ïðîñòîðó H(G),
ùî çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ T1M =
∆nT1.

Ç âèêîðèñòàííÿì ëåìè 3 i òåîðåìè 1 îäåð-
æó¹òüñÿ îñíîâíèé ðåçóëüòàò öi¹¨ ñòàòòi.

Òåîðåìà 2. Íåõàé ϕm ∈ H(G),m =
1, n− 1. Äëÿ òîãî, ùîá îïåðàòîð L áóâ åêâi-
âàëåíòíèì â ïðîñòîði H(G) äî îïåðàòî-
ðà ∆n, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá ïðè z ∈ G
âèêîíóâàëèñÿ óìîâè (8) i (16), äå ψm,m =
0, n− 1, âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (12).
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