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Ðîçãëÿäàcòüñÿ ñèñòåìà íåëiíiéíèõ iìïóëüñíèõ äèôåðåíöiàëüíî- ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü.
Äîâåäåíî iñíóâàííÿ iíòåãðàëüíèõ ìíîæèí òà ïðèíöèï çâåäåííÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi
â êðèòè÷íîìó âèïàäêó. Ïîêàçàíî, ùî ëiíiéíó ñèñòåìó ìîæíà ðîçùåïèòè íà äâi íåçàëåæíi
ñèñòåìè.

We consider a system of nonlinear impulsive functional di�erential equations. We prove the
existence of integral sets and reduction principle for investigation of stability in the critical case.
It is shown that the linear system can be decomposed into two independent systems.

Äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
ïèòàííÿ iñíóâàííÿ i ñòiéêîñòi iíòåãðàëü-
íèõ ìíîæèí â êðèòè÷íîìó âèïàäêó ðîçãëÿ-
äàëèñÿ â ïðàöÿõ [1,2], äëÿ äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíîþ äicþ � â [3,4],
à äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâ-
íÿíü � â [5,6]. Ó öié ñòàòòi äîñëiäæócòüñÿ
ñòiéêiñòü òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó íåàâòî-
íîìíî�� iìïóëüñíî�� ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíî-
ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü â êðèòè÷íîìó âè-
ïàäêó.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
dx

dt
= L(xt) + f(t, xt, y),

dy

dt
= By+

+g(t, xt, y), t 6= ti, (1)

∆x|t=ti = Ax+Ii(xti , y), ∆y|t=ti = Ji(xti , y),

äå t ∈ R, x ∈ Rq, y ∈ Rp, xt � åëåìåíò ïpîñòî-
pó PC = PC([−τ, 0],Rq)={ϕ : [−τ, 0] → Rq,
ϕ(t) íåïåðåðâíà íà [−τ, 0], çà âèíÿòêîì ñêií-
÷åííîãî ÷èñëà òî÷îê t̃, â ÿêèõ ϕ(t̃+) òà ϕ(t̃−)
iñíóþòü, ïðè÷îìó ϕ(t̃−) = ϕ(t̃)}, çàäàíèé
ôóíêöicþ xt(θ) = x(t + θ), −τ ≤ θ ≤ 0; L(xt)
� ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë, çàäà-
íèé â PC; ìàòðèöÿ E + A � íåâèðîäæåíà;
B � ñòàëà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó p òà-
êà, ùî

Reλj(B) = 0, j = 1, 2, ..., p. (2)

×åðåç ti òóò ïîçíà÷åíi ìîìåíòè ÷àñó iìïóëü-
ñíî�� äi��, çàíóìåðîâàíi ìíîæèíîþ öiëèõ ÷è-
ñåë Z, ïðè÷îìó ïðèïóñêàcòüñÿ, ùî iñíóc òàêå

äîäàòíå ÷èñëî δ, ïðè ÿêîìó

0 < δ < ti+1 − ti (3)

äëÿ âñiõ i ∈ Z. Äëÿ ϕ ∈ PC âèçíà÷èìî
íîðìó |ϕ| = sup−τ≤s≤0 |ϕ(s)|, à äëÿ ïàðè
z = (ϕ, y), ϕ ∈ PC, y ∈ Rp, âèçíà÷èìî íîðìó
|z| = |ϕ|+ |y|.

Âiäíîñíî ôóíêöiîíàëiâ f(t, ϕ, y),
g(t, ϕ, y), Ii(ϕ, y), Ji(ϕ, y) ïðèïóñêàcòüñÿ,
ùî âîíè âèçíà÷åíi äëÿ âñiõ t ∈ R, ϕ ∈ PC,
y ∈ Rp, íåïåðåðâíi çà âñiìà çìiííèìè i
çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

f(t, 0, 0) = g(t, 0, 0) = Ii(0, 0) = Ji(0, 0) = 0,

|f(t, ϕ, y)−f(t, ϕ′, y′)|+|g(t, ϕ, y)−g(t, ϕ′, y′)|+
+|Ii(ϕ, y)− Ii(ϕ

′, y′)|+ |Ji(ϕ, y)− (4)

−Ji(ϕ
′, y′)| ≤ ν(|ϕ− ϕ′|+ |y − y′|)

ïðè âñiõ t ∈ R, i ∈ Z, ϕ ∈ PC, ϕ′ ∈ PC,
y ∈ Rp, y′ ∈ Rp.

Ïðèïóñòèìî, ùî

L(xt) = A0x(t) +
l∑

i=1

Aix(t− τi), f(t, xt, y) =

= f1(t, x(t), x(t− τ1), ..., x(t− τl), y),

g(t, xt, y) = g1(t, x(t), x(t− τ1), ..., x(t− τl), y),

Ii(xt, y) = I
(1)
i (x(t), x(t− τ1), ..., x(t− τl), y),

Ji(xt, y) = J
(1)
i (x(t), x(t− τ1), ..., x(t− τl), y),
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äå 0 < τ1 < ... < τl = τ .
Ïðàâà ÷àñòèíà ñèñòåìè (1) íà êîæíîìó

ñêií÷åííîìó iíòåðâàëi ìîæå ìàòè íå áiëüøå,
íiæ ñêií÷åííå ÷èñëî òî÷îê ðàçðèâó ïåðøî-
ãî ðîäó (òî÷îê, â ÿêèõ t = ti àáî t− τk = ti,
k = 1, ..., l, i ∈ Z). Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó êðî-
êiâ ìîæíà ïîêàçàòè, ùî íà êîæíîìó ñêií-
÷åííîìó âiäðiçêó [σ, T ], σ < T , ñèñòåìà (1)
ç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöicþ xσ = ϕ ∈ PC i ïî-
÷àòêîâèì çíà÷åííÿì y(σ) = y0 ìàc cäèíèé
ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé íåïåðåðâíèé íà [σ, T ] çà âè-
íÿòêîì òî÷îê ðàçðèâó ïåðøîãî ðîäó t = ti
i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèé çà âèíÿòêîì
ñêií÷åííîãî ÷èñëà òî÷îê. Â òî÷êàõ âèãëÿäó
t = ti i t = ti + τk ïiä dx/dt i dy/dt áóäåìî
ðîçóìiòè ïîõiäíi çëiâà.

Ïèòàííÿì iñíóâàííÿ, cäèíîñòi òà ñòié-
êîñòi ðîçâ'ÿçêó îñíîâíî�� ïî÷àòêîâî�� çà-
äà÷i äëÿ iìïóëüñíèõ äèôåðåíöiàëüíî-
ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü ïðèñâÿ÷åíi ïðàöi
[7, 8] òà ií.

Íåõàé T (t, s) � îïåðàòîð çñóâó çà ðîçâ'ÿç-
êàìè ëiíiéíî�� ñèñòåìè

dx

dt
= L(xt), t 6= ti, ∆x|t=ti = Ax. (5)

Ðiâíÿííÿ äëÿ x â ñèñòåìi (1) åêâiâàëåíòíi
ðiâíÿííþ

x(t) = x̄(t, xσ) +

t∫

σ

X(t, s)f(s, xs, y(s))ds+

+
∑

σ<ti<t

X(t, ti)Ii(xti , y(ti)),

äå x̄(t, xσ) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (5) ç ïî÷àòêî-
âîþ ôóíêöicþ xσ, à X(t, s) � ôóíäàìåíòàëü-
íà ìàòðèöÿ ñèñòåìè (5).

Âðàõîâóþ÷è, ùî X(t, s) = 0 ïðè s >
t, à òàêîæ ñïiââiäíîøåííÿ X(t + θ, s) =
T (t, s)X0(θ), îäåðæèìî, ùî ñèñòåìà (1) åêâi-
âàëåíòíà ñèñòåìi

xt = T (t, σ)xσ +

t∫

σ

T (t, s)X0f(s, xs, y(s))ds+

+
∑

σ<ti<t

T (t, ti)X0Ii(xti , y(ti)),
dy

dt
= By+

+g(t, xt, y), t 6= ti, ∆y|t=ti = Ji(xti , y),
(6)

äå X0(θ) = 0, −τ ≤ θ < 0, X0(0) = E.
Ïðèïóñòèìî, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíî-

ñòi
|T (t, s)ϕ| ≤ K|ϕ|exp[−(α + β)(t− s)],

|T (t, s)X0| ≤ Kexp[−(α + β)(t− s)], (7)

äå K > 0, t ≥ s, 0 < β < α, ϕ ∈ PC.
Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì âiäíîñíî âëàñíèõ

çíà÷åíü ìàòðèöi B ïðàâèëüíà òàêîæ îöiíêà
| exp(Bt)| ≤ K exp[(−α + β)t], t ≤ 0. (8)

Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (1) âè-
êîíóþòüñÿ óìîâè (2) � (4), (7), (8). Òîäi
ïðè äîñèòü ìàëié ñòàëié Ëiïøèöÿ ν ñè-
ñòåìà (1) ìàc iíòåãðàëüíó ìíîæèíó S− =
{(t, ϕ, y) : t ∈ R, y ∈ Rp, ϕ = h(t, y), ϕ ∈
PC}, äå ôóíêöiÿ h(t, y) çàäîâîëüíÿc óìîâè
h(t, 0) = 0, |h(t, y)− h(t, y′)| ≤ 0, 5|y − y′|.

(9)
Äëÿ êîæíîãî ðîçâ'ÿçêó zt =

(h(t, y(t)), y(t)) ñèñòåìè (1), ùî íàëåæèòü
S−, ñïðàâäæócòüñÿ îöiíêà
|zt| ≤ 2K|y(σ)|exp[−α(t− σ)], t ≤ σ. (10)

Äîâåäåííÿ. Ïîðÿä iç ñèñòåìîþ (6) ðîç-
ãëÿíåìî ñèñòåìó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

xt =

t∫

−∞

T (t, s)X0f(s, xs, y(s))ds+

+
∑
ti<t

T (t, ti)X0Ii(xti , y(ti)),

y(t) = eB(t−σ)c−
σ∫

t

eB(t−s)g(s, xs, y(s))ds−

−
∑

t<ti<σ

eB(t−ti)Ji(xti , y(ti)), t ≤ σ. (11)

Áóäåìî ðîçâ'ÿçóâàòè ñèñòåìó (11) ìå-
òîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, ââàæàþ÷è
x

(0)
t = 0, y0(t) = 0,

x
(n+1)
t =

t∫

−∞

T (t, s)X0f(s, x(n)
s , yn(s))ds+
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+
∑
ti<t

T (t, ti)X0Ii(x
(n)
ti , yn(ti)), yn+1(t) =

= eB(t−σ)c−
σ∫

t

eB(t−s)g(s, x(n)
s , yn(s))ds−

−
∑

t<ti<σ

eB(t−ti)Ji(x
(n)
ti , yn(ti)), n = 0, 1, ...

Iíäóêöicþ äîâåäåìî íåðiâíiñòü

|z(m)
t − z

(m−1)
t | ≤ K|c|(νγ)m−1exp[−α(t− σ)],

(12)

äå z
(m)
t = (x

(m)
t , ym(t)), γ = 2K(1/β + 1/(1 −

exp(−βδ))), m = 1, 2, ..., t ≤ σ. Ïðè m = 1
íåðiâíiñòü (12) âèïëèâàc iç (8). Íåõàé íåðiâ-
íiñòü (12) ñïðàâäæócòüñÿ ïðè m = n. Òîäi,
âðàõîâóþ÷è (4), (7), (8), îäåðæèìî

|z(n+1)
t − z

(n)
t | = |x(n+1)

t − x
(n)
t |+ |yn+1(t)−

−yn(t)| ≤
t∫

−∞

Kexp[−(α + β)(t− s)]ν|z(n)
s −

−z(n−1)
s |ds +

σ∫

t

Kexp[(−α + β)(t− s)]ν|z(n)
s −

−z(n−1)
s |ds +

∑
ti<t

Kexp[−(α + β)(t− ti)]×

×ν|z(n)
ti −z

(n−1)
ti |+

∑
t<ti<σ

Kexp[(−α+β)(t−ti)]×

×ν|z(n)
ti − z

(n−1)
ti | ≤ K|c|(νγ)nexp[−α(t− σ)],

çâiäêè âèïëèâàc íåðiâíiñòü (12) ïðè m =
n + 1. Îòæå, âîíà ñïðàâäæócòüñÿ ïðè âñiõ
íàòóðàëüíèõ m.

Iç (12) âèïëèâàc, ùî ïðè νγ < 1 ïîñëiäîâ-
íiñòü ôóíêöié z

(n)
t çáiãàcòüñÿ äî äåÿêî�� ôóí-

êöi�� zt(σ, c), ÿêà c ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (11).
Îñêiëüêè âñi ôóíêöi�� x

(n)
t , n = 0, 1, 2, ..., íà-

ëåæàòü ïðîñòîðó PC, òî i ��õ ãðàíèöÿ íà-
ëåæèòü PC. Âèáèðàþ÷è â ñèñòåìi (11) çà-
ìiñòü c iíøó ñòàëó c′, îäåðæèìî ðîçâ'ÿçîê
zt(σ, c′). Àíàëîãi÷íî íåðiâíîñòi (12) ìîæíà
äîâåñòè, ùî ïðè νγ < 0, 5 ïðàâèëüíà íå-
ðiâíiñòü |z(m)

t (σ, c) − z
(m)
t (σ, c′)| ≤ 2K|c −

c′|exp[−α(t− σ)], m = 1, 2, ..., t ≤ σ. Îòæå,
|zt(σ, c)− zt(σ, c′)| ≤ 2K|c− c′|exp[−α(t− σ)],

t ≤ σ. (13)

Áóäåìî ââàæàòè â (11) t = σ i ïîçíà÷èìî

h(σ, c) =

σ∫

−∞

T (σ, s)X0f(s, xs, y(s))ds+

+
∑
ti<σ

T (σ, ti)X0Ii(xti , y(ti)).

Äîâåäåìî îöiíêó (9):

|h(σ, c)−h(σ, c′)| ≤
σ∫

−∞

Kexp[−(α+β)(σ−s)]×

×ν|zs(σ, c)− zs(σ, c′)|ds +
∑
ti<σ

Kexp[−(α+

+β)(σ − ti)]ν|zti(σ, c)− zti(σ, c′)| ≤ γ1|c− c′|,
γ1 = 2K2ν(1/β + 1/(1− exp(−βδ))).

Îñêiëüêè ïðè äîñèòü ìàëîìó ν ìàcìî γ1 ≤
0, 5, òî çâiäñè âèïëèâàc íåðiâíiñòü (9). Îöií-
êà (10) âèïëèâàc iç (13), ÿêùî ââàæàòè c′ =
0. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 2. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (1) âèêî-
íóþòüñÿ óìîâè (2)-(4), (7), (8). Òîäi ïðè äî-
ñèòü ìàëié ñòàëié Ëiïøèöÿ ν ñèñòåìà (1)
ìàc iíòåãðàëüíó ìíîæèíó S+ = {(t, ϕ, y) :
t ∈ R, ϕ ∈ PC, y = r(t, ϕ), y ∈ Rp}, äå ôóí-
êöiÿ r(t, ϕ) çàäîâîëüíÿc óìîâè r(t, 0) = 0,
|r(t, ϕ) − r(t, ϕ′)| ≤ 0, 5|ϕ − ϕ′|. Äëÿ êîæíî-
ãî ðîçâ'ÿçêó zt = (xt, r(t, xt)) ñèñòåìè (1),
ùî íàëåæèòü S+, ñïðàâäæócòüñÿ îöiíêà
|zt| ≤ 2K|xσ|exp[−α(t− σ)], t ≥ σ.

Òåîðåìà 2 äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî òåîðåìi
1.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñèñòåìó

dw

dt
= Bw + g(t, h(t, w), w), t 6= ti,

∆w|t=ti = Ji(h(ti, w), w), (14)

ÿêà îïèñóc ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (1)
íà iíòåãðàëüíié ìíîæèíi xt = h(t, y).

Òåîðåìà 3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè
òåîðåì 1 i 2. ßêùî zt = (xt, y(t)) (t ≥ σ) �
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äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1) ç ïî÷àòêî-
âîþ ôóíêöicþ zσ ïðè t = σ, òî iñíóc ðîçâ'ÿ-
çîê ξt = (h(t, w(t)), w(t)), ùî íàëåæèòü S−

i òàêèé, ùî ñïðàâäæócòüñÿ îöiíêà

|zt − ξt| ≤ 2K|xσ − h(σ,w(σ))|exp[−α(t− σ)],

t ≥ σ. (15)

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç w(t)
ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (14) ç ïî÷àòêîâîþ
óìîâîþ w(σ) = a. Òîäi ξt áóäå çàëå-
æàòè âiä a i âèçíà÷àòèñÿ ïî÷àòêîâîþ
ôóíêöicþ ξσ = (h(σ, a), a). Çàìiíîþ çìiííèõ
vt = xt−h(t, w(t)), u(t) = y(t)−w(t) ñèñòåìó
(6) çâåäåìî äî âèãëÿäó

vt = T (t, σ)vσ +

t∫

σ

T (t, s)X0[f(s, ηs + ξs)−

−f(s, ξs)]ds +
∑

σ<ti<t

T (t, ti)X0[Ii(ηti + ξti)−

(16)

−Ii(ξti)],
du

dt
= Bu + g(t, ηt + ξt)− g(t, ξt),

t 6= ti, ∆u|t=ti = Ji(ηti + ξti)− Ji(ξti),

äå ηt = (vt, u(t)). Ôóíêöi�� f(t, η + ξ)− f(t, ξ),
g(t, η + ξ) − g(t, ξ), Ii(η + ξ) − Ii(ξ), Ji(η +
ξ)−Ji(ξ) çàäîâîëüíÿþòü çà çìiííîþ η óìîâó
Ëiïøèöÿ ç ñòàëîþ ν.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2 ñèñòåìà (16) ìàc ií-
òåãðàëüíó ìíîæèíó S+, ÿêó ìîæíà çîáðà-
çèòè ó âèãëÿäi u = r(t, vt, a), äå ôóíêöiÿ r
çàäîâîëüíÿc óìîâè

r(t, 0, a) = 0, |r(t, ζ, a)− r(t, ζ ′, a)| ≤
≤ 0, 5|ζ − ζ ′|. (17)

Äëÿ êîæíîãî ðîçâ'ÿçêó ηt = (vt, u(t)) ñè-
ñòåìè (16) ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè vσ = ζ,
u(σ) = r(σ, ζ, a), ζ ∈ PC ïðàâèëüíà íåðiâ-
íiñòü |ηt| ≤ 2K|vσ|exp[−α(t− σ)], t ≥ σ.

Äîâåäåìî òåïåð iñíóâàííÿ òàêèõ ζ i a, ùî
äëÿ ðîçâ'ÿçêó zt = (xt, y(t)) ñèñòåìè (1) i
ðîçâ'ÿçêó ηt = (vt, u(t)) ñèñòåìè (16) ïðè âñiõ
t ≥ σ âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

u(t) = y(t)−w(t), vt = xt−h(t, w(t)), (18)

çâiäêè é áóäå âèïëèâàòè îöiíêà (15).
Çãiäíî ç òåîðåìîþ cäèíîñòi, ÿêùî ðiâíî-

ñòi (18) âèêîíóþòüñÿ ïðè t = σ, òî âîíè âè-
êîíóþòüñÿ i ïðè âñiõ t ≥ σ. Ïðè t = σ öi
ðiâíîñòi ìàþòü âèãëÿä

r(σ, ζ, a) = y(σ)− a, ζ = xσ − h(σ, a). (19)

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè (19) ÿê ñèñòåìó ðiâ-
íÿíü âiäíîñíî ζ i a, ìàcìî

a = y(σ)− r(σ, xσ − h(σ, a), a). (20)

Ïîêàæåìî, ùî öå ðiâíÿííÿ ìàc ðîçâ'ÿçîê
ïðè äîâiëüíèõ y(σ) i xσ. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðà-
æåííÿ q(a) = y(σ)−r(σ, xσ−h(σ, a), a). Âèêî-
ðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi (17) ôóíêöi�� r, çíà-
õîäèìî îöiíêó |q(a)−y(σ)| ≤ 0, 5|xσ−h(σ, a)|,
çâiäêè |q(a) − y(σ)| ≤ 0, 5|xσ − h(σ, y(σ))| +
0, 5|h(σ, y(σ)) − h(σ, a)|. Âðàõîâóþ÷è óìî-
âó (9), îäåðæèìî |q(a) − y(σ)| ≤ 0, 5|xσ −
h(σ, y(σ))|+ 0, 25|y(σ)− a|.

Ðîçãëÿíåìî â p � âèìiðíîìó ïðîñòîði êó-
ëþ H, ùî âèçíà÷àcòüñÿ íåðiâíiñòþ (âiäíîñíî
a) |a− y(σ)| ≤ |xσ − h(σ, y(σ))|. Iç íåðiâíîñòi

|q(a)− y(σ)| ≤ 0, 75|xσ − h(σ, y(σ))| (21)

âèïëèâàc, ùî âiäîáðàæåííÿ q(a) ïåðåâîäèòü
êóëþ H â ñåáå, òîìó çãiäíî ç òåîðåìîþ Áðà-
óåðà öå âiäîáðàæåííÿ ìàc íåðóõîìó òî÷êó
a∗.

Îòæå, ðiâíÿííÿ (20) ìàc ðîçâ'ÿçîê a = a∗,
äëÿ ÿêîãî çãiäíî ç (21) âèêîíócòüñÿ îöiíêà

|a∗ − y(σ)| ≤ 0, 75|xσ − h(σ, y(σ))|. (22)

Ïiäñòàâëÿþ÷è ðîçâ'ÿçîê a∗ ó äðóãå ðiâíÿ-
ííÿ (19), ïåðåêîíócìîñÿ, ùî ïàðà a∗, ζ∗, äå
ζ∗ = xσ −h(σ, a∗), çàäîâîëüíÿc ñèñòåìó (19).
Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 4. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè
òåîðåì 1 i 2. ßêùî íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñè-
ñòåìè (14) ñòiéêèé, àñèìïòîòè÷íî ñòié-
êèé àáî íåñòiéêèé, òî i íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê
ñèñòåìè (1) âiäïîâiäíî ñòiéêèé, àñèìïòî-
òè÷íî ñòiéêèé àáî íåñòiéêèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê
ñèñòåìè (14) ñòiéêèé. Âîçüìåìî äîâiëüíå ε >
0. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ñòiéêîñòi çíàéäåòüñÿ
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δ > 0 òàêå, ùî ÿêùî |a| < δ, òî ðîçâ'ÿ-
çîê w(t) ñèñòåìè (14) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ
w(σ) = a ïðè t ≥ σ çàäîâîëüíÿc íåðiâíiñòü
|w(t)| ≤ ε/(2K + 1, 5).

Ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçîê zt = (xt, y(t)) ñè-
ñòåìè (1) ç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöicþ zσ =
(xσ, y(σ)), ùî çàäîâîëüíÿc îöiíêó |xσ| +
|y(σ)| < δ/2. Iç îöiíêè (22) âèïëèâàc íåðiâ-
íiñòü |a∗| < δ, à iç íåðiâíîñòi (15) âèïëèâàc,
ùî |zt| < ε. Öå i äîâîäèòü ñòiéêiñòü íóëüîâî-
ãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (1).

Çàâåðøócòüñÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè àíàëî-
ãi÷íî [6].

Íåõàé ñèñòåìà (1) c ëiíiéíîþ, òîáòî ôóí-
êöiîíàëè Ii(ϕ, y), Ji(ϕ, y), f(t, ϕ, y), g(t, ϕ, y)
ëiíiéíi âiäíîñíî ϕ, y. Ó öüîìó âèïàäêó ôóí-
êöiÿ h(t, w) i ôóíêöiîíàë r(t, ϕ) òàêîæ c ëi-
íiéíèìè.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

vt = T (t, σ)vσ+

t∫

σ

T (t, s)X0f(s, vs, r(s, vs))ds+

+
∑

σ<ti<t

T (t, ti)X0Ii(vti , r(ti, vti)),

dw

dt
= Bw + g(t, h(t, w), w), t 6= ti, (23)

∆w|t=ti = Ji(h(ti, w), w),

äå w ∈ Rp, vt ∈ PC.
Ôóíêöiÿ h(t, w) òà ôóíêöiîíàë r(t, vt) çà-

äîâîëüíÿþòü ñèñòåìó

h(t, w(t)) = T (t, σ)h(σ,w(σ)) +

t∫

σ

T (t, s)X0×

×f(s, h(s, w(s)), w(s))ds +
∑

σ<ti<t

T (t, ti)X0×

×Ii(h(ti, w(ti)), w(ti)),
dr(t, vt)

dt
= (24)

= Br(t, vt) + g(t, vt, r(t, vt)), t 6= ti,

∆r(t, vt)|t=ti = Ji(vti , r(ti, vti)).

Äîäàþ÷è ðiâíîñòi (23), (24) i âèêîíóþ÷è
çàìiíó

yt = vt + h(t, w), x = w + r(t, vt), (25)

îäåðæèìî ñèñòåìó (6).
Îòæå, ïðàâèëüíå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 5. Çà äîïîìîãîþ çàìiíè (25) ëi-

íiéíà ñèñòåìà (23) çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó
(6).

Íà ïiäñòàâi ëiíiéíîñòi h(t, w) i r(t, ϕ) ñè-
ñòåìà (25) îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíà âiäíîñíî w
òà vt. Îòæå, âèçíà÷àþ÷è iç (25) w òà vt, çíà-
õîäèìî çàìiíó, ÿêà ðîçùåïëþc ëiíiéíó ñè-
ñòåìó (6) íà äâi íåçàëåæíi ñèñòåìè (23).
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