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ОДНОВИМIРНI ПРОЦЕСИ ДИФУЗIЇ В ОБМЕЖЕНИХ ОБЛАСТЯХ З
КРАЙОВИМИ УМОВАМИ ТА УМОВОЮ СПРЯЖЕННЯ ТИПУ

ФЕЛЛЕРА-ВЕНТЦЕЛЯ

Використовуючи аналiтичний метод, знайдено iнтегральне зображення двопараметричної
напiвгрупи операторiв, яка описує неоднорiдний процес Феллера на вiдрiзку, поведiнка якого
в точках межi, а також в деякiй внутрiшнiй точцi визначається крайовими умовами та умовою
спряження типу Феллера-Вентцеля вiдповiдно.

Using an analytic method we obtain an integral representation of the two-parameter operator
semigroup associated with the inhomogeneous Feller process on a closed interval whose behavior at
the points of boundary as well as at some interior point is determined by the boundary conditions
and the conjugation condition of Feller-Wentzell’s type, respectively.

Загальний вигляд крайових умов для
одновимiрних дифузiйних процесiв було
встановлено у роботах В. Феллера [1] i А.Д.
Вентцеля [2] (див. також [3], де розглядав-
ся багатовимiрний випадок). Там доведе-
нi твердження, з яких випливає, що якщо
{Tt, t ≥ 0} — феллерiвська напiвгрупа в
C[r1, r2], − ∞ < r1 < r2 < ∞) i ї ї гене-
ратор A є звуженням (L, C2[r1, r2]), де L —
елiптичний диференцiальний оператор дру-
гого порядку, то функцiї з D(A) ⊂ C2[r1, r2]
мають задовольняти крайовi умови, якi, вза-
галi кажучи, мають нелокальний характер.

Дослiдженню питання побудови мар-
ковських процесiв з крайовими умовами
Феллера-Вентцеля присвячено багато робiт
(див., наприклад, рiзнi пiдходи в [1],[2],[4]-
[8], а також посилання в них).

Вiдомо (див., наприклад, [9]-[14]), що уза-
гальненням описаної нами проблеми є так
звана задача про склеювання двох дифузiй-
них процесiв, яка є об’єктом дослiдження
також i в данiй статтi. У розглянутому на-
ми випадку ставиться питання про побудо-
ву напiвгрупи Феллера, якiй вiдповiдає нео-
днорiдний марковський процес (не обов’яз-
ково неперервний) на вiдрiзку [r1, r2] такий,
що його частини у внутрiшнiх точках вiдпо-
вiдних промiжкiв даного вiдрiзка, роздiле-
них мiж собою деякою фiксованою точкою
r ∈ (r1, r2), збiгаються iз заданими там не-

однорiдними дифузiйними процесами, а по-
ведiнка шуканого процесу в точках r1, r2 та r
описується заданими в них крайовими умо-
вами та умовою спряження типу Феллера-
Вентцеля вiдповiдно. Ще одна умова спря-
ження, яка задається в точцi r, є вiдобра-
женням властивостi феллеровостi шуканого
процесу. Для розв’язання даної задачi в ро-
ботi застосовано аналiтичний метод. За та-
кого пiдходу питання про iснування потрi-
бної напiвгрупи практично зводиться до до-
слiдження вiдповiдної задачi спряження для
лiнiйного параболiчного рiвняння другого
порядку з розривними коефiцiєнтами. Кла-
сичну розв’язнiсть останньої задачi встанов-
лено нами методом граничних iнтегральних
рiвнянь з використанням звичайних парабо-
лiчних потенцiалiв простого шару. Мабуть,
у запропонованiй тут постановцi задача про
склеювання дифузiйних процесiв, а також
вiдповiдна їй параболiчна задача спряжен-
ня розглядаються вперше. Зауважимо, що у
вiдзначених нами працях [9], [11]-[14] задача
про склеювання двох одновимiрних дифу-
зiйних процесiв (як однорiдних так i неодно-
рiдних) з рiзними варiантами загальної умо-
ви спряження типу Феллера-Вентцеля роз-
глядалася в припущеннi, коли промiжки, в
яких задаються склеюванi дифузiйнi проце-
си, є пiвпрямими. Що стосується працi [10],
в якiй за аналогiєю з працями [1], [2] було

Буковинський математичний журнал. 2013. – Т. 1, № 1-2. 77



встановлено загальний вигляд умови спря-
ження в точцi склеювання дифузiйних про-
цесiв, то там деякi з дослiджуваних нами пи-
тань вивчалися за допомогою методiв теорiї
напiвгруп i функцiонального аналiзу.

1. Постановка задачi. Нехай C(D) —
банахiв простiр неперервних функцiй на вiд-
рiзку D = [r1, r2]. Позначимо через Di, i =
1, 2, два iнтервали (r1, r) i (r, r2) вiдповiдно,
де −∞ < r1 < r < r2 < ∞, а через ϕi —
звуження будь-якої функцiї ϕ заданої на D
на замикання Di.

Припустимо, що в Di задано неоднорiд-
ний дифузiйний процес, який визначається
диференцiальним оператором другого по-
рядку A

(i)
s , s ∈ [0, T ] (T > 0 — фiксоване),

що дiє на множинi C2(Di), i = 1, 2:

A(i)
s ϕi(x) =

1

2
bi(s, x)

d2ϕi(x)

dx2
+ ai(s, x)

dϕi(x)

dx
,

де коефiцiєнти дифузiї bi(s, x) i коефiцiєнти
переносу ai(s, x) задовольняють такi умови:

1) iснують сталi b i B такi що 0 < b ≤
bi(s, x) ≤ B для всiх (s, x) ∈ [0, T ]×Di;

2) для всiх s, t ∈ [0, T ], x, y ∈ Di викону-
ються нерiвностi
|bi(t, x)− bi(s, y)| ≤ c(|t− s|α2 + |x− y|α),
|ai(t, x)−ai(s, y)| ≤ c(|t− s|α2 + |x− y|α),
де c i α додатнi сталi, 0 < α < 1.

Розглянемо диференцiальний оператор
Ãs, s ∈ [0, T ], який дiє на множинi
ϑ(Ãs) = {ϕ ∈ C(D) : ϕi ∈ ϑ(A

(i)
s ), i = 1, 2,

A
(1)
s ϕ(r) = A

(2)
s ϕ(r)} за таким правилом:

Ãsϕ(x) =

{
A

(1)
s ϕ1(x), x ∈ D1,

A
(2)
s ϕ2(x), x ∈ D2.

Припустимо також, що в точках r, ri, i =
1, 2, задано оператор спряження Ls та
два крайовi оператори L

(i)
s типу Феллера-

Вентцеля, якi при дiї на функцiю ϕ ∈ C(D)

визначаються рiвностями

Lsϕ(r) = Ãsϕ(r) + q1(s)ϕ
′(r−)− q2(s)×

× ϕ′(r+) +

∫

D1∪D2

[ϕ(r)− ϕ(y)]µ(s, dy), (1)

L(1)
s ϕ(r1) = −ϕ′(r1)+

+

∫

D1

[ϕ(r1)− ϕ(y)]π1(s, dy), (2)

L(2)
s ϕ(r2) =

∫

D2

[ϕ(r2)− ϕ(y)]π2(s, dy), (3)

де функцiї q1, q2 та мiри µ, π1, π2 задоволь-
няють наступнi умови:

а) функцiї q1(s), q2(s) невiд’ємнi та не-
перервнi на вiдрiзку [0, T ], до того ж
q1(s) + q2(s) > 0 для всiх s ∈ [0, T ];

б) µ(s, ·), πi(s, ·) — невiд’ємнi мiри на D1∪
D2, Di вiдповiдно. При цьому для всiх
обмежених вимiрних на D функцiй f
iнтеграли

∫
D1∪D2

|y − r|f(y)µ(s, dy) та∫
D2

f(y)π2(s, dy) неперервнi в розумiннi
Гельдера як функцiї змiнної s ∈ [0, T ]
з показниками α

2
та 1+α

2
вiдповiдно, а

iнтеграл
∫

D1
|y − r1|f(y)π1(s, dy) непе-

рервний на вiдрiзку [0, T ];

в) π2(s,D2) = 1 для всiх s ∈ [0, T ].

Вiдомо, що крайовi умови

Lsϕ(r) = 0, L(i)
s ϕ(ri) = 0, i = 1, 2, (4)

звужують диференцiальний оператор Ãs до
iнфiнiтезимального генератора деякої фе-
ллерiвської напiвгрупи на D. З iншого бо-
ку умови в (4) визначають всеможливi ти-
пи поведiнки дифундуючої частинки при її
потрапляннi в точки r, ri, i = 1, 2, вiдпо-
вiдно. В точцi r такими типами поведiнки
є затримка, часткове вiдбиття i стрибок, в
точцi r1 — часткове вiдбиття i стрибок, а в
точцi r2 — лише стрибок.

Наша задача полягає в тому, щоб зна-
йти iнтегральне зображення двопараметри-
чної феллерiвської напiвгрупи Tst, 0 ≤ s <
t ≤ T, генератор As якої є звуженням опера-
тора Ãs на множину всiх функцiй ϕ ∈ ϑ(Ãs),
для яких виконуються спiввiдношення (4).
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Дану задачу називають задачею про
склеювання двох дифузiйних процесiв на
вiдрiзку ([9-14]). При її дослiдженнi ми ви-
користовуємо аналiтичний метод. За такого
пiдходу шукана напiвгрупа операторiв ви-
значається за допомогою розв’язку насту-
пної параболiчної задачi спряження:

∂u(s, x, t)

∂s
+ A(i)

s u(s, x, t) = 0,

0 ≤ s < t ≤ T, x ∈ Di, (5)
lim
s↑t

u(s, x, t) = ϕ(x), x ∈ D, (6)

u(s, r−, t) = u(s, r+, t), 0 ≤ s < t ≤ T, (7)
Lsu(s, r, t) = 0, 0 ≤ s < t ≤ T, (8)

L(i)
s u(s, ri, t) = 0, 0 ≤ s < t ≤ T, (9)

де i = 1, 2, ϕ ∈ C(D) — задана функцiя.
Класичну розв’язнiсть задачi (5)-(9) вста-

новлено нами методом граничних iнтег-
ральних рiвнянь з використанням звичай-
них потенцiалiв простого шару, побудованих
за допомогою фундаментальних розв’язкiв
рiвномiрно параболiчних операторiв ∂

∂s
+

A
(i)
s .
Необхiдно зауважити, що подiбна зада-

ча розглядалася у роботi [13], в якiй бу-
ло побудовано процес Феллера на прямiй,
що є результатом склеювання двох неодно-
рiдних дифузiйних процесiв заданих в обла-
стях (−∞, 0) i (0,∞) вiдповiдно. Поведiнка
такого процесу в точцi нуль описувалася за-
гальною умовою спряження типу Феллера-
Вентцеля.

2. Розв’язання задачi спряження. В
цьому параграфi буде встановлено класичну
розв’язнiсть задачi (5)-(9). Пiд класичним
розв’язком цiєї задачi будемо розумiти той
розв’язок, який при всiх t ∈ (0, T ] належить
до класу

C1,2([0, t)×D1 ∪D2) ∩ C([0, t]×D). (10)

В першу чергу доведемо, що задача (5)-
(9) не може мати бiльше одного класичного
розв’язку. Нехай u(1)(s, x, t) та u(2)(s, x, t) —
два розв’язки задачi (5)-(9) з класу (10). То-
дi рiзниця ω(s, x, t) = u(1)(s, x, t)−u(2)(s, x, t)

задовольняє рiвняння (5), початкову умову

lim
s↑t

ω(s, x, t) = 0, x ∈ D,

i крайовi умови (7)-(9). Припустимо, що
ω(s, x, t) набуває додатних значень в обла-
стi [0, t] × D i позначимо через ωmax її ма-
ксимум в цiй областi. Тодi, згiдно з принци-
пом максимуму ([15, Гл. II]), значення ωmax

досягається в деякiй точцi (s0, x0) ∈ (0, t) ×
{r1, r, r2}. У випадку, коли x0 = r1 (тобто
ω(s0, r1, t) = ωmax > 0) виконуються нерiв-
ностi

∂ω(s0, r1, t)

∂x
≤ 0,

∫

D1

[ω(s0, r1, t)− ω(s0, y, t)]π1(s, dy) ≥ 0.

(11)

Бiльше того, з теореми 14 у [15, стор. 69]
випливає, що

∂ω(s0, r1, t)

∂x
< 0. (12)

Спiввiдношення (11), (12) означають, що
L

(1)
s0 ω(s0, r1, t) > 0. Отже, ми отримали супе-

речнiсть з (9). Використовуючи аналогiчнi
мiркування, у випадках, коли x0 = r та
x0 = r2, ми також отримуємо суперечнiсть.
Отримана суперечнiсть вказує на те, що
ω(s, x, t) ≤ 0 при всiх (s, x) ∈ [0, t] × D.
Аналогiчно доводиться, що значення фун-
кцiї ω(s, x, t) в областi [0, t] × D не можуть
бути вiд’ємними, i тому

ω(s, x, t) ≡ 0.

Твердження про єдинiсть розв’язку зада-
чi (5)-(9) дає нам змогу проводити всi нас-
тупнi мiркування у припущеннi, що

• функцiї ai(s, x) та bi(s, x) визначенi на
[0, T ] × R i в цiй областi вони задо-
вольняють властивостi 1), 2);

• ϕ ∈ Cb(R), де Cb(R) — банахiв простiр
обмежених i неперервних на R функцiй
з нормою ‖ϕ‖ = sup

x∈R
|ϕ(x)|.
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Позначимо через Gi(s, x, t, y), i = 1, 2,
фундаментальний розв’язок рiвняння (5) в
областi [0, T ] × R. Нагадаємо, що функцiя
Gi(s, x, t, y) — невiд’ємна, неперервно дифе-
ренцiйовна по s, двiчi неперервно диферен-
цiйовна по x i для неї виконуються нерiвно-
стi ([11, 15, 16])

|Dr
sD

p
xGi(s, x, t, y)| ≤ c(t− s)−

1+2r+p
2 ×

× exp

{
−h

(y − x)2

t− s

}
, (13)

якими б не були 0 ≤ s < t ≤ T, x, y ∈ R, де r
i p цiлi невiд’ємнi числа для яких 2r +p ≤ 2;
Dr

s — символ частинної похiдної по s поряд-
ку r; Dp

x — символ частинної похiдної по x
порядку p; c, h — додатнi сталi; α — стала
з умови 2). До того ж, Gi зображається у
виглядi

Gi(s, x, t, y) =

= Zi(s, x, t, y) + Z
′
i(s, x, t, y), (14)

де

Zi(s, x, t, y) = [2πbi(t, y)(t− s)]−
1
2 ×

× exp

{
− (y − x)2

2bi(t, y)(t− s)

}
,

а функцiя Z
′
i задовольняє нерiвностi

|Dr
sD

p
xZ

′
i(s, x, t, y)| ≤ c(t− s)−

1+2r+p−α
2 ×

× exp

{
−h

(y − x)2

t− s

}
, (15)

при всiх 0 ≤ s < t ≤ T, x, y ∈ R, 2r + p ≤ 2.
Розв’язок задачi (5)-(9) будемо шукати у

виглядi

u(s, x, t) =

∫

R

Gi(s, x, t, y)ϕ(y)dy+

+

t∫

s

Gi(s, x, τ, r)Vi(τ, t)dτ+

+

t∫

s

Gi(s, x, τ, ri)Vi+2(τ, t)dτ,

0 ≤ s < t ≤ T, x ∈ Di, i = 1, 2, (16)

з невiдомими функцiями Vk, k = 1, 4, якi
знайдемо з умов (7)-(9). Потенцiал Пуассона
у правiй частинi виразу (16) надалi познача-
тимемо через ui0(s, x, t), а потенцiали про-
стого шару — через ui1(s, x, t) та ui2(s, x, t)
вiдповiдно.

Зауважимо, що коли взяти до уваги спiв-
вiдношення (5)-(7), то умова спряження (8)
зведеться до такої рiвностi

u(s, r, t) = ϕ(r)−
t∫

s

g(τ, t)dτ, (17)

де

g(τ, t) = q1(τ)
∂u(τ, r−, t)

∂x
−

− q2(τ)
∂u(τ, r+, t)

∂x
+

+

∫

D1∪D2

[u(τ, 0, t)− u(τ, y, t)] µ(τ, dy).

Пiдставимо тепер всюди в рiвностях (9)
та (17) замiсть функцiї u її вираз (16) i
спростимо похiднi ∂ui1(s,r∓,t)

∂x
, ∂ui2(s,ri,t)

∂x
, ви-

користовуючи формулу стрибка для по-
тенцiалiв простого шару

∂ui1(s, r∓, t)

∂x
= ±Vi(s, t)

bi(s, r)
+

+

t∫

s

∂Gi(s, r, τ, r)

∂x
Vi(τ, t)dτ,

∂ui2(s, ri, t)

∂x
= (−1)i Vi+2(s, t)

bi(s, ri)
+

+

t∫

s

∂Gi(s, ri, τ, ri)

∂x
Vi+2(τ, t)dτ.

Пiсля нескладних перетворень ми отри-
муємо наступну систему iнтегральних рiв-
нянь вiдносно невiдомих Vk, k = 1, 4:

4∑
j=1

t∫

s

Nij(s, τ)Vj(τ, t)dτ =

= Φi(s, t), i = 1, 2, (18)
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V3(s, t) =
4∑

j=1

t∫

s

K3j(s, τ)Vj(τ, t)dτ+

+ Ψ3(s, t), (19)
4∑

j=1

t∫

s

Rj(s, τ)Vj(τ, t)dτ = Υ(s, t), (20)

де

Nii(s, τ) = Gi(s, r, τ, r) +
qi(τ)

bi(τ, r)
+

+ P (i)
sτ Gi(s, x, τ, r)

∣∣
x=r

, i = 1, 2,

Ni,3−i(s, τ) =
q3−i(τ)

b3−i(τ, r)
+

+ P (3−i)
sτ G3−i(s, x, τ, r)

∣∣
x=r

,

Ni,i+2(s, τ) = Gi(s, r, τ, ri)+

+ P (i)
sτ Gi(s, x, τ, ri)

∣∣
x=r

,

Ni,5−i(s, τ) = P (3−i)
sτ G3−i(s, x, τ, r3−i)

∣∣
x=r

,

P
(i)
st f(s, x) =

t∫

s

(
(−1)i+1qi(ρ)

∂f(ρ, x)

∂x
+

+

∫

Di

[f(ρ, x)− f(ρ, y)]µ(ρ, dy)

)
dρ,

K31(s, τ) = −b1(s, r1)L
(1)
s G1(s, x, τ, r)

∣∣
x=r1

,

K33(s, τ) = −b1(s, r1)L
(1)
s G1(s, x, τ, r1)

∣∣
x=r1

,

K3j(s, τ) = 0, j = 2, 4,

R2(s, τ) = L(2)
s G2(s, x, τ, r)

∣∣
x=r2

,

R4(s, τ) = L(2)
s G2(s, x, τ, r2)

∣∣
x=r2

,

Rj(s, τ) = 0, j = 1, 3,

Φi(s, t) = ϕ(r)− ui0(s, r, t)−

−
2∑

j=1

Pstuj0(s, r, t), i = 1, 2,

Ψ3(s, t) = −b1(s, r1)L
(1)
s u10(s, r1, t),

Υ(s, t) = −L(2)
s u20(s, r2, t).

Вiдзначимо, що рiвняння (19) є рiв-
нянням Вольтерра другого роду, а рiвнян-
ня в (18) та (20) — рiвняннями Вольтер-
ра першого роду, якi за допомогою прийо-
му Гольмгрена зводяться до еквiвалентних

рiвнянь Вольтерра другого роду. Визначи-
мо оператор (0 ≤ s < t ≤ T )

EstΦ(s, t) =

√
2

π

d

ds

t∫

s

(ρ− s)−
1
2 Φ(ρ, t)dρ,

i подiємо ним на обидвi частини кожного з
рiвнянь в (18), (20). В отриманих виразах,
змiнивши порядки iнтегрування по ρ i τ ,
спростимо похiднi вiд iнтегралiв залежних
вiд параметрiв, використовуючи таке прави-
ло:

∂

∂s

t∫

s

I(s, τ)dτ =

t∫

s

∂

∂s
I(s, τ)dτ,

якщо lim
s↑τ

I(s, τ) = 0. Пiсля виконання вказа-

них дiй система iнтегральних рiвнянь (18)-
(20) набуде вигляду

Vi(s, t) =
4∑

j=1

t∫

s

Kij(s, τ)Vj(τ, t)dτ+

+ Ψi(s, t), i = 1, 4, (21)

де

Kii(s, τ) =
√

bi(s, r)[EsτZ
′
i(s, r, τ, r)+

+ EsτQi(s, τ)], i = 1, 2,

Kij(s, τ) =

=
√

bi(s, r)EsτNij(s, τ), i = 1, 2, j 6= i,

K4j(s, τ) =

=
√

b2(s, r2)EsτRj(s, τ), j = 1, 3,

K44(s, τ) =
√

b2(s, r2)[EsτZ
′
2(s, r2, τ, r2)−

− EsτJ(s, τ)], 0 ≤ s < τ < t ≤ T,

Qi(s, τ) =
qi(τ)

bi(τ, r)
+

+ P (i)
sτ Gi(s, x, τ, r)

∣∣
x=r

, i = 1, 2,

J(s, τ) =

∫

D2\{r2}

G2(ρ, y, τ, r2)π2(s, dy),

Ψi(s, t) = −
√

bi(s, r)EstΦi(s, t), i = 1, 2,

Ψ4(s, t) = −
√

b2(s, r2)EstΥ(s, t).

Використовуючи методи, запропонованi
нами у роботах [13, 14] для дослiдження по-
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дiбних систем iнтегральних рiвнянь Воль-
терра другого роду, встановлюємо, що для
функцiй Ψi в (21), при всiх 0 ≤ s < t ≤ T ,
виконується нерiвнiсть

|Ψi(s, t)| ≤ c0‖ϕ‖(t− s)−
1
2 , (22)

i що ядра Kij можна зобразити у виглядi

Kij(s, τ) = Hij(s, τ) + H
′
ij(s, τ), (23)

де

H33(s, τ) = −b1(s, r1)

∫

D1(δ)

[Z1(s, r1, τ, r1)−

− Z1(s, y, τ, r1)]π1(s, dy),

H44(s, τ) = −
√

b2(s, r2)b2(τ, r2)×
×

∫

D2(δ)

∂Z2

∂y
(s, y, τ, r2)π2(s, dy),

Hij(s, τ) = 0, i = 1, 2 або i 6= j,

а для функцiї H
′
ij справджується нерiвнiсть

|H ′
ij(s, t)| ≤ h(δ)‖ϕ‖(t− s)−1+α

2 . (24)

Тут c0, h(δ) — деякi додатнi сталi, до того ж
стала h залежить вiд вибору δ (δ — довiльне
додатне число); Dj(δ) = {y ∈ Dj : |y −
rj| < δ}.

Зважаючи на неiнтегровну особливiсть
деяких ядер Kij, яка виникає за раху-
нок функцiй Hij, ми поки що не може-
мо стверджувати, що система iнтегральних
рiвнянь (21) має розв’язок. Доведемо, що
розв’язок цiєї системи все ж таки iснує i його
можна знайти за допомогою методу послi-
довних наближень, тобто подати у виглядi
суми функцiонального ряду

Vi(s, t) =
∞∑

k=0

V
(k)
i (s, t), i = 1, 4, (25)

де

V
(0)
i (s, t) = Ψi(s, t),

V
(k)
i (s, t) =

4∑
j=1

t∫

s

Kij(s, τ)V
(k−1)
j (τ, t)dτ,

k = 1, 2, . . .

Знайдемо оцiнку для функцiї V
(1)
i . Для

цього проведемо наступнi перетворення:

V
(1)
i (s, t) =

4∑
j=1

t∫

s

Kij(s, τ)V
(0)
j (τ, t)dτ =

=

t∫

s

Hii(s, τ)Ψi(τ, t)dτ+

+
4∑

j=1

t∫

s

H
′
ij(s, τ)Ψj(τ, t)dτ =

= Ṽ
(1)
i (s, t) + V̂

(1)
i (s, t), i = 1, 4. (26)

З нерiвностей (22) та (24) отримуємо
оцiнку для другого доданка у виразi (26):

|V̂ (1)
i (s, t)| ≤ 4c0h(δ)‖ϕ‖Γ

(
α
2

)
Γ

(
1
2

)

Γ
(

1+α
2

) ×

× (t− s)−
1−α

2 , i = 1, 4, (27)

де c0, h(δ) — сталi з (22) i (24) вiдповiдно.
Оцiнимо Ṽ

(1)
i (s, t) при i = 3, 4 (згiдно з

нашими позначеннями Ṽ
(1)
1 = Ṽ

(1)
2 = 0). У

випадку, коли i = 3, маємо

∣∣∣Ṽ (1)
3 (s, t)

∣∣∣ ≤ c0B‖ϕ‖√
2πb

t∫

s

(t− τ)−
1
2×

× (τ − s)−
1
2 dτ

∫

D1(δ)

(1− e−
(y−r1)2

2b·(τ−s) )π1(s, dy) =

=
c0B‖ϕ‖√

2πb

t∫

s

(t− τ)−
1
2 (τ − s)−

1
2 dτ×

×
∫

D1(δ)

π1(s, dy)

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

∂

∂θ
e−

θ(y−r1)2

2b·(τ−s) dθ

∣∣∣∣∣∣
=

=
c0B‖ϕ‖
2b
√

2πb

∫

D1(δ)

(y − r1)
2π1(s, dy)×

×
1∫

0

e
−θ(y−r1)2

2b·(t−s) dθ

t∫

s

(t− τ)−
1
2×

× (τ − s)−
3
2 e−

θ(y−r1)2

2b·(t−s)
t−τ
τ−s dτ,
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де b, B — сталi з 1). У внутрiшньому iн-
тегралi останнього спiввiдношення зробимо
замiну змiнних z = t−τ

τ−s
. Тодi

|Ṽ (1)
3 (s, t)| ≤ c0B‖ϕ‖

2b
√

2πb(t− s)
×

×
∫

D1(δ)

(y − r1)
2π1(s, dy)

1∫

0

e−
θ(y−r1)2

2b·(t−s) dθ×

×
∞∫

0

z−
1
2 e−θ

(y−r1)2

2b·(t−s)
·zdz ≤

≤ c0B‖ϕ‖
2b

(t− s)−
1
2

∫

D1(δ)

|y − r1|π1(s, dy)×

×
1∫

0

θ−
1
2 dθ ≤ c0p1(δ)‖ϕ‖(t− s)−

1
2 , (28)

де p1(δ) = B
b

max
s∈[0,T ]

∫
D1(δ)

|y − r1|π1(s, dy).

Якщо i = 4, то для функцiї Ṽ
(1)
4 (s, t)

справджується така нерiвнiсть:

|Ṽ (1)
4 (s, t)| ≤

≤ c0

√
B‖ϕ‖

t∫

s

(t− τ)−
1
2

√
b2(τ, r2)dτ×

×
∫

D2(δ)

∣∣∣∣
∂Z2

∂y
(s, y, τ, r2)

∣∣∣∣π2(s, dy) ≤

=
c0

√
B‖ϕ‖

b
√

2π

∫

D2(δ)

|y − r2|e−
y2

2B·(t−s) π2(s, dy)×

×
t∫

s

(t− τ)−
1
2 (τ − s)−

3
2 e−

(y−r2)2

2B·(t−s)
· t−τ
τ−s dτ ≤

≤ c0p2(δ)‖ϕ‖(t− s)−
1
2 , (29)

де p2(δ) = B
b

max
s∈[0,T ]

∫
D2(δ)

π2(s, dy).

Об’єднуючи (27), (28) i (29), знаходимо
оцiнку для V

(1)
i (s, t):

|V (1)
i (s, t)| ≤ c0‖ϕ‖(t− s)−

1
2×

×
[

4h(δ)T
α
2 Γ

(
α
2

)
Γ

(
1
2

)

Γ
(

1+α
2

) + p(δ)

]
, i = 1, 4,

де c0, h(δ) — сталi з (22) i (24) вiдповiдно,
p(δ) = max{p1(δ), p2(δ)}.

Далi, методом математичної iндукцiї до-
водимо, що члени V

(k)
i ряду (25) задоволь-

няють нерiвнiсть:

|V (k)
i (s, t)| ≤ c‖ϕ‖(t− s)−

1
2

k∑
n=0

Cn
k a(k−n)p(δ)n,

k = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 4, (30)

де

a(n) =

(
4h(δ)T

α
2 Γ

(
α
2

))n · Γ (
1
2

)

Γ
(

1+nα
2

) , n = 0, k.

Виберемо δ = δ0 у такий спосiб, щоб
p(δ0) < 1 i позначимо h = h(δ0), p = p(δ0).
Тодi, враховуючи (30), будемо мати

∞∑

k=0

|V (k)(s, t, ϕ)| ≤ c0‖ϕ‖(t− s)−
1
2×

×
∞∑

k=0

k∑
m=0

Cm
k a(k−m)pm =

= c0‖ϕ‖(t− s)−
1
2

∞∑

k=0

a(k)

∞∑
m=0

Cm
k+mpm =

= c0‖ϕ‖(t− s)−
1
2

∞∑

k=0

a(k)

(1− p)k+1
=

= c0‖ϕ‖(t− s)−
1
2×

×
∞∑

k=0

(
4h

1−p
T

α
2 Γ

(
α
2

))k

Γ
(

1+kα
2

) · Γ(1
2
)

1− p
. (31)

Оцiнка (31) забезпечує абсолютну збi-
жнiсть ряду (25) при 0 ≤ s < t ≤ T . Це
означає, що функцiя V (s, t) iснує, до того ж
вона є неперервною для s ∈ [0, t) i для неї
справджується нерiвнiсть

|V (s, t)| ≤ c‖ϕ‖(t− s)−
1
2 , (32)

при всiх 0 ≤ s < t ≤ T .
З допомогою оцiнок (13) i (32) нескла-

дно переконатися в тому, що побудована
функцiя u(s, x, t) є розв’язком задачi (5)-(9),
який при виконаннi умови узгодження

L
(2)
t ϕ(r2) = 0 (33)
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належить до класу (10).
Отже, нами доведено наступну теорему.
Теорема 1. Нехай виконанi умови 1),

2) i а)-в). Тодi для будь-якої функцiї ϕ ∈
C(D), що задовольняє умову узгодження
(33), iснує єдиний розв’язок задачi (5)-(9)
з класу (10). Якщо коефiцiєнти операто-
рiв A

(i)
s , i = 1, 2, продовжено на [0, T ] × R

так, що властивостi 1), 2) виконуються
при всiх (s, x) ∈ [0, T ] × R, а функцiю ϕ
продовжено на R так, що ϕ ∈ Cb(R), то
розв’язок задачi (5)-(9) можна зобразити у
виглядi

u(s, x, t) =
∫
R

Gi(s, x, t, y)ϕ(y)dy+

+
t∫

s

Gi(s, x, τ, r)Vi(τ, t)dτ+

+
t∫

s

Gi(s, x, τ, ri)Vi+2(τ, t)dτ,

0 ≤ s ≤ t ≤ T, x ∈ Di, i = 1, 2,

де Gi — фундаментальний розв’язок опе-
ратора ∂

∂s
+ A

(i)
s , а набiр функцiй (Vi)i=1,4

є розв’язком системи iнегральних рiвнянь
Вольтерра другого роду (21).

3. Побудова процесу. Розглянемо дво-
параметричну сiм’ю лiнiйних операторiв
Tst, 0 ≤ s < t ≤ T , якi дiють на функцiю
ϕ ∈ Cb(R) за таким правилом:

Tstϕ(x) = u(s, x, t, ϕ), x ∈ D, (34)

де u(s, x, t, ϕ) — розв’язок задачi (5)-(9) з
функцiєю ϕ в умовi (6).

Позначимо через CL(R) пiдпростiр Cb(R),
що складається з усiх функцiй ϕ ∈ Cb(R),
для яких виконується умова (33). Нескла-
дно переконатися, що CL(R) є замкнутим
у Cb(R) i тому вiн є банаховим простором.
Бiльше того, оператори Tst залишають про-
стiр CL(R) iнварiантним, тобто

ϕ ∈ CL(R) =⇒ Tstϕ ∈ CL(R).

Зауважимо, що сiм’я операторiв Tst в про-
сторi CL(R) має такi властивостi:

i) якщо ϕ(x) ≥ 0 при всiх x ∈ D, то
Tstϕ(x) ≥ 0 при всiх 0 ≤ s < t ≤ T, x ∈
D;

ii) Tst — стискуючi оператори, тобто вони
не збiльшують норму елемента;

iii) Tst = TsτTτt, 0 ≤ s < τ < t ≤ T (на-
пiвгрупова властивiсть);

iv) якщо послiдовнiсть функцiй ϕn ∈
CL(R) така, що supn ‖ϕn‖ < ∞ i
limn→∞ ϕn(x) = ϕ(x) при всiх x ∈ R,
то limn→∞ Tstϕn(x) = Tstϕ(x) при всiх
0 ≤ s < t ≤ T, x ∈ R.

Доведення властивостi i) проводиться з
використанням принципу максимуму подiб-
но до доведення теореми 1. Властивiсть ii)
випливає з i) i з того факту, що Tst1 = 1
при 0 ≤ s < t ≤ T . Напiвгрупова власти-
вiсть операторiв Tst є наслiдком теореми 1.
Справдi, для того, щоб знайти u(s, x, t) =
Tstϕ(x), коли дано, що lims↑t u(s, x, t) = ϕ(x),
можна спочатку розв’язати задачу у часо-
вому промiжку [τ, t], а потiм розв’язати її
у часовому промiжку [s, τ ] з тiєю "поча-
тковою"функцiєю u(τ, x, t) = Tτtϕ(x), яку
було отримано; iнакше кажучи, Tstϕ(x) =
Tsτ (Tτtϕ)(x), ϕ ∈ CL(R), або Tst = TsτTτt.
Нарештi, властивiсть iv) є очевидним на-
слiдком теореми Лебега про граничний пе-
рехiд пiд знаком iнтеграла.

З властивостей i)-iv) операторiв Tst ви-
пливає таке твердження (див. [17]).

Теорема 2. Нехай виконанi умови тео-
реми 1. Тодi двопараметрична сiм’я лiнiй-
них операторiв Tst, 0 ≤ s ≤ t ≤ T , визначе-
на рiвнiстю (34), описує неоднорiдний про-
цес Феллера на D такий, що в областях D1

i D2 вiн збiгається iз дифузiйними процеса-
ми керованими операторами A

(1)
s i A

(2)
s вiд-

повiдно, а його поведiнка в точках r, r1, r2

описується умовою спряження (1) та кра-
йовими умовами (2), (3) вiдповiдно.
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