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ÍÅÉÒÐÀËÜÍI ÏÎÂÅÐÕÍI ÏÑÅÂÄÎÅÂÊËIÄÎÂÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐIÂ
Ó òðèâèìiðíîìó òî÷êîâîìó ïðîñòîði Ìiíêîâñüêîãî E3,2 iíäåêñà 2 òà ó ÷îòèðèâèìiðíî-

ìó ïðîñòîði Ðàøåâñüêîãî E4,2 áóäócòüñÿ äèôåðåíöiàëüíà ãåîìåòðiÿ äâîâèìiðíî�� íåéòðàëüíî��
ïîâåðõíi.

The di�erential geometry of two-dimensioned neutral surface is constructed on 3-dimensioned
dot Minkovsky space E3,2 of index 2 and on 4-dimensioned Rashevsky space E4,2.

Ó öié çàìiòöi äîñëiäæóþòüñÿ çàíóðåííÿ
äâîâèìiðíî�� íåéòðàëüíî�� ïîâåðõíi ó òðèâè-
ìiðíèé òî÷êîâèé ïðîñòið Ìiíêîâñüêîãî òà ó
÷îòèðèâèìiðíèé ïðîñòið Ðàøåâñüêîãî. Çíàé-
äåíî òåíçîðíi îçíàêè âàæëèâiøèõ êëàñiâ
äâîâèìiðíèõ íåéòðàëüíèõ ïîâåðõîíü ó öèõ
ïðîñòîðàõ.

1. ßêùî M3 � ïðîñòið Ìiíêîâñüêîãî ií-
äåêñà 2, ωI(I, J,K, L, ... = 1, 3) � éîãî ãîëîâ-
íi ôîðìè [1], à ωI

K � ôîðìè çâ'ÿçíîñòi Ìií-
êîâñüêîãî, òî ìåòðè÷íèé òåíçîð {gIK} ïðî-
ñòîðó Ìiíêîâñüêîãî M3 êîâàðiàíòíî ñòàëèé
[2]. Ñòàíäàðòíèé áàçèñ ëiíåàëó ïðîñòîðó M3

âèçíà÷àcòüñÿ óìîâàìè gij = (~ei, ~ej) = −δij,
gi3 = g3i = (~ei, ~e3) = 0, g33 = (~e3, ~e3) = 1
(i, j, l, ... = 1, 2). Ôóíäàìåíòàëüíîþ ãðóïîþ
iíôiíiòåçiìàëüíèõ ïåðåìiùåíü ñòàíäàðòíî-
ãî áàçèñó ëiíåàëó ïðîñòîðó M3 c òðè÷ëåí-
íà ãðóïà Ëi ç ëiíiéíî íåçàëåæíèìè iíâàði-
àíòíèìè ôîðìàìè {ω2

1, ω
3
1, ω

3
2} [3, 4]. Îòæå,

ôîðìè çâ'ÿçíîñòi Ìiíêîâñüêîãî çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâè

ω1
1 = ω2

2 = ω3
3 = 0,

ω1
2 = −ω2

1, ω1
3 = ω3

1, ω2
3 = ω3

2. (1)

Ðiâíÿííÿ ñòðóêòóðè iíâàðiàíòíèõ ôîðì
ôóíäàìåíòàëüíî�� ãðóïè (öþ ãðóïó çâóòü
ãðóïîþ Ëîðåíöà [5]) òàêi:

dω2
1 = ω3

1 ∧ ω3
2, dω3

1 = ω2
1 ∧ ω3

2,

dω3
2 = −ω2

1 ∧ ω3
1. (2)

Äâîâèìiðíà ïîâåðõíÿ M2 ïðîñòîðó
Ìiíêîâñüêîãî M3 âèçíà÷àcòüñÿ ñèñòåìîþ

çîâíiøíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ωI = ΛI
i θ

i, rg (ΛI
i ) = 2,

ΛI
i = ΛI

i (x
1, x2, x3), (3)

äå xI � ëîêàëüíi êîîðäèíàòè òî÷êè x ∈ M2,
à θi � ãîëîâíi ôîðìè ìíîãîâèäó ïàðàìåòðiâ
ïîâåðõíi M2.

Ôóíêöi�� {ΛI
i } óòâîðþþòü ôóíäàìåíòàëü-

íèé îá'cêò ïåðøîãî ïîðÿäêó ïîâåðõíi M2,
îñêiëüêè çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó

dΛI
i − ΛI

jθ
j
i + ΛK

i ωI
K = ΛI

ijθ
j, (4)

äå ΛI
ij = ΛI

ji � êîåôiöicíòè Å.Êàðòàíà.
Ñèñòåìà çîâíiøíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü (4) îòðèìócòüñÿ âíàñëiäîê çàìèêàííÿ
ñèñòåìè (3) òà ç âèêîðèñòàííÿì óìîâ (1)
i ðiâíÿíü ñòðóêòóðè (2) iíâàðiàíòíèõ ôîðì
ãðóïè Ëîðåíöà.

Òåîðåìà 1. Ôóíêöi�� aij := gIKΛI
i Λ

K
j

óòâîðþþòü òåíçîð òèïó (0, 2), ÿêèé c ìå-
òðè÷íèì òåíçîðîì íà ïîâåðõíi M2 ïðîñòî-
ðó Ìiíêîâñüêîãî M3.

Âèñíîâîê òåîðåìè 1 âiðíèé, îñêiëüêè âiä-
íîñíî çâ'ÿçíîñòi Ìiíêîâñüêîãî ïðîñòîðó M3

òåíçîð gIK êîâàðiàíòíî ñòàëèé i, âèêîðèñòî-
âóþ÷è (4), ìàcìî

daij − aljθ
l
i − ailθ

l
j = aijlθ

l.

Ïîâåðõíÿ M2 ïðîñòîðó M3 íàçèâàcòüñÿ íåé-
òðàëüíîþ, ÿêùî ó âñiõ ���� çâè÷àéíèõ òî÷êàõ
ñëiä òåíçîðà aij íóëüîâèé [4].

Ñòàíäàðòíèé áàçèñ ëiíåàëó ïðîñòîðó M3

íàçâåìî àäàïòîâàíèì íåéòðàëüíié ïîâåðõíi
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M2, ÿêùî âåêòîðè ~ei
x
, x ∈ M2 ñêëàäàþòü áà-

çèñ äîòè÷íî�� ïëîùèíè ïîâåðõíi ó òî÷öi x.
Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ùîá ïîâåðõíÿ M2

âíàñëiäîê ���� çàíóðåííÿ ó ïðîñòið Ìiíêîâ-
ñüêîãî M3 áóëà íåéòðàëüíîþ, íåîáõiäíî i
äîñèòü, ùîá âiäíîñíî àäàïòîâàíîãî áàçèñó
êîìïîíåíòè ���� ôóíäàìåíòàëüíîãî îá'cêòà
ïåðøîãî ïîðÿäêó çàäîâîëüíÿëè óìîâè

(Λ3
1)

2 = 1 + (Λ1
1)

2 + (Λ2
1)

2,

Λ3
1Λ

3
2 = Λ1

1Λ
1
2 + Λ2

1Λ
2
2, (5)

(Λ3
2)

2 + 1 = (Λ1
2)

2 + (Λ2
2)

2.

Ñèñòåìà (5) ñóìiñíà, îñêiëüêè, íàïðè-
êëàä, ìàc ðîçâ'ÿçîê:

Λ1
1 = Λ2

1 = Λ3
2 = Λ1

2 = 0, Λ3
1 = Λ2

2 = 1. (6)

Îñêiëüêè âåêòîðíi ïîëÿ äîòè÷íèõ âåêòîðiâ
~Λi
x

:= ΛI
i ~eI

x

iíâàðiàíòíi íà M2, òî ðîçâ'ÿçêó (6) ñèñòåìè
(5) âiäïîâiäàc àäàïòîâàíèé áàçèñ ~Λ1

x
= ~e3

x
,

~Λ2
x

= ~e2
x
. Àíàëiòè÷íà êàíîíiçàöiÿ (6) àôiííî-

ãî áàçèñó ~eI
x
ïðèâîäèòü äî ñïiââiäíîøåíü

ω1 = 0, ω2 = θ2, ω3 = θ1,

dω1 = 0, dω2 = ω3 ∧ ω3
2, dω3 = ω2 ∧ ω3

2,

dω2
1 = ω3

1 ∧ ω3
2, dω3

1 = ω2
1 ∧ ω3

2,

dω3
2 = −ω2

1 ∧ ω3
1.

Çâ'ÿçíiñòü Ìiíêîâñüêîãî iíäóêóc íà M2 òàí-
ãåíöiéíó çâ'ÿçíiñòü [1]. ßêùî θj

i iíâàðiàíòíi
ôîðìè öic�� òàíãåíöiéíî�� çâ'ÿçíîñòi íà M2, òî

daij − aljθ
l
i − ailθ

l
j = 0. (7)

Íà íåéòðàëüíié ïîâåðõíi M2 ñèñòåìà (7)
åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi

θ1
1 = 0, θ2

2 = 0, θ1
2 = θ2

1.

Ôîðìè θi óòâîðþþòü öiëêîì iíòåãðîâíó ñè-
ñòåìó i òîìó çàäîâîëüíÿþòü ñòðóêòóðíi ðiâ-
íÿííÿ

dθi = θj ∧ θi
j. (8)

Ñèñòåìà (8) íà íåéòðàëüíié ïîâåðõíi M2

çâîäèòüñÿ äî òàêîãî âèãëÿäó

dω2 = ω3 ∧ θ1
2, dω3 = ω2 ∧ θ1

2.

Îòæå,

θ1
2 = ω3

2 + aω2 = ω3
2 + bω3

i òîìó θ1
2 = ω3

2.
Ôîðìóëè (4) âíàñëiäîê êàíîíiçàöi�� (6) íà-

áóâàþòü âèãëÿäó

ω3
1 = Λ1

1jθ
j, ω2

1 = −Λ1
2jθ

j,

Λ3
1j = 0, Λ2

1j = 0, Λ2
2j = 0, Λ3

2j = 0. (9)

Îñêiëüêè Λ1
1j i Λ1

2j � êîåôiöicíòè Êàð-
òàíà, òî Λ1

12 = Λ1
21 i òîìó íåéòðàëüíà ïî-

âåðõíÿ M2 âiäíîñíî àäàïòîâàíîãî áàçèñó
âèçíà÷àcòüñÿ òðüîìà ôóíêöiÿìè Λ1

11, Λ
1
12 òà

Λ1
22.
Çàìêíóâøè ñèñòåìó (4), ìàcìî

dΛI
ik − ΛI

ijθ
j
k − ΛI

jkθ
j
i + ΛL

ikω
I
L = ΛI

ikjθ
j,

ΛI
ikj = ΛI

ijk. (10)

Íàñòóïíi ïîñëiäîâíi çàìèêàííÿ ïðèâîäÿòü
äî ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíîøåíü

dΛI
i1...is − ΛI

ji2...isθ
j
i1
−

−...− ΛI
i1...is−1jθ

j
is

+ ΛL
i1...isω

I
L = ΛI

i1...isjθ
j,

äå s ≥ 3 [6, 7, 8].
Òåîðåìà 3. Ôóíêöi�� ΛI

i1...is íà íåéòðàëü-
íié ïîâåðõíi M2 ïðîñòîðó Ìiíêîâñüêîãî M3

óòâîðþþòü ãåîìåòðè÷íèé îá'cêò ïîðÿäêó
s äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà s.

Çà óìîâ (8) ðiâíÿííÿ (10) ñïðîùóþòüñÿ i
íàáóâàþòü âèãëÿäó

dΛ1
11 − 2Λ1

12ω
3
2 = Λ1

11iθ
i,

dΛ1
12 − (Λ1

22 + Λ1
11)ω

3
2 = Λ1

12iθ
i,

dΛ1
22 − 2Λ1

12ω
3
2 = Λ1

22iθ
i, (11)

Λ2
1ij = −Λ1

1iΛ
1
2j, Λ3

1ij = Λ1
1iΛ

1
1j,

Λ2
2ij = −Λ1

2iΛ
1
2j, Λ3

2ij = Λ1
2iΛ

1
1j.

Âèêîðèñòîâóþ÷è äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ
ñèñòåìè (11), ìàcìî

d(Λ1
11 − Λ1

22) = (Λ1
11i − Λ1

22i)θ
i.
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Îòæå, ôóíêöiÿ A := Λ1
11 − Λ1

22 íà íåéòðàëü-
íié ïîâåðõíi M2 ó ïðîñòîði Ìiíêîâñüêîãî M3

c àáñîëþòíèì iíâàðiàíòîì (òåíçîðîì òèïó
(0,0)).

Ðîçãëÿíåìî êëàñ íåéòðàëüíèõ ïîâåðõîíü
M2 ó M3 ç íóëüîâèì iíâàðiàíòîì A. Ïî-
âåðõíi M2 öüîãî êëàñó ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç
M2(A = 0). Î÷åâèäíî, ùî êëàñ íåéòðàëüíèõ
ïîâåðõîíü M2(A = 0) iíâàðiàíòíèé âiäíî-
ñíî ëîðåíöîâèõ içîìåòðié ïðîñòîðó Ìiíêîâ-
ñüêîãî M3. Íà íåéòðàëüíèõ ïîâåðõíÿõ êëàñó
M2(A = 0)

dΛ1
11 − 2Λ1

12ω
3
2 = Λ1

11iθ
i,

dΛ1
12 − 2Λ1

11ω
3
2 = Λ1

12iθ
i, (12)

Λ1
11 = Λ1

22, Λ1
11i = Λ1

22i.

ßêùî çãîðíóòè ïåðøó ðiâíiñòü ñèñòåìè (12)
ç Λ1

11, à äðóãó � ç Λ1
12, òî îòðèìàcìî

d((Λ1
11)

2 − (Λ1
12)

2) = 2(Λ1
11Λ

1
11i − Λ1

12Λ
1
12i)θ

i.

Òåîðåìà 4. Ôóíêöiÿ
B := (Λ1

11)
2 − (Λ1

12)
2

c àáñîëþòíèì iíâàðiàíòîì íà êîæíié íåé-
òðàëüíié ïîâåðõíi êëàñó M2(A = 0) òðèâè-
ìiðíîãî ïðîñòîðó Ìiíêîâñüêîãî.

Äî íåéòðàëüíèõ ïîâåðõîíü êëàñó M2(A =
0) âiäíîñÿòüñÿ òàêîæ ïîâåðõíi, ó ÿêèõ Λ1

11 =
0, Λ1

22 = 0. Çà öèõ óìîâ ôóíêöiÿ Λ1
12 ñòàc

àáñîëþòíèì iíâàðiàíòîì.
Òåîðåìà 5. Íåéòðàëüíà ïîâåðõíÿ ç íó-

ëüîâèìè êîìïîíåíòàìè Λ1
11, Λ

1
12, Λ

1
22 ôóí-

äàìåíòàëüíîãî îá'cêòà äðóãîãî ïîðÿäêó
ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði Ìiíêîâñüêîãî c
äâîâèìiðíîþ ïëîùèíîþ Ìiíêîâñüêîãî.

Âèñíîâîê. Ôóíêöi�� Λ1
11 òà Λ1

12 íà íåé-
òðàëüíèõ ïîâåðõíÿõ êëàñó M2(A = 0) ó
ïðîñòîði Ìiíêîâñüêîãî M3 c àíàëîãàìè ïîâ-
íî�� Ãàóññîâî�� òà ñåðåäíüî�� êðèâèí ïîâåð-
õîíü åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó [5]. Â òåðìiíàõ
êîìïîíåíò ôóíäàìåíòàëüíèõ îá'cêòiâ ìî-
æíà áóäóâàòè äèôåðåíöiàëüíó ãåîìåòðiþ ií-
øèõ êëàñiâ íåéòðàëüíèõ ïîâåðõîíü: ñôåð,
òîðñiâ, ìiíiìàëüíèõ ïîâåðõîíü, ãåëiêî��äiâ i
ò.ï.

Íåéòðàëüíi ïîâåðõíi êëàñó M2(A = 0) ó
ïðîñòîði Ìiíêîâñüêîãî, íà ÿêèõ Λ1

11 = Λ1
12 6=

0, õàðàêòåðèçóþòüñÿ íóëüîâèì àáñîëþòíèì
iíâàðiàíòîì B. Íåéòðàëüíi ïîâåðõíi êëàñó
M2(A = 0), íà ÿêèõ Λ1

11 = −Λ1
12 6= 0, òåæ

õàðàêòåðèçóþòüñÿ íóëüîâèì àáñîëþòíèì ií-
âàðiàíòîì B. Íàçâåìî öåé êëàñ íåéòðàëüíèõ
ïîâåðõîíü òîðñàìè. Íà íåéòðàëüíèõ òîð-
ñàõ ôóíêöiÿ Λ1

11 çàäîâîëüíÿc äèôåðåíöiàëü-
íå ðiâíÿííÿ

dΛ1
11 − 2Λ1

11ω
3
2 = Λ1

11iθ
i.

Îñêiëüêè Λ1
11 6= 0, òî çàäàííÿ ñêàëÿðíîãî

ïîëÿ Λ1
11 íà íåéòðàëüíîìó òîðñi åêâiâàëåí-

òíå éîãî âíóòðiøíié íîðìàëiçàöi�� [2]. Àäà-
ïòîâàíèé áàçèñ íåéòðàëüíîãî òîðñà iç ôiêñî-
âàíèì ïîëåì ñêàëÿðiâ Λ1

11 c áàçèñîì Äàðáó
äâîâèìiðíî�� ïîâåðõíi ïðîñòîðó Ìiíêîâñüêî-
ãî. Ñïðàâäi, ÿêùî Λ1

11 = const 6= 0, òî ôîðìà
ω3

2 âèðàæàcòüñÿ ÷åðåç ôîðìè θi i òîäi ôiêñà-
öiÿ òî÷êè íåéòðàëüíîãî òîðñà ïðèâîäèòü äî
ôiêñàöi�� cäèíîãî àäàïòîâàíîãî áàçèñó (ôóí-
äàìåíòàëüíà ãðóïà ïðîñòîðó Ìiíêîâñüêîãî
ðåäóêócòüñÿ äî òðèâiàëüíî�� îäèíè÷íî�� ïiä-
ãðóïè).

Íåéòðàëüíi ïîâåðõíi êëàñó M2(A =
const 6= 0) íàçâåìî íåéòðàëüíèìè ñôåðàìè
ïðîñòîðó Ìiíêîâñüêîãî. ßêùî A = const >
0, òî ìàcìî ñôåðè äiéñíîãî ðàäióñà, à ïðè
A = const < 0 � ñôåðè óÿâíîãî ðàäióñà. Íà
íåéòðàëüíèõ ñôåðàõ Λ1

11i ≡ Λ1
22i.

Äâîâèìiðíi íåéòðàëüíi ïîâåðõíi êëàñó
M2(B = 0) íàçèâàþòüñÿ íåéòðàëüíèìè ìi-
íiìàëüíèìè ïîâåðõíÿìè. Íà íåéòðàëüíèõ
ìiíiìàëüíèõ ïîâåðõíÿõ Λ1

11Λ
1
11i ≡ Λ1

12Λ
1
12i.

Äî íåéòðàëüíèõ ìiíiìàëüíèõ ïîâåðõîíü íà-
ëåæàòü íåéòðàëüíi ãåëiêî��äè, ÿêi õàðàêòå-
ðèçóþòüñÿ óìîâîþ Λ1

11 = −Λ1
12. Ïîâíà

êëàñèôiêàöiÿ íåéòðàëüíèõ äâîâèìiðíèõ ïî-
âåðõîíü ïðîñòîðó Ìiíêîâñüêîãî òà âèâ÷åí-
íÿ äèôåðåíöiàëüíî-ãåîìåòðè÷íèõ âëàñòèâî-
ñòåé ïîâåðõîíü öèõ êëàñiâ ìîæå áóòè ïðå-
äìåòîì îêðåìîãî äîñëiäæåííÿ.

2. Çàñòîñócìî öåé æå ìåòîä ïðè äî-
ñëiäæåííi ãåîìåòði�� äâîâèìiðíî�� íåéòðàëü-
íî�� ïîâåðõíi M2, çàíóðåíî�� ó ÷îòèðèâèìið-
íèé äiéñíèé òî÷êîâèé ïñåâäîåâêëiäiâ ïðî-
ñòið iíäåêñà 2 (÷îòèðèâèìiðíèé ïðîñòið Ðà-
øåâñüêîãî P4). Òåîðiÿ êðèâèíè ìiíiìàëü-
íèõ êðèâèõ, ìiíiìàëüíèõ êië òà íåïëîñêèõ
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ñêiñíèõ êië ó ïðîñòîði P4 ðîçâèíåíà ó ïðà-
öÿõ [9�11] i [12]. Äèôåðåíöiàëüíà ãåîìåòðiÿ
îäíîðiäíèõ ëiíié n-âèìiðíîãî ïñåâäîåâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó îïèñàíà ó ïðàöi [13].

Ãîëîâíi ôîðìè ωI (I, J,K, L, ... = 1, 4)
ïðîñòîðó P4 çàäîâîëüíÿþòü çîâíiøíèì äè-
ôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì

dωI = ωL ∧ ωI
L.

Ëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi ôîðìè ωI
L c ôîðìà-

ìè çâ'ÿçíîñòi Ìiíêîâñüêîãî, áî ìåòðè÷íèé
òåíçîð ïðîñòîðó P4 {gIK} êîâàðiàíòíî ñòà-
ëèé

dgIL − gIKωK
L − gKLωK

I = 0. (13)

Còàíäàðòíèé áàçèñ {~ei
x
}, x ∈ P4-ëiíåàëó ïðî-

ñòîðó Ðàøåâñüêîãî âèçíà÷àcòüñÿ óìîâàìè

gij = δij, giα = gαi = 0, gαβ = −δαβ, (14)

äå i, j, k, l, ... = 1, 2; α, β, γ, ... = 3, 4, δij, δαβ

� ñèìâîëè Êðîíåêåðà.
Òåîðåìà 6. Ôóíäàìåíòàëüíîþ ãðóïîþ

ïðîñòîðó P4 c øåñòè÷ëåííà ãðóïà Ëi ç ií-
âàðiàíòíèìè ôîðìàìè ω2

1, ω
3
1, ω

4
1, ω

3
2, ω

4
2, ω

4
3.

Ñïðàâäi, çà óìîâ (14) ñèñòåìà (13)
íàáóâàc âèãëÿäó

ωj
i = −ωi

j, ωα
i = ωi

α, ωβ
α = −ωα

β

àáî
ω1

1 = ω2
2 = ω3

3 = ω4
4 = 0,

ω1
2 = −ω2

1, ω1
3 = ω3

1,

ω2
3 = ω3

2, ω1
4 = ω4

1,

ω2
4 = ω4

2, ω3
4 = −ω4

3.

Îòæå, ëiíiéíî íåçàëåæíèìè çàëèøèëèñÿ ëè-
øå ôîðìè ω2

1, ω
3
1, ω

4
1, ω

3
2, ω

4
2 i ω4

3.
Ñòðóêòóðíi ðiâíÿííÿ

dω2
1 = ω3

1 ∧ ω3
2 + ω4

1 ∧ ω4
2,

dω3
1 = ω2

1 ∧ ω3
2 − ω4

1 ∧ ω4
3,

dω4
1 = ω2

1 ∧ ω4
2 + ω3

1 ∧ ω4
3,

dω3
2 = −ω2

1 ∧ ω3
1 − ω4

2 ∧ ω4
3,

dω4
2 = −ω2

1 ∧ ω4
1 + ω3

2 ∧ ω4
3,

dω4
3 = ω3

1 ∧ ω4
1 + ω3

2 ∧ ω4
2

ïiäòâåðäæóþòü iñòèííiñòü âèñíîâêó òåîðåìè
6.

Íåõàé

ωI = ΛI
i θ

i, rg ΛI
i = 2 (15)

� ðiâíÿííÿ çàíóðåííÿ ïîâåðõíi M2 ó ïðî-
ñòið P4. Òîäi âåêòîðíi ïîëÿ

~Λi
x

= ΛI
i ~eI

x

íà ïîâåðõíi M2 áóäóòü áàçèñíèìè ó ëiíiéíî-
ìó ïðîñòîði äîòè÷íèõ âåêòîðiâ ç ïî÷àòêàìè
ó òî÷öi x ïîâåðõíi M2. Öi âåêòîðíi ïîëÿ ií-
âàðiàíòíi âiäíîñíî ôóíäàìåíòàëüíî�� ãðóïè
Ëi ïðîñòîðó P4. Ìåòðè÷íèé òåíçîð ïðîñòîðó
Ðàøåâñüêîãî iíäóêóc íà ïîâåðõíi M2 òåíçîð
aij := gIKΛI

i Λ
K
j ðàíãó 2 òàêèé, ùî aij = aji.

Ïîâåðõíþ M2 íàçèâàþòü íåéòðàëüíîþ [3],
ÿêùî ñëiä òåíçîðà aij â óñiõ òî÷êàõ ïîâåðõíi
íóëüîâèé. Çâ'ÿçíiñòü Ìiíêîâñüêîãî iíäóêóc
íà ïîâåðõíi M2 òàíãåíöiéíó çâ'ÿçíiñòü ç ií-
âàðiàíòíèìè ôîðìàìè θi

j òàêó, ùî

daij = aljθ
l
i + ailθ

l
j. (16)

Ðiâíÿííÿ (16) âèðàæàþòü êîâàðiàíòíó
ñòàëiñòü ñòðóêòóðíîãî òåíçîðà iíäóêîâàíî��
ìåòðèêè ó òàíãåíöiéíié çâ'ÿçíîñòi.

Òåîðåìà 7. Äëÿ òîãî, ùîá ïîâåðõíÿ
M2 ó ïðîñòîði Ðàøåâñüêîãî, âiäíåñåíîãî äî
ñòàíäàðòíîãî àôiííîãî áàçèñó, áóëà íåé-
òðàëüíîþ, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá êîìïî-
íåíòè ���� ôóíäàìåíòàëüíîãî îá'cêòà ïåðøî-
ãî ïîðÿäêó çàäîâîëüíÿëè óìîâó

(Λ1
1)

2 + (Λ2
1)

2 + (Λ1
2)

2 + (Λ2
2)

2 =

= (Λ3
1)

2 + (Λ4
1)

2 + (Λ3
2)

2 + (Λ4
2)

2. (17)

Ñïåöiàëiçócìî ñòàíäàðòíèé àôiííèé áà-
çèñ {~eI

x
} ïðîñòîðó P4 òàê, ùîá ~e1

x
= ~Λ1

x
,

~e3
x

= ~Λ2
x
. Òîäi ìàòèìåìî áàçèñ, àäàïòîâàíèé

ïîâåðõíi M2. Âiäíîñíî àäàïòîâàíîãî áàçèñó

Λ1
1 = 1, Λ2

1 = Λ3
1 = Λ4

1 = 0,

Λ3
2 = 1, Λ1

2 = Λ2
2 = Λ4

2 = 0 (18)
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i òîìó a11 = 1, a12 = a21 = 0, a22 = −1, à òà-
êîæ çàäîâîëüíÿcòüñÿ óìîâà (17). Òàêèì ÷è-
íîì àôiííèé áàçèñ àäàïòîâàíèé íåéòðàëü-
íié ïîâåðõíi M2. Ñèñòåìè ðiâíÿíü (15) i (16)
çâîäÿòüñÿ äî âèãëÿäó

ω1 = θ1, ω2 = 0, ω3 = θ2, ω4 = 0,

θ1
1 = θ2

2 = 0, θ1
2 = θ2

1.

Ôóíêöi�� {ΛI
i } çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

dΛI
i − ΛI

l θ
l
i + ΛK

i ωI
K = ΛI

ijθ
j,

ÿêi âiäíîñíî àäàïòîâàíîãî íåéòðàëüíié ïî-
âåðõíi M2 áàçèñó ñïðîùóþòüñÿ i íàáóâàþòü
âèãëÿäó

ω2
1 = Λ2

1jθ
j, ω4

1 = Λ4
1jθ

j,

ω3
2 = Λ2

2jθ
j, ω4

3 = Λ4
2jθ

j,

θ2
1 = ω3

1 − Λ3
1jθ

j, Λ1
11 = 0,

Λ1
12 = 0, Λ3

21 = 0,

Λ3
22 = 0, Λ3

1j = Λ1
2j.

Îòæå, ÿêùî ôiêñóâàòè òî÷êó ïîâåðõíi
M2, òî

ω̄2
1 = ω̄4

1 = ω̄3
2 = ω̄4

3 = 0, θ̄2
1 = ω̄3

1

i ω̄4
2 � âiëüíà ôîðìà.
Íåõàé ~Ni

x
= N I

i ~eI
x

� áàçèñíi âåêòîðíi ïî-
ëÿ äâîâèìiðíî�� íîðìàëi N

x
íà íåéòðàëüíié

ïîâåðõíi M2. Iíâàðiàíòíiñòü ïîëÿ íîðìàëåé
N =

⋃

x∈M2

N
x

åêâiâàëåíòíà òåíçîðíîñòi ôóí-

êöié {N I
i }:
dN I

i −N I
j vj

i + NL
i ωI

L = N I
ijθ

j,

äå {vj
i } � iíâàðiàíòíi ôîðìè ãðóïè GL(2;R).

Î÷åâèäíî, ùî ~N1
x

= ~e4
x
i ~N2

x
= ~e2

x
, ÿêùî N1

1 =

N2
1 = N3

1 = 0, N4
1 = 1, N1

2 = N3
2 = N4

2 =
0, N2

2 = 1. Çà öèõ óìîâ ïîëå íîðìàëåé N
äëÿ íåéòðàëüíî�� ïîâåðõíi M2 ó ïðîñòîði P4

íàçèâàòèìåìî ïðèðîäíèì.
Iíâàðiàíòíi ôîðìè ãðóïè àâòîìîðôiçìiâ

ïðèðîäíî�� íîðìàëi N
x

áóäóòü ôîðìàìè íîð-
ìàëüíî�� çâ'ÿçíîñòi íåéòðàëüíî�� ïîâåðõíi,

ÿêùî N I
ij ≡ 0 íà M2. Âiäíîñíî íîðìàëüíî��

çâ'ÿçíîñòi ìàcìî

ω1
4 = 0, ω1

2 = 0, v2
1 = ω2

4, v
2
2 = v1

1 = 0,

ω3
4 = 0, ω3

2 = 0, v1
2 = ω4

2 = ω2
4 = v2

1,

Λ4
1j = 0, Λ2

1j = 0, Λ4
2j = 0, Λ2

2j = 0.

Òåîðåìà 8. ßêùî íåéòðàëüíà ïîâåðõíÿ
M2 ó ïðîñòîði Ðàøåâñüêîãî P4 âiäíåñåíà äî
àôiííîãî áàçèñó, àäàïòîâàíîãî ïîâåðõíi òà
���� ïðèðîäíié íîðìàëiçàöi��, òî ���� êîìïîíåíòè
ôóíäàìåíòàëüíèõ îá'cêòiâ ïåðøèõ òðüîõ
ïîðÿäêiâ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

Λ1
1 = Λ3

2 = 1,

Λ2
1 = Λ3

1 = Λ4
1 = Λ1

2 = Λ2
2 = Λ4

2 = 0,

Λ3
1i = Λ1

2i,

Λ1
1i = Λ3

2i = Λ4
1i = Λ4

2i = Λ2
1i = Λ2

2i = 0,

Λ1
1ik = Λ1

2iΛ
1
2k = Λ3

2ik,

Λ2
1ik = Λ2

2ik = Λ4
1ik = Λ4

2ik = 0, Λ3
1ik = Λ1

2ik,

dΛ1
2i − Λ1

2jθ
j
i = Λ1

2ijθ
j. (19)

Ñïðàâäi, óìîâè (17), (18) òà ðiâíÿííÿ

dΛI
ij − ΛI

kjθ
k
i − ΛI

ikθ
k
j + ΛL

ijω
I
L = ΛI

ijkθ
k

âiäíîñíî àôiííîãî áàçèñó, àäàïòîâàíîãî íåé-
òðàëüíié ïîâåðõíi òà ���� ïðèðîäíié íîðìàëi-
çàöi��, âèçíà÷àþòü çàëåæíîñòi (19), ÿêi c âè-
ñíîâêîì òåîðåìè 8. Ñèñòåìà äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü ó ñïiââiäíîøåííÿõ (19) âêàçóc
íà òå, ùî ôóíêöi�� {Λ1

2i} óòâîðþþòü ãåîìå-
òðè÷íèé îá'cêò íà íåéòðàëüíié ïîâåðõíi M2.
Öåé îá'cêò ïðècäíàíèé äî äèôåðåíöiàëüíî��
ãðóïè ïåðøîãî ïîðÿäêó ïîâåðõíi M2. Îòæå,
ìàcìî

dΛ1
21 − Λ1

22ω
3
1 = (Λ1

21i − Λ1
22Λ

1
2i)θ

i,

dΛ1
22 − Λ1

21ω
3
1 = (Λ1

23i − Λ1
21Λ

1
2i)θ

i.

ßêùî çãîðíóòè îáèäâi ÷àñòèíè ïåðøî�� ðiâ-
íîñòi ç Λ1

21, à îáèäâi ÷àñòèíè äðóãî�� ðiâíîñòi
ç (−Λ1

22) i äîäàòè, òî îòðèìàcìî

dT = Tiθ
i,

äå
T := (Λ1

21 − Λ1
22)(Λ

1
21 + Λ1

22) (20)
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� òåíçîð òèïó (0,0), à
Ti = 2[Λ1

21(Λ
1
21i +Λ1

22Λ
1
2i)−Λ1

22(Λ
1
22i +Λ1

21Λ
1
2i)].

Òåîðåìà 9. Íà êîæíié íåéòðàëüíié
ïîâåðõíi M2 ó ïðîñòîði Ðàøåâñüêîãî P4,
âiäíåñåíié äî àôiííîãî áàçèñó, àäàïòîâà-
íîãî ïîâåðõíi i ���� ïðèðîäíié íîðìàëiçàöi��,
iñíóc ïîëå àáñîëþòíîãî iíâàðiàíòà T , îõî-
ïëåíîãî êîìïîíåíòàìè ôóíäàìåíòàëüíîãî
îá'cêòà äðóãîãî ïîðÿäêó ïîâåðõíi çà ôîðìó-
ëàìè (20).

Ïîâåðõíi M2 êëàñó T = 0 õàðàêòåðèçóþ-
òüñÿ óìîâîþ Λ1

21 = Λ1
22, äå dΛ1

21 − Λ1
21ω

3
1 =

(Λ1
21i−Λ1

21Λ
1
2i)θ

i. ßêùî Λ1
21 = const 6= 0 ó êî-

æíié òî÷öi íåéòðàëüíî�� ïîâåðõíi M2 êëàñó
T = 0, òî àôiííèé áàçèñ, àäàïòîâàíèé ïî-
âåðõíi i ���� ïðèðîäíié íîðìàëiçàöi��, c àíàëî-
ãîì áàçèñó Äàðáó ïîâåðõíi åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó [5].

Äâîâèìiðíi íåéòðàëüíi ïîâåðõíi M2 êëà-
ñó T = 0 ó ïðîñòîði P4 áóäóòü äâîâèìiðíèìè
ïëîùèíàìè Ìiíêîâñüêîãî, ÿêùî Λ1

21 = Λ1
22 =

0. ßêùî æ Λ1
21 = Λ1

22 6= 0, òî äâîâèìiðíà íåé-
òðàëüíà ïîâåðõíÿ M2 êëàñó T = 0 c òîðñîì
ïåðøîãî ðîäó. Ïðè Λ1

21 = −Λ1
22 6= 0 ìàcìî

äâîâèìiðíó íåéòðàëüíó ïîâåðõíþ M2 êëàñó
T = 0, ÿêà c òîðñîì äðóãîãî ðîäó. Îòæå,
äâîâèìiðíi íåéòðàëüíi ïîâåðõíi êëàñó T = 0
ó ÷îòèðèâèìiðíîìó ïðîñòîði Ðàøåâñüêîãî c
òîðñîâèìè ïîâåðõíÿìè àáî ïëîùèíàìè Ìií-
êîâñüêîãî.

Äâîâèìiðíà íåéòðàëüíà ïîâåðõíÿ êëàñó
T = const 6= 0 � öå äâîâèìiðíà ñôåðà ïðî-
ñòîðó Ðàøåâñüêîãî. Îòæå, ó äiéñíîìó ÷î-
òèðèâèìiðíîìó òî÷êîâîìó ïðîñòîði Ðàøåâ-
ñüêîãî äâîâèìiðíi íåéòðàëüíi ñôåðè äiéñíî-
ãî ðàäióñà õàðàêòåðèçóþòüñÿ òåíçîðîì T =
const > 0, à äâîâèìiðíi íåéòðàëüíi ñôåðè
óÿâíîãî ðàäióñà � òåíçîðîì T = const <
0. Íà äâîâèìiðíèõ ñôåðàõ ïðîñòîðó Ðà-
øåâñüêîãî êîìïîíåíòè ��õ ôóíäàìåíòàëüíî-
ãî îá'cêòà òðåòüîãî ïîðÿäêó çàäîâîëüíÿþòü
óìîâè
Λ1

21(Λ
1
21i+Λ1

22Λ
1
2i) = Λ1

22(Λ
1
22i+Λ1

21Λ
1
2i), i = 1, 2.

Ôóíäàìåíòàëüíà ãðóïà òðèâèìiðíîãî
ïðîñòîðó Ìiíêîâñüêîãî çàëèøàc iíâàðiàí-
òíèì içîòðîïíèé êîíóñ ïðîñòîðó i òîìó

äâîâèìiðíà íåéòðàëüíà ïîâåðõíÿ, ÿêà
äîñëiäæócòüñÿ ó òåçi 1, âèçíà÷àcòüñÿ ç
òî÷íiñòþ äî ëîðåíöîâèõ içîìåòðié. Ôóí-
äàìåíòàëüíà ãðóïà ïðîñòîðó Ðàøåâñüêîãî
P4 òåæ çàëèøàc iíâàðiàíòíîþ äâîâèìiðíó
íåéòðàëüíó ïîâåðõíþ, àëå iñíóþòü òàêi ����
ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi, íàïðèêëàä, òîðñè ïåðøî-
ãî ðîäó ïåðåâîäÿòü ó òîðñè äðóãîãî ðîäó i
íàâïàêè. Iñíóþòü òàêîæ òàêi ïåðåòâîðåííÿ
ôóíäàìåíòàëüíî�� ãðóïè ïðîñòîðó Ðàøåâ-
ñüêîãî, ÿêi äâîâèìiðíi íåéòðàëüíi ñôåðè
äiéñíîãî ðàäióñà ïåðåâîäÿòü ó äâîâèìiðíi
íåéòðàëüíi ñôåðè óÿâíîãî ðàäióñà.

Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó çîâíiøíèõ äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ôîðì òà ðóõîìîãî áàçèñó ïðè
ïîáóäîâi äèôåðåíöiàëüíî�� ãåîìåòði�� äâîâè-
ìiðíî�� íåéòðàëüíî�� ïîâåðõíi iëþñòðóc ìî-
æëèâîñòi ïîðiâíÿííÿ îñîáëèâîñòåé çàíóðåí-
íÿ öic�� ïîâåðõíi ó ðiçíi çà ñòðóêòóðîþ ïñåâ-
äîåâêëiäîâi ïðîñòîðè [6, 7, 8].

Çâè÷àéíî, íåéòðàëüíà ïîâåðõíÿ M2

ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði Ìiíêîâñüêîãî
çáåðiãàc ãåîìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ãiïåð-
ïîâåðõíi. �Iõ ìîæíà âèÿâèòè i îïèñàòè,
íàïðèêëàä, çà ñõåìîþ äîñëiäæåííÿ ãiïåð-
ïîâåðõîíü, ïðîiëþñòðîâàíîþ ó ïðàöÿõ [14,
15]. Íåéòðàëüíà ïîâåðõíÿ M2 ó ÷îòèðè-
âèìiðíîìó ïðîñòîði Ðàøåâñüêîãî âîëîäic
ãåîìåòðè÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè ïîâåðõîíü
êîâèìiðíîñòi 2. Äîòè÷íå ðîçøàðóâàííÿ
ïðîñòîðó P4 íàä íîðìàëiçîâàíîþ íåé-
òðàëüíîþ äâîâèìiðíîþ ïîâåðõíåþ ìàc
ñòðóêòóðó ìàéæå äîáóòêó íóëüîâîãî iíäå-
êñà. Ó âèïàäêó iíòåãðîâíîãî ïîëÿ íîðìàëåé
íåéòðàëüíî�� ïîâåðõíi ïðîñòið Ðàøåâñüêîãî
ñòàc òîïîëîãi÷íèì äîáóòêîì íåéòðàëüíî��
ïîâåðõíi i äåÿêî�� äâîâèìiðíî�� ïîâåðõíi,
ÿêà íå äîòèêàcòüñÿ æîäíîãî içîòðîïíîãî
âåêòîðà [16].
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