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ÍÅÌÎÆËÈÂIÑÒÜ ÐÎÇÁÈÒÒß ÂIÄÐIÇÊÀ ÍÀ n ÑÕÎÆÈÕ ×ÀÑÒÈÍ

Âñòàíîâëåíî, ùî âiäðiçîê íå ìîæå áóòè ðîçáèòèé íà n ñõîæèõ ìiæ ñîáîþ ÷àñòèí.

It is shown, that a segment can not be parted on n similar sets.

1. Â ïðàöi [1] äîñëiäæóâàëàñü çàäà÷à ïðî
ðîçáèòòÿ âiäðiçêà íà ïîäiáíi, ãîìåîìîðôíi
÷è ñõîæi ÷àñòèíè. Çîêðåìà, òàì áóëî âñòà-
íîâëåíî, ùî êîæíèé íåâèðîäæåíèé âiäðiçîê
÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨ ìîæå áóòè ðîçáèòèé íà äî-
âiëüíå ñêií÷åííå ÷èñëî ÷àñòèí, êîæíà ç ÿêèõ
ïîäiáíà äî âiäðiçêà ç áóäü-ÿêèì ôiêñîâàíèì
íàòóðàëüíèì ÷èñëîì âèëó÷åíèõ âíóòðiøíèõ
òî÷îê, i íå ìîæå áóòè ðîçáèòèé íà äâi ÷àñòè-
íè, êîæíà ç ÿêèõ ïîäiáíà äî ñàìîãî âiäðiçêà,
òàê ñàìî ÿê i íå ìîæå áóòè ðîçáèòèé íà äâi
ñõîæi ÷àñòèíè. Òóò æå áóëè ïîñòàâëåíi òàêi
ïèòàííÿ: ÷è ìîæíà íåâèðîäæåíèé âiäðiçîê
÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨ ðîçáèòè

à) íà n ïîäiáíèõ i ãîìåîìîðôíèõ ÷àñòèí?
á) íà n ñõîæèõ ÷àñòèí ?
â) íà n ÷àñòèí, êîæíà ç ÿêèõ ïîäiáíà äî

ñàìîãî âiäðiçêà?
Ó öié çàìiòöi ìè äà¹ìî íåãàòèâíó âiäïî-

âiäü íà ïèòàííÿ á) äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëü-
íîãî n ≥ 2.

2. Ïiäìíîæèíè ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨ R ìè áó-
äåì íàäiëÿòè ïîðÿäêîì i òîïîëîãi¹þ, iíäó-
êîâàíèìè ç R. Íàãàäà¹ìî, ùî äâi ìíîæèíè
A,B ⊆ R íàçèâàþòüñÿ ñõîæèìè [1], ÿêùî
iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ ñõîæîñòi f : A → B,
ÿêå ¹ îäíî÷àñíî ïîäiáíiñòþ i ãîìåîìîðôi-
çìîì, òîáòî òàêà ñòðîãî çðîñòàþ÷à íåïå-
ðåðâíà ái¹êöiÿ f : A → B, äëÿ ÿêî¨ îáåðíåíå
âiäîáðàæåííÿ f−1 : B → A òåæ íåïåðåðâíå.
Ìíîæèíè A i B ìîæóòü áóòè ïîäiáíèìè i ãî-
ìåîìîðôíèìè, íå áóäó÷è ïðè öüîìó ñõîæè-
ìè. Ïðèêëàäîì ñëóæàòü ìíîæèíè A i B ç [1],
ÿêi äàþòü ðîçáèòòÿ âiäðiçêà [a, b] íà äâi ïîäi-
áíi i ãîìåîìîðôíi ÷àñòèíè, ïðè öüîìó âîíè
íå ìîæóòü áóòè ñõîæèìè, áî âiäðiçîê íà äâi

ñõîæi ÷àñòèíè íå ðîçáèâà¹òüñÿ. Çðîçóìiëî,
ùî äâà îäíîòèïíèõ ïðîìiæêè ÷èñëîâî¨ ïðÿ-
ìî¨ ¹ ñõîæèìè ìíîæèíàìè. Ìè áóäåìî âèêî-
ðèñòîâóâàòè òå, ùî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåí-
íÿ f : X → Y çáåðiãà¹ çâ'ÿçíiñòü ìíîæèí,
çîêðåìà, ïåðåâîäèòü ïðîìiæêè â ïðîìiæêè,
ÿêùî X,Y ⊆ R, à êîëè f : A → B � ñõîæiñòü
i [α, β) ⊆ A, òî f([α, β)) = [γ, δ), äå γ = f(α).
Êðiì òîãî, ÿê i â [1], íàì áóäå ïîòðiáíèé íà-
ñòóïíèé âiäîìèé ôàêò: íå iñíó¹ ñòðîãî çðî-
ñòàþ÷î¨ òðàíñôiíiòíî¨ ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ
÷èñåë äîâæèíè ω1.

3. Ïðèñòóïèìî äî âñòàíîâëåííÿ îñíîâíî-
ãî ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà. Íåõàé I = [a, b] � áóäü-ÿêèé
âiäðiçîê ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨ i n ∈ N. Òîäi íå
iñíó¹ ðîçáèòòÿ P âiäðiçêà I íà n+1 ïîïàð-
íî ñõîæèõ ìiæ ñîáîþ ÷àñòèí.

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî ââàæàòè, ùî a <
b, îñêiëüêè ïðè a = b òâåðäæåííÿ î÷åâè-
äíå. Ìiðêóþ÷è âiä ñóïðîòèâíîãî, ïðèïóñòè-
ìî, ùî iñíó¹ òàêå ðîçáèòòÿ P = {P1, ..., Pn+1}
âiäðiçêà I, ùî áóäü-ÿêi ìíîæèíè Pi i Pj ñõî-
æi, i íåõàé ϕi,j : Pi → Pj � âiäîáðàæåííÿ
ñõîæîñòi. Âèõîäÿ÷è ç öüîãî, ìè ç äîïîìîãîþ
òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨ ïîáóäó¹ìî òàêi òðàíñ-
ôiíiòíi ïîñëiäîâíîñòi aξ : ξ < ω1 ÷èñåë
aξ ∈ I ç a0 = a i (Aξ : ξ < ω1) ìíîæèí
Aξ ∈ P , ùî äëÿ êîæíîãî ξ < ω1 çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâè:

1) aξ < aξ+1;
2) aξ = sup{aη : η < ξ}, ÿêùî ξ � ãðàíè÷íå

÷èñëî, ÿêå áiëüøå âiä 0;
3) [aξ, aξ+1) ⊆ Aξ;
4) aξ+1 6∈ Aξ.
Òèì ñàìèì òåîðåìà áóäå äîâåäåíà, àäæå
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òîäi (aξ : ξ < ω1) áóäå ñòðîãî çðîñòàþ÷îþ
òðàíñôiíiòíîþ ïîñëiäîâíiñòþ äiéñíèõ ÷èñåë
äîâæèíè ω1, à òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi íå iñíó¹.

Ïîêëàäåìî a0 = a. Îñêiëüêè I =
n+1⊔
i=1

Pi,
òî iñíó¹ ¹äèíèé iíäåêñ i0, òàêèé, ùî a ∈ Pi0 .
Ïîêëàäåìî A0 = Pi0 i a1 = min{ϕi0,j(a0) :
j 6= i0}. Çðîçóìiëî, ùî a1 ∈ I, ïðè÷îìó Pj ⊆
[a1, b] äëÿ êîæíîãî j 6= i0. Íåõàé j0 � òîé
¹äèíèé iíäåêñ, äëÿ ÿêîãî a1 = ϕi0,j0(a0), i
A1 = Pj0 . ßñíî, ùî j0 6= i0, îòæå, a0 < a1, áî
a0 ≤ a1 i a0 6= a1, àäæå a0 ∈ Pi0 , a1 ∈ Pj0 i
Pi0

⋂
Pj0 = Ø. Êðiì òîãî, [a0, a1) ⊆ A0, a1 6∈

A0 i a1 ∈ A1.
Íåõàé γ > 1 i òî÷êè aξ òà ìíîæèíè Aξ

âèçíà÷åíi ïðè ξ < γ. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó
òîé âèïàäîê, êîëè γ � içîëüîâàíå ÷èñëî. Òîäi
γ = β +1, äå β > 0. Çà ïîáóäîâîþ ìà¹ìî, ùî
aβ ∈ Aβ ∈ P . Äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó ïîêëà-
äåìî A = Aβ. Íåõàé P \ {A} = {B1, ..., Bn} i
fi : A → Bi � âiäîáðàæåííÿ ñõîæîñòi. Iñíó¹
òàêèé iíäåêñ k, ùî fk(aβ) = min{fi(aβ) : i =
1, ..., n}.

Ïðèïóñòèìî, ùî fk(aβ) > aβ. Äëÿ êîæíî-
ãî i = 1, ..., n ââåäåìî ìíîæèíó

Ξi = {ξ : ξ ≤ β, aξ ∈ A i fi(aξ) > aβ}.
Çà ïðèïóøåííÿì β ∈ Ξi äëÿ êîæíîãî i, îò-
æå, âñi ìíîæèíè Ξi íåïîðîæíi. Íåõàé ξi =
minΞi ïðè i = 1, ..., n. ßñíî, ùî ξi ≤ β, à
çíà÷èòü, aξi

≤ aβ äëÿ êîæíîãî i. Ïîêëàäåìî
òîäi aγ = min{fi(aξi

) : i = 1, ..., n}. Çðîçóìi-
ëî, ùî aγ > aβ i aγ ∈ I.

Ïîêàæåìî, ùî (aβ, aγ) ⊆ A. Ïðèïóñòèìî,
ùî iñíó¹ òàêå i, ùî (aβ, aγ)

⋂
Bi 6= Ø. Âi-

çüìåìî y0 ∈ (aβ, aγ)
⋂

Bi. Îñêiëüêè y0 ∈ Bi

i fi(A) = Bi, òî iñíó¹ òàêå x0 ∈ A, ùî
fi(x0) = y0. Çðîçóìiëî, ùî fi(x0) = y0 < aγ ≤
fi(aξi

) ≤ fi(aβ), îòæå, i x0 < aβ. Òîäi iñíó¹
ïîðÿäêîâå ÷èñëî ξ0 < β, òàêå, ùî aξ0 ≤ x0 <
aξ0+1, àäæå [a0, aβ) =

⋃
ξ<β

[aξ, aξ+1). Ñïðàâäi,

ìíîæèíà Ξ = {ξ : ξ ≤ β i aξ ≤ x0}
íåïîðîæíÿ, áî 0 ∈ Ξ, òîìó iñíó¹ ξ0 = supΞ,
ïðè÷îìó ξ0 ≤ β. ßêùî ξ0 � içîëüîâàíå ÷è-
ñëî àáî ξ0 = 0, òî îáîâ'ÿçêîâî ξ0 ∈ Ξ, ÿêùî
æ ξ0 > 0 � ãðàíè÷íå ÷èñëî, òî [0, ξ0) ⊆ Ξ,
à çíà÷èòü, i ξ0 ∈ Ξ, áî aξ0 = sup

ξ<ξ0

aξ. Òà-

êèì ÷èíîì, aξ0 ≤ x0 i ξ0 < β, áî aβ > x0.
Îñêiëüêè ξ0 + 1 > ξ0, òî ξ0 + 1 6∈ Ξ, îò-
æå, x0 < aξ0+1 i ÷èñëî ξ0 i ¹ øóêàíèì. Çà
ïîáóäîâîþ [aξ0 , aξ0+1) ⊆ Aξ0 ∈ P . Êðiì òî-
ãî, x0 ∈ A

⋂
[aξ0 , aξ0+1), çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

A
⋂

Aξ0 6= Ø. Îñêiëüêè A = Aβ ∈ P , òî
îáîâ'ÿçêîâî A = Aξ0 . Òåïåð ìè ìîæåìî ðîç-
ãëÿíóòè îáðàç fi([aξ0 , aξ0+1)), ÿêèé ¹ äåÿêèì
ïiâiíòåðâàëîì [p, q), ùî ìiñòèòüñÿ â ìíîæè-
íi Bi, ïðè÷îìó p = fi(aξ0). ßñíî, ùî y0 =
fi(x0) ∈ [p, q), îòæå, y0 < q. ßêùî p ≤ aβ, òî
aβ ∈ [p, q), àäæå aβ < y0 < q, à öå íåìîæëè-
âî, áî [p, q) ⊆ Bi, aβ ∈ A i A

⋂
Bi = Ø. Îòæå,

p > aβ, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ξ0 ∈ Ξi. Â òàêî-
ìó ðàçi, ξ0 ≥ ξi, à çíà÷èòü, aξ0 ≥ aξi

i òîìó
y0 = fi(x0) ≥ fi(aξ0) ≥ fi(aξi

) ≥ aγ. Âèõî-
äèòü, ùî y0 ≥ aγ, à öå ñóïåðå÷èòü âèáîðó y0.
Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü i çàâåðøó¹ äîâåäå-
ííÿ âêëþ÷åííÿ (aβ, aγ) ⊆ A. Òàêèì ÷èíîì,
[aβ, aβ+1) ⊆ Aβ, îòæå, óìîâà 3) âèêîíó¹òüñÿ i
ïðè ξ = β. Êðiì òîãî, aγ 6∈ Aβ, áî aγ âõîäèòü
â îäíó ç ìíîæèí Bi. Îòæå, íàì çàëèøà¹òüñÿ
âèáðàòè òàêó ìíîæèíó Aγ ∈ P , ùî aγ ∈ Aγ,
i ïîáóäîâà â öüîìó âèïàäêó çàâåðøåíà.

Íåõàé òåïåð fk(aβ) ≤ aβ. Çðîçóìiëî, ùî
fk(aβ) 6= aβ, áî aβ ∈ A, fk(aβ) ∈ Bk i
A

⋂
Bk = Ø. Òàêèì ÷èíîì, fk(aβ) < aβ. Â

òàêîìó ðàçi, iñíó¹ òàêå ÷èñëî η < β, ùî
aη ≤ fk(aβ) < aη+1. ßñíî, ùî ïðè öüîìó
[aη, aη+1) ⊆ Aη = Bk. Ïîêëàäåìî gk = f−1

k .
Îáðàç gk([aη, aη+1)) ¹ äåÿêèì ïiâiíòåðâàëîì
[r, s), äëÿ ÿêîãî r = gk(aη) i aβ ∈ [r, s) ⊆ A.
Ïîêàæåìî, ùî r = aβ, òîáòî, ùî íåðiâíiñòü
r < aβ íåìîæëèâà.

Ïðèïóñòèìî, ùî β = α + 1 � içîëüîâà-
íå ÷èñëî. ßêáè r < aβ, òî, ïîêëàäàþ÷è
t = max{r, aα}, ìè îäåðæàëè áè, ùî Ø 6=
(t, aβ) ⊆ [aα, aβ)

⋂
[r, s) ⊆ Aα

⋂
Aβ = Ø, ùî

ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi. Îòæå, â öüîìó
âèïàäêó r = aβ.

Ïðèïóñòèìî, ùî β � ãðàíè÷íå ÷èñëî. Òî-
äi çà ïîáóäîâîþ aβ = sup{aξ : ξ < β}. ßêùî
r < aβ,òî r < aξ < aβ äëÿ äåÿêîãî ξ < β,
à òîäi i r < aξ < aξ+1 < aβ äëÿ öüîãî æ ξ.
Â òàêîìó ðàçi, aξ, aξ+1 ∈ (r, aβ) ⊆ A, àëå çà
ïîáóäîâîþ òî÷êè aξ i aξ+1 íå ìîæóòü âõîäè-
òè â îäíó i òó æ ñàìó ìíîæèíó ðîçáèòòÿ P .
Òàêèì ÷èíîì, i â öüîìó âèïàäêó r = aβ.
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Îñêiëüêè [r, s) ⊆ A ⊆ I i ïðîìiæîê I çà-
ìêíåíèé,òî s ∈ I. Ïîêëàäàþ÷è aγ = s, ìè
îäåðæèìî, ùî aγ ∈ I i aβ < aγ ïðè÷îìó
[aβ, aγ) ⊆ A = Aβ. Çà Aγ áåðåìî, ÿê i ðà-
íiøå, òó ìíîæèíó Aγ ∈ P , äëÿ ÿêî¨ aγ ∈ Aγ.
Çàëèøèëîñÿ ùå ïîêàçàòè, ùî aγ = s 6∈ A.
Íåõàé, íàâïàêè, s ∈ A. Òîäi s = gk(u) äëÿ
äåÿêîãî u ∈ Bk. Çðîçóìiëî, ùî u ≥ aη+1, áî
iíàêøå iñíóâàëà áè òî÷êà v ∈ [aη, aη+1), òà-
êà, ùî u < v. Òîäi s = gk(u) < gk(v) < s,
ùî íåìîæëèâî. Ðiâíiñòü u = aη+1 íå ìà¹
ìiñöÿ, áî u ∈ Bk, à aη+1 6∈ Bk. Òàêèì ÷è-
íîì, aη+1 < u. Àëå â òàêîìó ðàçi îáðàç
fk([r, s]) = [aη, aη+1)

⋃{u} áóäå íåçâ'ÿçíîþ
ìíîæèíîþ, ùî ñóïåðå÷èòü íåïåðåðâíîñòi fk

i çâ'ÿçíîñòi [r, s]. Îòîæ îáîâ'ÿçêîâî s ∈ A i
ïîáóäîâà äëÿ içîëüîâàíîãî γ çàâåðøåíà.

Ðîçãëÿíåìî íàðåøòi òîé âèïàäîê, êîëè γ
� ãðàíè÷íå ÷èñëî. Òîäi ìè çìóøåíi ïîêëàñòè
aγ = sup{aξ : ξ < γ}. ßñíî, ùî aγ ∈ I, áî
aξ ∈ I äëÿ âñiõ ξ < γ. Çàëèøà¹òüñÿ çà Aγ

âçÿòè òó ìíîæèíó ç P , äëÿ ÿêî¨ aγ ∈ Aγ.
Òàêèì ÷èíîì, ïîáóäîâà òðàíñôiíiòíèõ

ïîñëiäîâíîñòåé (aξ : ξ < ω1) i (Aξ : ξ < ω1)
à ç íåþ i äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîâíiñòþ çàâåð-
øåíi.
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