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ÐIÇÍÎÂÈÄÈ ËIÏØÈÖÅÂÎÑÒI I ÌÍÎÆÈÍÈ ÒÎ×ÎÊ ÐÎÇÐÈÂÓ
ÍÀÐIÇÍÎ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÉÎÂÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

Îòðèìàíî äîñèòü çàãàëüíi òåîðåìè ïðî ìàëiñòü ìíîæèíè òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöié, ÿêi íå-
ïåðåðâíi âiäíîñíî ïåðøî�� çìiííî�� i ëiïøèöåâi â òîìó ÷è iíøîìó ñåíñi âiäíîñíî äðóãî��. Çîêðåìà,
âñòàíîâëåíî, ùî ëîêàëüíî ïðîåêòèâíî íiäå íå ùiëüíi Fσ-ìíîæèíè íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi i
òiëüêè âîíè c ìíîæèíàìè òî÷îê ðîçðèâó íàðiçíî íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié äâîõ
äiéñíèõ çìiííèõ.

It is obtained rather general theorems on the smallness of the discontinuity points set of
functions which are continuous with respect to the �rst variable and are some Lipchitz type with
respect to the second one. In particular, it is proved that a subset of the coordinate plain is the
discontinuity points set of some separately continously di�erentiable function of two real variable
if and only if it is a locally projectively nowhere dense Fσ-subset.

1. Çàäà÷à ïðî îïèñ ìíîæèí òî÷îê ðîç-
ðèâó íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié âèâ÷å-
íà äîñèòü äîáðå, çîêðåìà, âîíà ðîçâ'ÿçàíà
äëÿ ôóíêöié, çàäàíèõ íà äîáóòêàõ ìåòðè-
çîâíèõ ïðîñòîðiâ [1]. Òàêà æ çàäà÷à ïðèðî-
äíî âèíèêàc i äëÿ íàðiçíî äèôåðåíöiéîâíèõ
ôóíêöié, àëå, íàñêiëüêè íàì âiäîìî, âîíà íå
ðîçâ'ÿçàíà íàâiòü ó íàéïðîñòiøîìó âèïàäêó
äëÿ ôóíêöié f : R2 → R. Ìíîæèíè òî÷îê
ðîçðèâó íàðiçíî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié
ìàþòü ñâîþ ñïåöèôiêó. Ùå Ê.Áå åëü [2] ç'ÿ-
ñóâàâ, ùî ó ôóíêöi�� f : R2 → R, ÿêà íåïå-
ðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî�� çìiííî�� i äèôåðåíöi-
éîâíà âiäíîñíî äðóãî�� (òîáòî ôóíêöi�� ç êëàñó
CD), ìíîæèíà D(f) ���� òî÷îê ðîçðèâó íiäå íå
ùiëüíà íà ïëîùèíi. Äàëi â [3, òåîðåìà 7.3.2.]
áóëî ïîêàçàíî, ùî äëÿ ôóíêöié f : R2 → R
ç êëàñó CD äëÿ êîæíîãî y ∈ R ìíîæèíà
Dy(f) = {x ∈ R : (x, y) ∈ D(f)} íiäå íå
ùiëüíà íà ÷èñëîâié ïðÿìié.

Âèÿâëÿcòüñÿ, öi ðåçóëüòàòè ìîæíà çíà÷-
íî ðîçøèðèòè, âèêîðèñòàâøè äåÿêi ðiçíîâè-
äè ëiïøèöåâîñòi, à ñàìå, ëiïøèöåâiñòü â òî-
÷öi i íà ìíîæèíi òà ëîêàëüíó ëiïøèöåâiñòü.
Ó öié ñòàòòi ìè îäåðæócìî äîñèòü çàãàëüíi
òåîðåìè (äèâ. òåîðåìè 1-4) ïðî ìàëiñòü ìíî-
æèíè D(f) äëÿ âiäîáðàæåíü f : X×Y → Z,
ÿêi íåïåðåðâíi âiäíîñíî ïåðøî�� çìiííî�� i ëi-
ïøèöåâi ó òîìó ÷è iíøîìó ñåíñi âiäíîñíî

äðóãî��. Ïåðøà ç öèõ òåîðåì c äàëåêèì ðîçâè-
òêîì çãàäàíîãî ðåçóëüòàòó Áå åëÿ. Ç òåîðåì
2 i 4 ìè âiäïîâiäíî âèâîäèìî òàêi öiêàâi íà-
ñëiäêè: à) äëÿ êîæíî�� ôóíêöi�� f : R2 → R
ç êëàñó CD i êîæíî�� íåïåðåðâíî�� ôóíêöi��
g : R → R ìíîæèíà Dg(f) = {x ∈ R :
(x, g(x)) ∈ D(f)} íiäå íå ùiëüíà â R; á) ìíî-
æèíà òî÷îê ðîçðèâó áóäü-ÿêî�� íàðiçíî íåïå-
ðåðíî äèôåðåíöiéîâíî�� ôóíêöi�� f : R2 → R
c ëîêàëüíî ïðîåêòèâíî íiäå íå ùiëüíîþ. Ìè
ïîêàçócìî òàêîæ, ùî òâåðäæåííÿ á) äëÿ íà-
ðiçíî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié íå âiðíå.

Ð.Êåøíåð [4] ÷àñòêîâî ðîçâ'ÿçàâ îáåðíå-
íó çàäà÷ó, âñòàíîâèâøè, ùî äëÿ êîæíî�� ïðî-
åêòèâíî íiäå íå ùiëüíî�� Fσ-ìíîæèíè E â
êóái [0, 1]n iñíóc íàðiçíî íåñêií÷åííî äèôå-
ðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ f : [0, 1]n → R, òàêà,
ùî D(f) = E. Ìè ðîçâèâàcìî öåé ðåçóëü-
òàò, ç'ÿñîâóþ÷è, ùî êîæíà ëîêàëüíî ïðî-
åêòèâíî íiäå íå ùiëüíà Fσ-ìíîæèíà E ⊆
Rn c ìíîæèíîþ òî÷îê ðîçðèâó äåÿêî�� íà-
ðiçíî íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíî�� ôóíêö����
f : Rn → R. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ íàðiçíî íåïå-
ðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié f : R2 →
R îäåðæócòüñÿ ïîâíèé îïèñ ìíîæèí òî÷îê
ðîçðèâó.

Çàóâàæèìî, ùî ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè íà
öþ òåìó àíàíñîâàíî â [5].

2. Ïî÷íåìî ç ðîçãëÿäó ðiçíèõ òèïiâ ëi-
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ïøèöåâîñòi âiäîáðàæåíü ìåòðè÷íèõ ïðîñòî-
ðiâ.

Íåõàé X i Y � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè. Âiä-
ñòàíü ìiæ òî÷êàìè x′ i x′′ â X ïîçíà÷èìî
÷åðåç |x′ − x′′|X , à ìiæ òî÷êàìè y′ i y′′ â Y
� ÷åðåç |y′ − y′′|Y . Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåí-
íÿ f : X → Y . Ìè êàæåìî, ùî f c ëi-
ïøèöåâèì ó òî÷öi a ∈ X, ÿêùî iñíóþòü
îêië U òî÷êè a â X i ÷èñëî γ, òàêi, ùî
|f(x)− f(a)|Y ≤ γ|x− a|X , ÿê òiëüêè x ∈ U .
Âiäîáðàæåííÿ f íàçèâàcòüñÿ ëiïøèöåâèì íà
ìíîæèíi A ⊆ X, ÿêùî iñíóc òàêà êîíñòàíòà
γ > 0, ùî |f(x′) − f(x′′)|Y ≤ γ|x′ − x′′|X äëÿ
âñiõ x′, x′′ ∈ A. ßêùî f : X → Y ëiïøèöåâå
íà X, òî f íàçèâàcòüñÿ ïðîñòî ëiïøèöåâèì.
Äàëi, f � ëîêàëüíî ëiïøèöåâå íà ìíîæèíi
A, ÿêùî äëÿ êîæíî�� òî÷êè x ∈ A iñíóc ����
îêië Ux â X, òàêèé, ùî f c ëiïøèöåâèì íà
Ux. Íàðåøòi f : X → Y � ëîêàëüíî ëiïøè-
öåâå, ÿêùî f � ëîêàëüíî ëiïøèöåâå íà X.

Íåõàé X i Y � íîðìîâàíi ïðîñòîðè. ßñíî,
ùî ç äèôåðåíöiéîâíîñòi çà Ôðåøå â òî÷öi
a ∈ X âiäîáðàæåííÿ f : X → Y âèïëèâàc
éîãî ëiïøèöåâiñòü â öié òî÷öi. ßêùî æ f äè-
ôåðåíöiéîâíå çà �àòî íà X i ïîõiäíà �àòî ëî-
êàëüíî îáìåæåíà, òî ç òåîðåìè ïðî ñåðåäíc
[6, ñ.535] âèïëèâàc, ùî f c ëîêàëüíî ëiïøè-
öåâå. Çîêðåìà, äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi�� f :
R→ R c ëiïøèöåâèìè â êîæíié òî÷öi x ∈ R,
à íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi � ëîêàëüíî ëi-
ïøèöåâèìè.

Íàãàäàcìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X
íàçèâàcòüñÿ áåðiâñüêèì, ÿêùî êîæíà íåïî-
ðîæíÿ âiäêðèòà ìíîæèíà â X c ìíîæè-
íîþ äðóãî�� êàòåãîði��. Âiäîìî [3, òâåðäæåííÿ
2.1.1], ùî ïðîñòið X áóäå áåðiâñüêèì òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ êîæíî�� ïîñëiäîâíîñòi
çàìêíåíèõ ìíîæèí Fn, ÿêà ïîêðèâàc ïðîñòið
X, ìíîæèíà G =

∞⋃
n=1

intFn âñþäè ùiëüíà â
X.

Ëåìà 1.Íåõàé X i Y � ìåòðè÷íi ïðîñòî-
ðè, ïðè÷îìó X � áåðiâñüêèé, i f : X → Y �
âiäîáðàæåííÿ, ÿêå c ëiïøèöåâèì ó êîæíié
òî÷öi ïðîñòîðó X. Òîäi iñíóc òàêà âiäêðè-
òà âñþäè ùiëüíà ìíîæèíà G â X, ùî f c
ëîêàëüíî ëiïøèöåâèì íà G.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ç ëiïøèöåâîñòi

âiäîáðàæåííÿ â òî÷öi a âèïëèâàc éîãî íå-
ïåðåðâíiñòü ó öié òî÷öi, òî âiäîáðàæåííÿ f
íåïåðåðâíå. Äëÿ n ∈ N ïîêëàäåìî

Fn = {x ∈ X : (∀u ∈ X)(|u− x|X < 1/n =⇒
=⇒ |f(u)− f(x)|Y ≤ n|u− x|X)}.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ìíîæèíè Fn çàìêíåíi.
Íåõàé Un = intFn. Ç ëiïøèöåâîñòi âiä-

îáðàæåííÿ f ó êîæíié òî÷öi ïðîñòîðó X
âèïëèâàc, ùî

X =
∞⋃

n=1

Fn.

Îñêiëüêè ïðîñòið X áåðiâñüêèé, òî âiäêðè-
òà ìíîæèíà G =

∞⋃
n=1

Un áóäå âñþäè ùiëü-
íîþ â X. Äîâåäåìî, ùî f ëîêàëüíî ëiïøè-
öåâå íà G. Íåõàé a ∈ G. Òîäi iñíóc íîìåð
n òàêèé, ùî a ∈ Un. Íåõàé U � êóëÿ ç öåí-
òðîì ó òî÷öi a ç ðàäióñîì, ìåíøèì íiæ 1/2n,
ÿêà ìiñòèòüñÿ â Un. ßêùî x′, x′′ ∈ U , òî
|x′− x′′|X ≤ |x′− a|X + |a− x′′|X < 1/n. Êðiì
òîãî, x′ ∈ Un. Òîäi x′ ∈ Fn, îòæå,

|f(x′)− f(x′′)|Y ≤ n|x′ − x′′|X .

Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ f ëiïøèöåâå íà
îêîëi U .

Ëåìà 2. Íåõàé X i Y � ìåòðè÷íi ïðî-
ñòîðè, K � íåïîðîæíÿ êîìïàêòíà ìíîæè-
íà â ïðîñòîði X i f : X → Y � ëîêàëüíî
ëiïøèöåâå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi iñíóc âiäêðè-
òèé îêië U ìíîæèíè K â X òàêèé, ùî f
ëiïøèöåâå íà U .

Äîâåäåííÿ. Ç óìîâè âèïëèâàc, ùî âiä-
îáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå. Â òàêîìó ðàçi,
f(K) � íåïîðîæíÿ êîìïàêòíà ìíîæèíà â Y ,
îòæå, âîíà ìàc ñêií÷åíèé äiàìåòð d0. Íåõàé
d > d0 i d− d0 = ε. Äëÿ êîæíî�� òî÷êè x ∈ K
iñíóþòü âiäêðèòèé îêië Ux òî÷êè x â X i ÷è-
ñëî γx > 0, òàêi, ùî

|f(x′)− f(x′′)|Y ≤ γx|x′ − x′′|X ,

ÿê òiëüêè x′, x′′ ∈ Ux, i |f(u) − f(x)|Y < ε/2
ïðè u ∈ Ux. Ç âiäêðèòîãî ïîêðèòòÿ {Ux :
x ∈ K} êîìïàêòíî�� ìíîæèíè K âèäiëèìî
ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ U = {Ux1 , ..., Uxn} i
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ðîçãëÿíåìî âiäêðèòèé îêië G =
n⋃

i=1

Uxi
ìíî-

æèíè K. Íåõàé x′, x′′ ∈ G. Òîäi x′ ∈ Uxi
i

x′′ ∈ Uxj
äëÿ äåÿêèõ i, j = 1, ..., n. Â òàêîìó

ðàçi,

|f(x′)− f(x′′)|Y ≤ |f(x′)− f(xi)|Y +

+|f(xi)− f(xj)|Y + |f(xj)− f(x′′)|Y <

< ε/2 + d0 + ε/2 = d0 + ε = d.

Íåõàé δ � ÷èñëî Ëåáå à ïîêðèòòÿ U , òîá-
òî òàêå äîäàòíå ÷èñëî, ùî ñèñòåìà êóëü
{B(x, δ) : x ∈ K} âïèñàíà â U . Iñíóâàííÿ
÷èñëà Ëåáå à âèïëèâàc ç êîìïàêòíîñòi ìíî-
æèíè K [7, ñ.409]. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç d(x,K)
âiäñòàíü âiä òî÷êè x äî ìíîæèíè K ó ïðî-
ñòîði X i ðîçãëÿíåìî âiäêðèòó ìíîæèíó

U = {x ∈ G : d(x,K) < δ/2}.
Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà U c øóêàíîþ. À
ñàìå, ïîêëàäåìî γ = max{γx1 , ..., γxn , 2d/δ} i
äîâåäåìî, ùî f c ëiïøèöåâèì íà U ç êîí-
ñòàíòîþ γ. Íåõàé x′, x′′ ∈ U i |x′ − x′′|X <
δ/2. Iñíóc òàêå x∗ ∈ K, ùî |x′ − x∗|X < δ/2.
Çíàéäåìî òàêèé íîìåð k = 1, ..., n, ùî
B(x∗, δ) ⊆ Uxk

. ßñíî, ùî x′ ∈ B(x∗, δ). Êðiì
òîãî,

|x′′ − x∗|X ≤ |x′′ − x′|X + |x′ − x∗|X <

< δ/2 + δ/2 = δ.

Òàêèì ÷èíîì, x′, x′′ ∈ Uxk
. Òîäi çà ïîáóäî-

âîþ

|f(x′)− f(x′′)|Y ≤ γxk
|x′−x′′|X ≤ γ|x′−x′′|X .

Íåõàé x′, x′′ ∈ U i |x′ − x′′|X ≥ δ/2. Òîäi

|f(x′)− x′′|Y ≤ d = 2d/δ · δ/2 ≤ γ|x′ − x′′|X
Òàêèì ÷èíîì, |f(x′)− f(x′′)|Y ≤ γ|x′ − x′′|X ,
ÿê òiëüêè x′, x′′ ∈ U , ùî é òðåáà áóëî äîâå-
ñòè.

3. Ïåðåéäåìî äî óçàãàëüíåííÿ çãàäàíîãî
â n.1 ðåçóëüòàòó Áå åëÿ. Äëÿ âiäîáðàæåííÿ
f : X × Y → Z i òî÷êè p = (x, y) ∈ X ×
Y ïîêëàäåìî, ÿê çâè÷àéíî, fx(y) = fy(x) =
f(p).

Ëåìà 3. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðî-
ñòið, Y i Z � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè, A � âñþ-
äè ùiëüíà ìíîæèíà â ïðîñòîði X i f :
X × Y → Z � âiäîáðàæåííÿ, ÿêå íåïåðåðâ-
íå âiäíîñíî ïåðøî�� çìiííî��, ïðè÷îìó âñi âiä-
îáðàæåííÿ fx : Y → Z äëÿ x ∈ A c ëiïøè-
öåâi ç îäíicþ i òicþ æ êîíñòàíòîþ γ. Òîäi

a) |f(x, y′) − f(x, y′′)|Z ≤ γ|y′ − y′′|Y äëÿ
âñiõ x ∈ X i y′, y′′ ∈ Y ;

á) f � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ.
Äîâåäåííÿ. à) Äîâåäåííÿ ëåãêî îòðèìà-

òè ç äîïîìîãîþ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó.
á) Íåõàé p0 = (x0, y0) ∈ X × Y i ε > 0.

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ fy0 : X → Z íåïå-
ðåðâíå â òî÷öi x0, òî iñíóc òàêèé îêië U òî-
÷êè x0 â X, ùî |fy0(x) − fy0(x0)|Z < ε/2, ÿê
òiëüêè x ∈ U . Íåõàé V � âiäêðèòà êóëÿ ç
öåíòðîì â òî÷öi y0 i ðàäióñîì ε/2γ ó ïðîñòî-
ði Y . Òîäi íà îñíîâi à) äëÿ x ∈ U i y ∈ V
ìàòèìåìî

|f(x, y)− f(x0, y0)|Z ≤ |f(x, y)− f(x, y0)|Z+

+|f(x, y0)− f(x0, y0)|Z <

< γ|y − y0|Y + ε/2 < γ · ε/2γ + ε/2 = ε.

Òàêèì ÷èíîì, f íåïåðåðâíå â òî÷öi p0.
Ëåìà 4. Íåõàé X - òîïîëîãi÷íèé

ïðîñòið, Y , Z � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè,
f : X × Y → Z� íåïåðåðâíå âiäíîñíî ïåðøî��
çìiííî�� âiäîáðàæåííÿ, L, δ > 0, γ(x, y; δ) =

sup
{
|f(x,y)−f(x,y′)|Z

|y−y′|Y : 0 < |y − y′|Y < δ
}

i
A = {(x, y) ∈ X × Y : γ(x, y; δ) > L}. Òîäi
D(f) ⊆ intA.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé p0 = (x0, y0) � äî-
âiëüíà òî÷êà ðîçðèâó âiäîáðàæåííÿ f , W0 =
U0×V0 � äîâiëüíèé âiäêðèòèé îêië òî÷êè p0

â X × Y . Ïîêëàäåìî ε = ωf (p0). Çðîçóìiëî,
ùî ε > 0. Âèáåðåìî âiäêðèòèé îêië U1 òî÷êè
x0 â X, òàêèé, ùî U1 ⊆ U0 i ωfy0

(U1) < ε/8.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç V âiäêðèòó êóëþ â ïðîñòî-
ði Y ç öåíòðîì â òî÷öi y0 i ðàäióñîì η =
min{δ/2, ε/48L}. Îñêiëüêè ωf (U1 × V ) ≥ ε,
òî iñíóc òî÷êà p1 = (x1, y1) ∈ U1 × V òàêà,
ùî |f(p1) − f(p0)|Z > ε/3. Âiçüìåìî âiäêðè-
òèé îêië U òî÷êè x1 â ïðîñòîði X òàêèé, ùî
U ⊆ U1 i ωfy1

(U) < ε/8.
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Íåõàé p = (x, y) � äîâiëüíà òî÷êà ç ìíî-
æèíè W = U × V . Çàóâàæèìî, ùî

|f(x, y0)− f(x, y1)|Z ≥ |f(p1)− f(p0)|Z−
−|f(x0, y0)−f(x, y0)|Z−|f(x1, y1)−f(x, y1)|Z >

> ε/3− ε/8− ε/8 = ε/12.

Ç íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà âèïëèâàc,
ùî iñíóc i ∈ {0, 1}, òàêå, ùî
|f(x, y)− f(x, yi)|Z > ε/24. Îñêiëüêè òî-
÷êè y òà yi íàëåæàòü âiäêðèòié êóëi ðàäióñà
η â ïðîñòîði Y , òî |y − yi|Y < 2η ≤ δ. Êðiì
òîãî,

|f(x, y)− f(x, yi)|Z
|y − yi|Y >

ε/24

2η
=

ε

48η
≥ L.

Îòæå, p ∈ A. Òàêèì ÷èíîì, W ⊆ A, òîáòî
W ⊆ intA. Àëå W ∩W0 6= Ø, àäæå (x1, y0) ∈
W ∩W0, òîìó intA ∩W0 6= Ø i p0 ∈ intA.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðî-
ñòið, Y � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, ïðè÷îìó X×
Y � áåðiâñüêèé, Z � ìåòðè÷íèé ïðîñòið,
f : X × Y → Z � âiäîáðàæåííÿ, íåïåðåðâíå
âiäíîñíî ïåðøî�� çìiííî�� íà X × Y i ëiïøè-
öåâå âiäíîñíî äðóãî�� çìiííî�� â êîæíié òî÷öi
çàëèøêîâî�� â X ×Y ìíîæèíè E. Òîäi D(f)
� íiäå íå ùiëüíà â X × Y ìíîæèíà.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà
D(f) íå c íiäå íå ùiëüíîþ, òîáòî iñíóc íå-
ïîðîæíÿ âiäêðèòà ìíîæèíà W â ïðîñòîði
X × Y òàêà, ùî W ⊆ D(f). Äëÿ êîæíîãî
n ∈ N ïîêëàäåìî An = {(x, y) ∈ X × Y :
γ(x, y; 1/n) > n}. Çãiäíî ç ëåìîþ D(f) ⊆
intAn, òîìó W ⊆ intAn äëÿ êîæíîãî n ∈ N.
Îòæå, ìíîæèíè W \ intAn íiäå íå ùiëüíi,
à ìíîæèíà A =

∞⋂
n=1

intAn çàëèøêîâà â W .
Îñêiëüêè X × Y áåðiâñüêèé ïðîñòið, òî A c
ìíîæèíîþ äðóãî�� êàòåãîði�� â X×Y i ïåðåòèí
A ∩ E íåïîðîæíié. Ç iíøîãî áîêó, â êîæíié
òî÷öi ìíîæèíè A ôóíêöiÿ f íå çàäîâîëüíÿc
óìîâó Ëiïøèöÿ âiäíîñíî äðóãî�� çìiííî��. Òî-
ìó A ∩ E = Ø.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðî-
ñòið, Y � íîðìîâàíèé ïðîñòið, òàêèé, ùî
äîáóòîê X × Y � áåðiâñüêèé, Z � íîðìîâà-
íèé i f : X × Y → Z � âiäîáðàæåííÿ, ÿêå

íåïåðåðâíå âiäíîñíî ïåðøî�� çìiííî�� i äèôå-
ðåíöiéîâíå çà Ôðåøå âiäíîñíî äðóãî�� çìií-
íî��. Òîäi ìíîæèíà D(f) íiäå íå ùiëüíà â
X × Y .

Ó òîìó âèïàäêó, êîëè ìåòðè÷íèé ïðîñòið
Y ùå é ñåïàðàáåëüíèé, áåðîâiñòü äîáóòêó
X×Y ðiâíîñèëüíà áåðîâîñòi ñïiâìíîæíèêiâ,
àäæå Y çàäîâîëüíÿc äðóãó àêñiîìó çëi÷åí-
íîñòi [7, c.379]. Êðiì òîãî, ó öüîìó âèïàäêó
ìîæíà äàòè iíøå äîâåäåííÿ òåîðåìè 1, ÿêå
ìè çàðàç íàâåäåìî.

Íåõàé V = {Vm : m ∈ N} � áàçà òîïî-
ëîãi�� Y . Çãiäíî ç ëåìîþ 1 êîæíå âiäîáðà-
æåííÿ fx : Y → Z áóäå ëîêàëüíî ëiïøè-
öåâèì íà äåÿêié âiäêðèòié âñþäè ùiëüíié
ìíîæèíi H(x) ó ïðîñòîði Y . Íåõàé U i V
� âiäêðèòi íåïîðîæíi ìíîæèíè âiäïîâiäíî â
ïðîñòîðàõ X i Y . Äëÿ m,n ∈ N ïîêëàäåìî
Vm,n(x) = {y ∈ Y : (y ∈ Vm ⊆ V ) i (∀y′, y′′ ∈
Vm)(|fx(y′) − fx(y′′)|Z ≤ ≤ n|y′ − y′′|Y )} i
Am,n = {x ∈ X : Vm,n(x) 6= Ø} Ïîêàæåìî,
ùî X =

∞⋃
m,n=1

Am,n. Ñïðàâäi, íåõàé x ∈ X.

Òîäi B = H(x)∩V 6= Ø, áî H(x) âñþäè ùiëü-
íà â Y . Íåõàé b ∈ B. Îñêiëüêè fx ëîêàëüíî
ëiïøèöåâå íà H(x) i b ∈ H(x), òî iñíóc òàêèé
âiäêðèòèé îêië W òî÷êè b ó ïðîñòîði Y , ùî
W ⊆ B i fx ëiïøèöåâå íà W ç êîíñòàíòîþ
γ. Âiçüìåìî n ∈ N, òàêå, ùî n ≥ γ. Îñêiëü-
êè V � áàçà â Y , òî iñíóc m ∈ N, òàêå, ùî
b ∈ Vm ⊆ W . Çðîçóìiëî, ùî b ∈ Vm,n(x), îò-
æå, x ∈ Am,n.

Íåõàé Um,n = intAm,n. Ç áåðîâîñòi ïðî-
ñòîðó X âèïëèâàc, ùî âiäêðèòà â X ìíîæè-
íà G =

∞⋃
m,n=1

Um,n âñþäè ùiëüíà â X. Òîäi

G ∩ U 6= Ø, îòæå, iñíóþòü òàêi íîìåðè m i n,
ùî Ũ = Um,n ∩ U 6= Ø. Ïîêëàäåìî Ṽ = Vm i
Ã = Am,n ∩ Ũ . Çðîçóìiëî, ùî Ã ùiëüíà â Ũ ,
çâiäêè âèïëèâàc, ùî Ã 6= Ø. Òîìó i Ṽ 6= Ø,
ïðè÷îìó Ṽ ⊆ V . Êðiì òîãî, äëÿ áóäü-
ÿêîãî x ∈ Ã i y′, y′′ ∈ Ṽ âèêîíócòüñÿ íåðiâ-
íiñòü |f(x, y′)− f(x, y′′)|Z ≤ n|y′ − y′′|Y . Çà-
ñòîñóâàâøè ëåìó 3 äî çâóæåííÿ g = f |Ũ×Ṽ ,
ìè îäåðæèìî, ùî g íåïåðåðâíå. Îñêiëüêè
ìíîæèíà Ũ × Ṽ âiäêðèòà â X × Y , òî i f íå-
ïåðåðâíå â êîæíié òî÷öi ç Ũ × Ṽ . Òàêèì ÷è-
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íîì, (Ũ × Ṽ ) ∩D(f) = Ø i Ũ × Ṽ ⊆ U × V ,
ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

4. Íåõàé X, Y i Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè.
Äëÿ âiäîáðàæåíü f : X×Y → Z i g : X → Y
ïîêëàäåìî

Dg(f) = {x ∈ X : (x, g(x)) ∈ D(f)}.
Òåîðåìà 2. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðî-

ñòið, Y i Z � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè, g : X →
Y � íåïåðåðâàíå âiäîáðàæåííÿ i f : X×Y →
Z � âiäîáðàæåííÿ, ÿêå íåïåðåðâíå âiäíîñíî
ïåðøî�� çìiííî��, ïðè÷îìó äëÿ êîæíîãî x ∈
X âiäîáðàæåííÿ fx ëiïøèöåâå â òî÷öi g(x).
Òîäi ìíîæèíà Dg(f) íiäå íå ùiëüíà â X.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî íîìåðà n
ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè An = {x ∈ X: (∀y ∈ Y )
(|y − g(x)|Y ≤ 1/n ⇒ |f(x, y)− f(x, g(x))|Z ≤
≤ n|y − g(x)|Y )}. Ç óìîâè íåãàéíî
îòðèìócìî, ùî

∞⋃
n=1

An = X. Ïîêëàäå-

ìî Un = intAn. Ç áåðîâîñòi ïðîñòîðó X

âèïëèâàc, ùî âiäêðèòà ìíîæèíà G =
∞⋃

n=1

Un

âñþäè ùiëüíà â X, îòæå, ���� äîïîâíåííÿ
F = X \G íiäå íå ùiëüíå â X. Äîâåäåìî,ùî
Dg(f) ⊆ F .

Íåõàé x0 ∈ G i y0 = g(x0). Ïîêàæåìî,
ùî p0 = (x0, y0) 6∈ D(f). Îñêiëüêè x0 ∈ G,
òî iñíóc n ∈ N, òàêèé, ùî x0 ∈ Un. Íå-
õàé ε > 0 i δ = min{1/2n, ε/6n}. Ç íå-
ïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåíü fy0 i g â òî÷öi x0

âèïëèâàc, ùî iñíóc âiäêðèòèé îêië U òî÷êè
x0 â X, òàêèé, ùî U ⊆ Un, i äëÿ êîëèâàíü
ôóíêöié fy i g íà U âèêîíóþòüñÿ íåðiâíî-
ñòi ωfy0

(U) < ε/2 i ωg(U) < δ. Ïîêëàäåìî
A = An ∩ U . ßñíî, ùî U ⊆ A, áî ìíîæèíà
U âiäêðèòà. Íåõàé V � âiäêðèòà êóëÿ ç öåí-
òðîì ó òî÷öi y0 i ðàäióñîì δ ó ïðîñòîði Y .
Äîâåäåìî, ùî |f(x, y) − f(x0, y0)|Z ≤ ε, ÿê
òiëüêè (x, y) ∈ U × V .

Íåõàé ñïî÷àòêó (x, y) ∈ A × V . Òîäi |y −
y0|Y < δ, îòæå,

|y − g(x)|Y ≤ |y − y0|Y + |g(x)− g(x0)|Y <

< δ + δ = 2δ ≤ 1/n.

Êðiì òîãî, |y0 − g(x)| < δ < 1/n. Îñêiëüêè

x ∈ A ⊆ An, òî

|f(x, y)− f(x, g(x))|Z ≤ n|y − g(x)|Y
i

|f(x, y0)− f(x, g(x))|Z ≤ n|y0 − g(x)|Y .

Òîìó

|f(x, y)−f(x0, y0)|Z ≤ |f(x, y)−f(x, g(x))|Z+

+|f(x, g(x))−f(x, y0)|Z+|f(x, y0)−f(x0, y0)|Z ≤
≤ n|y − g(x)|Y + n|y0 − g(x)|Y + ωfy0

(U) <

< 3nδ + ε/2 ≤ ε/2 + ε/2 = ε.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç W çàìêíåíó êóëþ ç öåí-
òðîì ó òî÷öi z0 = f(x0, y0) i ðàäióñîì ε
ó ïðîñòîði Z. Ìè äîâåëè, ùî fy(A) ⊆ W
äëÿ êîæíîãî y ∈ V . Òîäi ç íåïåðåðâíîñòi fy

âèïëèâàc, ùî

fy(U) ⊆ fy(A) ⊆ fy(A) ⊆ W = W,

ÿê òiëüêè y ∈ V . Òàêèì ÷èíîì, f(U × V ) ⊆
W , îòæå, f íåïåðåðâíå â òî÷öi (x0, y)).

Ç äîâåäåííîãî âêëþ÷åííÿ Dg(f) ⊆ F
îäðàçó æ âèïëèâàc, ùî ìíîæèíà Dg(f) íi-
äå íå ùiëüíà â X.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðî-
ñòið, Y i Z � íîðìîâàíi ïðîñòîðè i f :
X × Y → Z � âiäîáðàæåííÿ, ÿêå íåïåðåðâ-
íå âiäíîñíî ïåðøî�� çìiííî�� i äèôåðåíöiéîâ-
íå çà Ôðåøå âiäíîñíî äðóãî�� çìiííî��. Òî-
äi äëÿ êîæíîãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ
g : X → Y ìíîæèíà Dg(f) íiäå íå ùiëüíà â
X.

Çðîçóìiëî, ùî ç íàñëiäêó 2 íåãàéíî
âèïëèâàc òâåðäæåííÿ à) ç ï.1.

5. Äëÿ òî÷êè p = (x, y) ∈ X × Y ïîêëà-
äåìî prX(p = x) i prY (p) = y. Ïiäìíîæèíà
E äîáóòêó X×Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i
Y íàçèâàcòüñÿ ïðîåêòèâíî íiäå íå ùiëüíîþ,
ÿêùî îáèäâi ���� ïðîåêöi�� prX(E) i prY (E) íi-
äå íå ùiëüíi âiäïîâiäíî â X i Y . Ìíîæèíà
E íàçèâàcòüñÿ ëîêàëüíî ïðîåêòèâíî íiäå íå
ùiëüíîþ, ÿêùî äëÿ êîæíî�� òî÷êè p ∈ X×Y
iñíóc òàêèé ���� îêië W â X × Y , ùî ïåðåòèí
W ∩ E áóäå ïðîåêòèâíî íiäå íå ùiëüíèì.

Òåîðåìà 3. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðî-
ñòið, Y i Z � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè i f :
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X × Y → Z � âiäîáðàæåííÿ, ÿêå íåïåðåðâíå
âiäíîñíî ïåðøî�� çìiííî�� i ëiïøèöåâå âiäíî-
ñíî äðóãî�� çìiííî��. Òîäi prX(D(f)) íiäå íå
ùiëüíà ìíîæèíà â ïðîñòîði X.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

Fn = {x ∈ X : (∀y′, y′′ ∈ Y )

(|fx(y′)− fx(y′′)|Z ≤ n|y′ − y′′|Y )}.
Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ìíîæèíè Fn çàìêíå-
íi i

∞⋃
n=1

Fn = X. Ç áåðîâîñòi X âèïëèâàc,

ùî âiäêðèòà ìíîæèíà G =
∞⋃

n=1

Un, äå Un =

int(Fn), ùiëüíà â X. Îñêiëüêè Un ⊆ Fn, òî
|f(x, y′)−f(x, y′′)|Z ≤ n|y′−y′′|Y äëÿ äîâiëü-
íèõ y′, y′′ ∈ Y i x ∈ Un. Çà ëåìîþ 3 çâóæåííÿ
fn = f |Un×Y íåïåðåðâíå. Îñêiëüêè ìíîæèíà
Un × Y âiäêðèòà â X × Y , òî ñìóãà Un × Y
ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi C(f) òî÷îê íåïåðåðâ-
íîñòi âiäîáðàæåííÿ f . Òîäi i G × Y ⊆ C(f),
îòæå, D(f) ∩ (G × Y ) = Ø. Â òàêîìó ðàçi,
prX(D(f)) ⊆ X \ G, îòæå, öÿ ïðîåêöiÿ íiäå
íå ùiëüíà â X.

Òåîðåìà 4. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðî-
ñòið, Y i Z � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè, K � êîì-
ïàêòíà ìíîæèíà â ïðîñòîði Y i f : X ×
Y → Z � âiäîáðàæåííÿ, ÿêå íåïåðåðâíå âiä-
íîñíî ïåðøî�� çìiííî�� i ëîêàëüíî ëiïøèöåâå
âiäíîñíî äðóãî�� çìiííî��. Òîäi prX(D(f)∩(X×
K)) íiäå íå ùiëüíà â X.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî n ∈ N ïîêëà-
äåìî

Vn = {y ∈ Y : d(y,K) < 1/n}.
Ìíîæèíè Vn âiäêðèòi â Y i óòâîðþþòü áà-
çó îêîëiâ êîìïàêòà K â ïðîñòîði Y . Çãi-
äíî ç ëåìîþ 2 äëÿ êîæíî�� òî÷êè x ∈ X
iñíóc âiäêðèòèé îêië V (x) ìíîæèíè K â
Y , òàêèé, ùî fx ëiïøèöåâå íà V (x). Äëÿ
äîâiëüíîãî íîìåðà n ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè
An = {x ∈ X : Vn ⊆ V (x) i (∀y′, y′′ ∈
Vn)(|fx(y′) − fx(y′′)|Z ≤ n|y′ − y′′|Y )}. Ëåã-
êî ïåðåâiðèòè, ùî

∞⋃
n=1

A,n = X. Ïîêëàäåìî

Un = intAn i G =
∞⋃

n=1

Un. Âiäêðèòà â X ìíî-
æèíà G âñþäè ùiëüíà â X, áî X áåðiâñüêèé.

Çâóæåííÿ fn = f |Un×Vn çàäîâîëüíÿc óìî-
âè ëåìè 3, áî ìíîæèíà A = An ∩ Un ùiëü-
íà â Un i äëÿ êîæíîãî x ∈ A i äîâiëüíèõ
y′, y′′ ∈ Vn âèêîíócòüñÿ íåðiâíiñòü |f(x, y′)−
f(x.y′′)|Z ≤ n|y′ − y′′|Y . Òîìó âiäîáðàæåííÿ
fn íåïåðåðâíå. Àëå æ ìíîæèíà Un × Vn âiä-
êðèòà â X×Y , îòæå, Un×Vn ⊆ C(f). Òàêèì
÷èíîì, G ×K ⊆

∞⋃
n=1

(Un × Vn) ⊆ C(f). Â òà-
êîìó ðàçi, prX(D(f)∩ (X ×K)) ⊆ X \G, ùî
i çàâåðøóc äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Íàñëiäîê 3. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðî-
ñòið, Y � ëîêàëüíî êîìïàêòíèé ìåòðè÷íèé
ïðîñòið, Z � ìåòðè÷íèé ïðîñòið i f : X ×
Y → Z � âiäîáðàæåííÿ, ÿêå íåïåðåðâíå âiä-
íîñíî ïåðøî�� çìiííî�� i ëîêàëüíî ëiïøèöå-
âå âiäíîñíî äðóãî�� çìiííî��. Òîäi äëÿ êîæíî��
òî÷êè y ∈ Y iñíóc ���� îêië V â Y , òàêèé,
ùî ìíîæèíà prX(D(f) ∩ (X × V )) íiäå íå
ùiëüíà â X.

Íàñëiäîê 4. Íåõàé X i Y � ëîêàëüíî
êîìïàêòíi ìåòðè÷íi ïðîñòîðè, Z � äîâiëü-
íèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið i f : X × Y → Z
� íàðiçíî ëîêàëüíî ëiïøèöåâå âiäîáðàæåí-
íÿ. Òîäi D(f) ëîêàëüíî ïðîåêòèâíî íiäå íå
ùiëüíà â X × Y .

Öåé íàñëiäîê ëåãêî îäåðæócòüñÿ ç íàñëiä-
êó 3, ÿêùî çàóâàæèòè, ùî êîæíèé ëîêàëüíî
êîìïàêòíèé ïðîñòið c áåðiâñüêèì.

Íàñëiäîê 5. Íåõàé X i Y � ñêií÷åííîâè-
ìiðíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè, Z � íîðìîâàíèé
ïðîñòið i f : X × Y → Z � íàðiçíî äèôå-
ðåíöiéîâíå çà �àòî âiäîáðàæåííÿ, ïðè÷îìó
÷àñòèííi ïîõiäíi D1f i D2f ëîêàëüíî îáìå-
æåíi âiäíîñíî ïåðøî�� i äðóãî�� çìiííî�� âiä-
ïîâiäíî. Òîäi ìíîæèíà D(f) ëîêàëüíî ïðî-
åêòèâíî íiäå íå ùiëüíà â X × Y .

Çðîçóìiëî, ùî ç íàñëiäêó 5 âèïëèâàc
òâåðäæåííÿ á) ç ï.1.

6. Ç òåîðåìè 4 íåãàéíî âèïëèâàc, ùî äëÿ
êîæíî�� ôóíêöi�� f : R2 → R, ÿêà íåïåðåðâ-
íà âiäíîñíî ïåðøî�� çìiííî�� i íåïåðåðâíî äè-
ôåðåíöiéîâíà âiäíîñíî äðóãî��, i äîâiëüíî-
ãî iíòåðâàëó V = (c, d) ïðîåêöiÿ ìíîæèíè
D(f) ∩ (R× V ) íà âiñü àáñöèñ íiäå íå ùiëü-
íà. Íàâåäåìî ïðèêëàä, ÿêèé ïîêàçóc, ùî äëÿ
ôóíêöié f : R2 → R ç êëàñó CD öå òâåðäæå-
ííÿ íå âiðíå. À ñàìå, ìè ïîáóäócìî ôóíêöiþ
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f : R2 → R, ÿêà íàâiòü íåñêií÷åííî äèôå-
ðåíöiéîâíà âiäíîñíî ïåðøî�� çìiííî��, äèôå-
ðåíöiéîâíà âiäíîñíî äðóãî�� çìiííî�� i äëÿ íå��
D(f) ⊆ R×(0, 1), ïðè÷îìó ïðîåêöiÿ D(f) íà
ïåðøó âiñü âñþäè ùiëüíà â R.

Äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N i k ∈ Z ïîêëàäåìî
an,k = 2k−1

2n , bn = 1
2n , pn,k = (an,k; bn), δn =

1
2n+2 i

Qn,k = {(x, y) ∈ R2 : max{|x− an,k|,
|y − bn|} ≤ δn}.

Íåõàé E = {pn,k : n ∈ N, k ∈ Z}. Çàóâàæè-
ìî, ùî E ⊆ R× (0, 1) i pr1(E) âñþäè ùiëüíà
â R. Êðiì òîãî, ñèñòåìà êâàäðàòiâ Qm,n äè-
ç'þíêòíà i ëîêàëüíî ñêií÷åííà íà ìíîæèíi
R2 \ (R× {0})).

Ðîçãëÿíåìî íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíó
ôóíêöiþ

ϕ(t) =

{
e

t2

t2−1 , |t| < 1,
0 , |t| ≥ 1

i íàðiçíî íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíó ôóí-
êöiþ

g(x, y) =

{
2x2y2

x4+y4 , (x, y) 6= (0, 0),

0 , (x, y) = (0, 0).

ßñíî, ùî 0 ≤ ϕ(t) ≤ 1 i 0 ≤ g(x, y) ≤ 1
äëÿ âñiõ t, x, y ∈ R i D(g) = {(0, 0)}. Äëÿ
äîâiëüíèõ n ∈ N i k ∈ Z ïîêëàäåìî

fn,k(x, y) = e−1/δng(x− an,k, y − bn)×

×ϕ(
x− an,k

δn

)ϕ(
y − bn

δn

).

Çðîçóìiëî, ùî ôóíêöiÿ fn,k íàðiçíî íåñêií-
÷åííî äèôåðåíöiéîâíà, D(fn,k) = {pn,k},
fn,k(x, y) = 0 íà äîïîâíåííi äî Qn,k i 0 ≤
fn,k(x, y) ≤ e1/δn íà R2. Îñêiëüêè ðiçíi êâà-
äðàòè Qn,k íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òî ôîðìóëîþ

f(x, y) =
∑

n∈N,k∈Z
fn,k(x, y)

êîðåêòíî âèçíà÷àcòüñÿ ôóíêöiÿ f : R2 → R.
Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ f íåñêií÷åííî

äèôåðåíöiéîâíà âiäíîñíî ïåðøî�� çìiííî��,

äèôåðåíöiéîâíà âiäíîñíî äðóãî�� çìiííî�� i
D(f) = E.

Íåõàé p0 = (x0, y0) ∈ R2 i y0 6= 0.
Iñíóc âiäêðèòèé îêië W òî÷êè p0 òàêèé, ùî
ïåðåòèíàcòüñÿ ùîíàéáiëüøå ç îäíèì êâàäðà-
òîì Qn,k. Òîäi çâóæåííÿ f |W àáî äîðiâíþc
íóëþ, àáî çáiãàcòüñÿ çi çâóæåííÿì fn,k|W äëÿ
äåÿêèõ n i k. Îòæå, f íàðiçíî íåñêií÷åííî
äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi p0, íåïåðåðâíà â òî-
÷öi p0, ÿêùî p0 6∈ E, i ðîçðèâíà â öié òî÷öi,
ÿêùî p0 ∈ E.

Íåõàé òåïåð p0 = (x0, 0). Îñêiëüêè
f(x, 0) = 0 íà R, òî f � íåñêií÷åííî äèôå-
ðåíöiéîâíà âiäíîñíî ïåðøî�� çìiííî�� â òî÷öi
p0. Íåïåðåðâíiñòü f â òî÷öi p0 âèïëèâàc ç òî-
ãî, ùî íà ñìóçi R× (−δ, δ) ìàc ìiñöå îöiíêà
0 ≤ f(x, y) ≤ e−1/δn = e−2n+2 . Çàëèøèëîñÿ
äîâåñòè äèôåðåíöiéîâíiñòü f â òî÷öi p0 âiä-
íîñíî äðóãî�� çìiííî��. Íåõàé y > 0 i

ψ(y) =
f(x0, y)− f(x0, 0)

y
=

f(x0, y)

y
.

ßêùî (x0, y) ëåæèòü ïîçà êâàäðàòàìè Qn,k,
òî ψ(y) = 0. ßêùî æ (x0, y) ∈ Qn,k, òî

0 ≤ ψ(y) ≤ e−2n+2

1/2n − 1/2n+2
=

2n+2

3 · e2n+2 .

Îñêiëüêè lim
t→+∞

t
et = 0 i n → ∞ ïðè y → 0,

òî ψ(y) → 0 ïðè y → 0. Çâiäñè âèïëèâàc, ùî
∂f
∂y

(p0) = 0.
Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà E íå c ëîêàëüíî

ïðîåêòèâíî íiäå íå ùiëüíîþ. Òàêèì ÷èíîì,
ìíîæèíà E íå ìîæå áóòè ìíîæèíîþ òî÷îê
ðîçðèâó íàðiçíî íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâ-
íî�� ôóíêöi��.

7. Íà çàâåðøåííÿ ðîçãëÿíåìî îáåðíåíó
çàäà÷ó. ßê i ó Ð.Êåøíåðà [4] âiäïîâiäíi ïî-
áóäîâè áóäåìî çäiéñíþâàòè â ïðîñòîði Rn.

Äëÿ x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn ïîêëàäåìî
qi(x) = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn). Êàæóòü
[1], ùî ìíîæèíà E ⊆ Rn ëîêàëüíî ïðîå-
êòèâíî íiäå íå ùiëüíà, ÿêùî êîæíà òî÷êà
x ∈ Rn ìàc òàêèé îêië Ux, ùî ïðîåêöiÿ
qi(Ux ∩ E) íiäå íå ùiëüíà â Rn−1 äëÿ êî-
æíîãî i = 1, . . . , n. ßêùî æ qi(E) íiäå íå
ùiëüíi â Rn−1 äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . , n, òî E
íàçèâàcòüñÿ ïðîåêòèâíî íiäå íå ùiëüíîþ.
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Òåîðåìà 5. Íåõàé E � ëîêàëüíî ïðîå-
êòèâíî íiäå íå ùiëüíà Fσ- ìíîæèíà â ïðî-
ñòîði Rn. Òîäi iñíóc íàðiçíî íåñêií÷åííî äè-
ôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ f : Rn → R, òàêà, ùî
D(f) = E.

Äîâåäåííÿ. Ð.Êåøíåð â [4] äëÿ êîæíî��
ïðîåêòèâíî íiäå íå ùiëüíî�� Fσ � ìíîæèíè E0

â êóái [0, 1]n ïîáóäóâàâ íàðiçíî íåñêií÷åííî
äèôåðåíöiéîâíó ôóíêöiþ f0 : [0, 1]n → R,
ÿêà ìàc òàêi âëàñòèâîñòi:

1) 0 ≤ f0(x) ≤ 1 íà [0, 1]n;
2) ∂m

∂xm
i

f0(x) = 0 íà ìåæi êóáà [0, 1]n äëÿ
áóäü-ÿêèõ m = 1, 2, . . . òà i = 1, . . . , n;

3) D(f0) = E0;
4) E0 ⊆ f−1

0 (0).
Çðîçóìiëî, ùî òàêó æ ôóíêöiþ ìîæíà âè-

çíà÷èòè i äëÿ äîâiëüíîãî êóáà K = [a, b]n

i áóäü-ÿêî�� ïðîåêòèâíî íiäå íå ùiëüíî�� Fσ-
ìíîæèíè EK ⊆ K. Ïîçíà÷èìî ���� ÷åðåç gK

i ïîêëàäåìî fK(x) = gK(x) ïðè x ∈ K i
fK(x) = 0 ïðè x ∈ Rn\K. Ôóíêöiÿ fK : Rn →
R íàðiçíî íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà, íà-
ïiâíåïåðåðâíà çíèçó, ïðè÷îìó D(fK) = EK .

Îñêiëüêè ìíîæèíà E ëîêàëüíî ïðîåêòèâ-
íî íiäå íå ùiëüíà, òî êîæíà òî÷êà x ∈ Rn

ìàc òàêèé âiäêðèòèé îêië Ux, ùî ìíîæèíà
Ux ∩ E ïðîåêòèâíî íiäå íå ùiëüíà. Çãiäíî
ç òåîðåìîþ Ñòîóíà [7, ñ.292] ó âiäêðèòå ïî-
êðèòòÿ U = {Ux : x ∈ Rn} ïðîñòîðó Rn

ìîæíà âïèñàòè ëîêàëüíî ñêií÷åííe âiäêðèòå
ïîêðèòòÿ V . Êîæíó ìíîæèíó V ∈ V ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿäi îá'cäíàííÿ äåÿêî�� ëîêàëü-
íî ñêií÷åííî�� ñèñòåìè KV çàìêíåíèõ êóáiâ
ó ïðîñòîði Rn. Ïîêëàäåìî K =

⋃
V ∈V

KV . Çðî-
çóìiëî, ùî ñèñòåìà K çàìêíåíèõ êóáiâ ëî-
êàëüíî ñêií÷åííà, Rn =

⋃
K∈K

K i äëÿ êîæíî-
ãî K ∈ K ìíîæèíà EK = E ∩K ïðîåêòèâíî
íiäå íå ùiëüía i òèïó Fσ. Òîìó äëÿ êîæíîãî
êóáà K ∈ K ìîæíà ïîáóäóâàòè âiäïîâiäíó
êåøíåðîâó ôóíêöiþ fK : Rn → R, äëÿ ÿêî��
D(fK) = EK . Îñêiëüêè ñèñòåìà K ëîêàëüíî
ñêií÷åíà i fK(x) = 0 íà Rn \K äëÿ êîæíîãî
K ∈ K, òî ôîðìóëîþ

f(x) =
∑
K∈K

fK(x)

âèçíà÷àcòüñÿ íàðiçíî íåñêií÷åííî äèôåðåí-

öiéîâíà ôóíêöiÿ f : Rn → R. Ç òîãî, ùî
ôóíêöi�� fK íàïiâíåïåðåðâíi çíèçó ëåãêî âè-
âåñòè [1, ëåìà 2], ùî D(f) =

⋃
K∈K

D(fK). Àëå

⋃
K∈K

D(fK) =
⋃

K∈K
(E ∩K) =

= E ∩
⋃

K∈K
K = E ∩ Rn = E,

îòæå, D(f) = E.
Ç íàñëiäêó 3 i òåîðåìè 3 ìè îäåðæócìî

îïèñ ìíîæèí òî÷îê ðîçðèâó íàðiçíî íåïå-
ðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié äâîõ çìií-
íèõ.

Òåîðåìà 6. Íåõàé E ⊆ R2. Äëÿ òî-
ãî, ùîá iñíóâàëà òàêà íàðiçíî íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ f : R2 → R, ùî
D(f) = E, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá E áóëà
ëîêàëüíî ïðîåêòèâíî íiäå íå ùiëüíîþ Fσ-
ìíîæèíîþ.

ÑÏÈÑÎÊ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ
1. Ìàñëþ÷åíêî Â.Ê., Ìèõàéëþê Â.Â. Õàðàêòå-

ðèçàöiÿ ìíîæèí òî÷îê ðîçðèâó íàðiçíî íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ íà äîáóòêàõ ìåòðèçîâíèõ
ïðîñòîðiâ // Óêð. ìàò. æóðí.� 52, 6.� C.740�747.

2. B�ogel K. �Uber partiell di�erenziebare Funktionen
// Math. Z.� 1926.� 25.� S.490�495.

3. Ìàñëþ÷åíêî Â.Ê. Íàðiçíî íåïåðåðâíi âiäîáðà-
æåííÿ i ïðîñòîðè Êåòå. Äèñ. ... äîêò.ôiç.-ìàò.íàóê.�
×åðíiâöi, 1999.� 345 ñ.

4. Keshner R. The continuity of function of many
variables // Trans. Amer. Math. Soc.� 1943.� 53, 1.�
P.83�106.

5. Ãåðàñèì÷óê Â.Ã., Ìàñëþ÷åíêî Â.Ê. Ðîçðèâè
íàðiçíî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié // Äèô. ðiâíÿí-
íÿ i íåëiíiéíi êîëèâàííÿ. Òåçè äîïîâiäåé Ìiæíàðîä-
íî�� êîíôåðåíöi��.� Êè��â, 2001.� Ñ.35�36.

6. Êîëìîãîðîâ À.Í., Ôîìèí Ñ.Â. Åëåìåíòû òåî-
ðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.� Ì: Íà-
óêà, 1989.� 624 ñ.

7. Ýíãåëüêèíã Ð. Îáùàÿ òîïîëîãèÿ.� Ì.: Ìèð,
1986.� 752 ñ.

Ñòàòòÿ íàäiéøëà äî ðåäêîëåãi�� 19.12.2001

Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2002. Âèïóñê 134. Ìàòåìàòèêà. 29


