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ÌÀÐÊÎÂÑÜÊÈÌÈ ÏÅÐÅÌÈÊÀÍÍßÌÈ
Äîñëiäæeíî ãëîáàëüíó åêñïîíåíöiàëüíó p-ñòiéêiñòü çà ïåðøèì íàáëèæåííÿì òà àñèìïòî-

òè÷íó ñòîõàñòè÷íó ñòiéêiñòü òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü
ç ìàðêîâñüêèìè ïåðåìèêàííÿìè.

In the article the global exponential p-stability on �rst approximation and asymptotic
stochastic stability of the trivial solution are investigated for functional di�erential equations with
Markov switchings.

Íåõàé íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòî-
ði (Ω,F , P ) çàäàíî íà ïîòîöi σ-àëãåáð
{F t, t ≥ t0}, F t ⊂ F , âèïàäêîâèé ïðîöåñ
{x(t) ≡ x(t, ω)} ⊂ Rn äèôåðåíöiàëüíî-
ôóíêöiîíàëüíèì ðiâíÿííÿì

dx(t) = f(t, xt, ξ(t))dt, t ≥ t0, (1)

çà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè
x(t0 + θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−τ, 0], τ > 0, (2)

äå xt = {x(t + θ), θ ∈ [−τ, 0]};
{ξ(t) ≡ ξ(t, ω), t ≥ t0} ⊂ Rn � ñòîõàñòè÷íî-
íåïåðåðâíèé îäíîðiäíèé ôåëëåðiâñüêèé
ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ ç íåïåðåðâíèìè ñïðàâà
ðåàëiçàöiÿìè íà êîìïàêòíîìó ôàçîâîìó
ïðîñòîði Y , L̂ � ñëàáêèé iíôiíiòåçiìàëüíèé
îïåðàòîð ïðîöåñó {ξ(t)} ç îáëàñòþ âèçíà÷å-
ííÿ D(L̂); f : [t0,∞)×Cn([−τ, 0]×Y → Rn �
íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ çà àðãóìåíòàìè.

Îçíà÷åííÿ 1. Àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé
çà çìiííîþ t ≥ t0 n-âèìiðíèé âèïàäêîâèé
ïðîöåñ {x(t)} íàçèâàcòüñÿ ðîçâ'ÿçêîì çàäà-
÷i (1), (2) íà ìíîæèíi [t0, T ) ⊂ R+, ÿêùî
∀ T1 ⊂ [t0, T ), t ∈ [t0 − τ, T1) ç iìîâiðíiñòþ
1 âèêîíócòüñÿ ðiâíiñòü

x(t) =





ϕ(t− t0)
t ∈ [t0 − τ, t0],

ϕ(t0) +

t∫

t0

f(s, xs, ξ(s))ds

t ∈ [t0, T1).

(3)

ßêùî äîâiëüíi äâà ðîçâ'ÿçêè (1), (2) ðiâíi
ìiæ ñîáîþ ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ äëÿ äî-
âiëüíîãî âiäðiçêó t ∈ [t0, T ), òî ãîâîðÿòü,
ùî íà öié ìíîæèíi ðîçâ'ÿçîê cäèíèé. Ó öüî-
ìó âèïàäêó çà óìîâè ξ(t0) = y ðîçâ'ÿçîê áó-
äåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç {x(t, t0, ϕ, y)}, à éî-
ãî ÷àñòèíó òðàcêòîði�� íà âiäðiçêó ÷àñó [t−
τ, t] ÷åðåç xt(t0, ϕ, y) = {x(t + θ, t0, ϕ, y), θ ∈
[−τ, 0]}.

Íàäàëi áóäåìî ïðèïóñêàòè âèêîíàííÿ
îäíic�� ç óìîâ íà ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ (1).

L1) Ãëîáàëüíà óìîâà Ëiïøèöÿ:

|f(t, ϕ, y)− f(t, ψ, y)| ≤ L‖ϕ− ψ‖
äëÿ âñiõ t ≥ 0, y ∈ Y òà ϕ, ψ ∈ Cn([−τ, 0]),
‖ϕ‖ = sup

−τ≤θ≤0
|ϕ(θ)|.

L2) Ïîñèëåíà ãëîáàëüíà óìîâà Ëiïøèöÿ:
iñíóc òàêà éìîâiðíiñíà ìiðà ρ íà σ-àëãåáði
áîðåëiâñüêèõ ïiäìíîæèí âiäðiçêó [−τ, 0], ùî
äëÿ âñiõ t ≥ 0, y ∈ Y òà ϕ, ψ ∈ Cn([−τ, 0])

|f(t, ϕ, y)− f(t, ψ, y)| ≤

≤ L

t0∫

t0−τ

|ϕ(θ)− ψ(θ)|ρ(dθ) ≡ ‖ϕ− ψ‖ρ.

L3) Ëîêàëüíà óìîâà Ëiïøèöÿ:

|f(t, ϕ, y)− f(t, ψ, y)| ≤ Lr‖ϕ− ψ‖,
çà óìîâè ∀ t ≥ 0, y ∈ Y, r > 0 òà ϕ, ψ ∈
Ur(0) ≡ {ϕ ∈ Cn([−τ, 0])|‖ϕ‖ < r}.
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L4) Ïîñèëåíà ëîêàëüíà óìîâà Ëiïøèöÿ:

|f(t, ϕ, y)− f(t, ψ, y)| ≤ Lr‖ϕ− ψ‖ρ

äëÿ äîâiëüíèõ t ≥ 0, y ∈ Y, r > 0 òà ϕ, ψ ∈
U s

r (0) ≡ {ϕ ∈ Cn([−τ, 0])|‖ϕ‖ρ < r}.
Çà îáìåæåííÿìè òèïó L3, L4, ÿê ïðàâè-

ëî, âèêîðèñòîâócòüñÿ îáìåæåííÿ, òàê çâàíî-
ãî ïiäëiíiéíîãî çðîñòàííÿ

|f(t, ϕ, y)| ≤ K(‖ϕ‖+ α), (4)

àáî
|f(t, ϕ, y)| ≤ K(‖ϕ‖ρ + α) (5)

äëÿ âñiõ t ≥ 0, y ∈ Y òà ϕ, ψ ∈ Cn([−τ, 0]).
Çðîçóìiëî, ùî ç ãëîáàëüíèõ óìîâ L1) àáî

L2) òà óìîâè

sup
t≥0

|f(t, 0, y)| = α < ∞ (6)

âèïëèâàþòü óìîâè (4), (5).
Ïiäñòàâëÿþ÷è ó ïðàâó ÷àñòèíó äèôåðåí-

öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1) ðåàëiçàöi�� ìàðêîâ-
ñüêîãî ïðîöåñó {ξ(t)} òà âèêîðèñòîâóþ÷è ðå-
çóëüòàòè ïðàöi [1], ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ ó òî-
ìó, ùî ãëîáàëüíà óìîâà Ëiïøèöÿ L1) òà óìî-
âà (6) (àáî ëîêàëüíà óìîâà L3) òà óìîâà (6))
ãàðàíòóþòü iñíóâàííÿ òà cäèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
çàäà÷i (1), (2) íà [t0,∞) äëÿ äîâiëüíèõ t0 ≥ 0
i ω ∈ Ω [2].

Óâåäåìî ïîíÿòòÿ ñòiéêîñòi òðèâiàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó x(t) ≡ 0 çàäà÷i (1), (2), ÿê öå çðî-
áëåíî â ïðàöÿõ [3]�[6], ïðè÷îìó ïðèðîäíî
ïîêëàñòè α = 0 â óìîâi (6), òîáòî

f(t, 0, y) ≡ 0, (7)

à òàêîæ ââàæàòè, ùî iñíóc cäèíèé ðîçâ'ÿ-
çîê çàäà÷i (1), (2) íà áóäü-ÿêîìó ïiâiíòåðâà-
ëi [t0,∞), t0 ≥ 0.

Îçíà÷åííÿ 2. Òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
x(t) ≡ 0 çàäà÷i (1), (2) íàçâåìî:

� ñòîõàñòè÷íî ñòiéêèì, ÿêùî ∀ ε1, ε2 >
0 iñíóc òàêå δ > 0, ùî ç íåðiâíîñòi ‖ϕ‖ < δ
âèïëèâàc ∀ t0 ≥ 0, y ∈ Y íåðiâíiñòü

P{ω : sup
t≥t0

|x(t, t0, ϕ, y)| ≥ ε1} < ε2; (8)

� àñèìïòîòè÷íî ñòîõàñòè÷íî ñòié-
êèì, ÿêùî âèêîíócòüñÿ (8) òà iñíóc òàêå

δ1 > 0, ùî äëÿ ∀ t0 ≥ 0, y ∈ Y òà ϕ ∈ Uδ1(0)

P{ω : lim
t→∞

|x(t, t0, ϕ, y)| = 0} = 1; (9)

� ëîêàëüíî àñèïòîòè÷íî ñòîõàñòè÷íî
ñòiéêèì, ÿêùî âií ñòîõàñòè÷íî ñòiéêèé
òà iñíóþòü òàêi δ1 > 0 i δ2 > 0, ùî

lim
t→∞

|x(t, t0, ϕ, y)| = 0,

∀ t0 ≥ 0, y ∈ Y, ϕ ∈ Uδ1(0),

ÿê òiëüêè sup
t≥t0

|x(t, t0, ϕ, y)| < δ2.
Îçíà÷åííÿ 3. Òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

x(t) ≡ 0 çàäà÷i (1), (2) íàçâåìî
� åêñïîíåíöiàëüíî p-ñòiéêèì, ÿêùî

iñíóþòü òàêi δ > 0, M > 0 òà γ > 0,
ùî äëÿ äîâiëüíèõ t ≥ t0 ≥ 0, y ∈ Y òà
ϕ ∈ Uδ(0)

E{|x(t, t0, ϕ, y)|p} ≤ Me−γ(t−t0)‖ϕ‖p; (10)

� ãëîáàëüíî åêñïîíåíöiàëüíî p-ñòiéêèì,
ÿêùî (10) âèêîíàíî äëÿ âñiõ t ≥ t0 ≥ 0, y ∈
Y òà ϕ ∈ Cn([−τ, 0]);

� ñèëüíî åêñïîíåíöiàëüíî p-ñòiéêèì,
ÿêùî iñíóþòü òàêi δ > 0, M > 0 òà γ > 0,
ùî äëÿ âñiõ t ≥ t0 ≥ 0, y ∈ Y òà ϕ ∈ Uδ(0)

E{‖xt(t0, ϕ, y)‖p} ≤ Me−γ(t−t0)‖ϕ‖p; (11)

� ñèëüíî ãëîáàëüíî åêñïîíåíöiàëü-
íî p-ñòiéêèì, ÿêùî íåðiâíiñòü (11)
âèêîíócòüñÿ äëÿ âñiõ t ≥ t0 ≥ 0, y ∈ Y òà
∀ ϕ ∈ Cn([−τ, 0]).

Ðàçîì ç ðiâíÿííÿì (1) ðîçãëÿíåìî äèôå-
ðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ [8]

dx̃(t) = f(t, x̃t, ξ(t)) + f1(t, x̃t, ξ(t)), (12)

x̃(t0 + θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−τ, 0], τ > 0, (13)

äå f(t, 0, ξ(t)) ≡ 0, f1(t, 0, ξ(t)) ≡ 0 ç iìîâið-
íiñòþ 1.

Òåîðåìà 1. Íåõàé:
1) äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : R+×Cn([−τ, 0])×

Y → Rn âèêîíàíà ãëîáàëüíà óìîâà Ëiïøèöÿ
L1);

2) âiäîáðàæåííÿ f1 : R+ × Cn([−τ, 0]) ×
Y → Rn íåïåðâíå çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåí-
òiâ òà çàäîâîëüíÿc ãëîáàëüíó óìîâó Ëi-
ïøèöÿ
|f1(t, ϕ, y)− f1(t, ψ, y)| ≤ L1‖ϕ− ψ‖ (14)
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äëÿ âñiõ t ≥ 0, y ∈ Y òà ϕ, ψ ∈ Cn([−τ, 0]);
3) òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê x(t) ≡ 0 çàäà÷i

(1), (2) ñèëüíî ãëîáàëüíî åêñïîíåíöiàëüíî p-
ñòiéêèé.

Òîäi òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê {x̃(t) ≡
x̃(t, ω)} ⊂ Rn çàäà÷i (12), (13) ñèëüíî ãëî-
áàëüíî åêñïîíåíöiàëüíî p-ñòiéêèé ïðè äî-
ñèòü ìàëîìó L1 > 0.

Äîâåäåííÿ. Îöiíèìî ìîäóëü ðiçíèöi
ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü (1), (12) çà ïî÷àòêîâèìè
óìîâàìè (2), (13) äëÿ âñiõ t ≥ 0

|x̃(t + s, s, ϕ, y)− x(t + s, s, ϕ, y)| ≤

≤
t∫

0

|f(s + u, x̃s+u(s, ϕ, y), ξ(u))−

−f(s + u, xs+u(s, ϕ, y), ξ(u))|du+

+

t∫

0

|f1(s + u, x̃s+u(s, ϕ, y), ξ(u))−

−f1(s + u, xs+u(s, ϕ, y), ξ(u))|du.

Îñêiëüêè îáèäâà ðîçâ'ÿçêè çàäîâîëüíÿ-
þòü ïî÷àòêîâi óìîâè (2), òî äëÿ v(t) ≡
sup

−τ≤θ≤t
|x(θ + s, s, ϕ, y)− x̃(θ + s, ϕ, y)| ç ïîïå-

ðåäíüî�� íåðiâíîñòi ç óðàõóâàííÿì óìîâè (13)
òåîðåìè 1 ëåãêî îäåðæàòè îöiíêó

v(t) ≤ L

t∫

0

v(s)ds + L1

t∫

0

‖x̃s+s1(s, ϕ, y)‖ds1.

(15)
Íåõàé L1 ≤ L, òîäi ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ
(12) çàäîâîëüíÿc óìîâó Ëiïøèöÿ ç êîíñòàí-
òîþ 2L, à çíà÷èòü

sup
−τ≤t≤τ

|x̃(s + t, ϕ, y)| ≤ ‖ϕ‖e2LT (16)

äëÿ äîâiëüíèõ T ≥ 0, s ≥ 0, y ∈ Y òà ϕ ∈
Cn([−τ, 0]).

Çà ëåìîþ Ãðîíóîëëà ç íåðiâíîñòåé (15) òà
(16) âèïëèâàc äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] îöiíêà

v(t) ≤ L1Te3LT ‖ϕ‖ . (17)

Íàäàëi îöiíèìî E{‖x̃s+t(s, ϕ, y)‖p}, âèêî-
ðèñòàâøè î÷åâèäíi íåðiâíîñòi:

(E{‖x̃s+t(s, ϕ, y)‖p})1/p ≤

≤ (E{‖xs+t(s, ϕ, y)‖p})1/p+

+(E{‖x̃s+t(s, ϕ, y)− xs+t(s, ϕ, y)‖p})1/p

(18)
äëÿ p ≥ 1 òà äëÿ p ∈ (0, 1)

E{‖x̃s+t(s, ϕ, y)‖p} ≤ E{‖xs+t(s, ϕ, y)‖p}+
+E{‖x̃s+t(s, ϕ, y)− xs+t(s, ϕ, y)‖p}. (19)

Âèáåðåìî T > 0 íàñòiëüêè âåëèêèì, ùîá
âèêîíóâàëàñÿ íåðiâíiñòü

E{‖x̃s+t(s, ϕ, y)‖p} ≤





1

4p
‖ϕ‖p , ∀p ≥ 1,

1

4
‖ϕ‖p , ∀p ∈ (0, 1)

(20)
äëÿ âñiõ ϕ ∈ Cn([−τ, 0]), s ≥ 0 òà y ∈ Y .

Äàëi âèìàãàòèìåìî, ùîá L1 çàäîâîëüíÿëî
íåðiâíiñòü

L1 ≤
{

(4Te3LT )−1, ∀p ≥ 1,

(4
1
p Te3LT )−1, ∀p ∈ (0, 1).

Îòæå, ç (17)�(20) ìîæíà îäåðæàòè îöií-
êó

E{‖x̃T+s(s, ϕ, y)‖p} ≤ 1

2
‖ϕ‖p (21)

äëÿ âñiõ ϕ ∈ Cn([−τ, 0]), p > 0, s ≥ 0 òà
y ∈ Y .

ßêùî äëÿ t ∈ [T, 2T ] ïîäàòè ðîçâ'ÿçîê
(12), (13) ó âèãëÿäi

x̃t+s(s, ϕ, y) = x̃t+s(s + T, x̃s+T (s, ϕ, y), ξ(T )),

ââåñòè ïåðåõiäíó éìîâiðíiñòü
P (s, ϕ, y, t, dψ, dz) äëÿ ìàðêîâñüêîãî ïðîöå-
ñó ó ôàçîâîìó ïðîñòîði Cn([−τ, 0])× Y , òî ç
(21) âèïëèâàòèìóòü íåðiâíîñòi

E{‖x̃s+2T (s, ϕ, y)‖p} =

= E{‖x̃s+2T (s + T, xs+T (s, ϕ, y), ξ(T ))‖p} =

=

∫

Cn((E−τ,0])×Y

E{‖x̃s+2T (s + T,

ψ, z)‖p}P (s, ϕ, y, T + s, dψ, dz) ≤

≤ 1

2

∫

Cn((E−τ,0])×Y

‖ψ‖p P (s, ϕ, y, T+s, dψ, dz) =
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=
1

2
E{‖x̃s+T (s, ϕ, y)‖p} ≤ 1

4
‖ϕ‖p . (22)

Äàëi ç (16) ìîæíà îäåðæàòè îöiíêó

E{ sup
mT≤t≤(m+1)T

|x̃(s + t, ϕ, y)|p} ≤

≤ e2pLT · E{‖x̃s+mT (s, ϕ, y)‖p}. (23)

äëÿ âñiõ m ∈ N , à çà iíäóêöicþ ç (22)
âèïëèâàc

E{‖x̃s+mT (s, ϕ, y)‖p} ≤

≤ 1

2
E{

∥∥x̃s+(m−1)T (s, ϕ, y)
∥∥p}

äëÿ âñiõ m ≥ 2 i òîìó

E{‖x̃s+mT (s, ϕ, y)‖p} ≤ 1

2m
‖ϕ)‖p

äëÿ âñiõ m ∈ N . Ç îñòàíüî�� íåðiâíîñòi ç óðà-
õóâàííÿì îöiíêè (23) ìàòèìåìî íåðiâíîñòi

E{ sup
mT≤t≤(m+1)T

|x̃(s + t, ϕ, y)|p} ≤

≤ e2pLT−m ln 2 ‖ϕ‖p

äëÿ âñiõ m ∈ N , ÿêi ãàðàíòóþòü ñèëüíó ãëî-
áàëüíó åêñïîíåíöiàëüíó p-ñòiéêiñòü.

Òåîðåìà 1 äîâåäåíà.
Òåîðåìà 2. Íåõàé:
1) âèêîíócòüñÿ ïîñèëåíà óìîâà Ëiïøèöÿ

L2);
2) f(s, 0, y) ≡ 0;
3) òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê x(t) ≡ 0 ðiâíÿ-

ííÿ (1) åêñïîíåíöiàëüíî p-ñòiéêèé äëÿ p ≥
1.

Òîäi öåé ðîçâ'ÿçîê ñèëüíî ãëîáàëüíî åêñ-
ïîíåíöiàëüíî p-ñòiéêèé äëÿ p ≥ 1.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ âñiõ t ≥ s+2τ çà óìîâè
L2) ëåãêî îäåðæàòè îöiíêó

‖xs+t(s, ϕ, y)‖ ≤ |x(t + s− τ, s, ϕ, y)|+

+L

t∫

t−τ

0∫

−τ

|x(s + s1 + θ, s, ϕ, y)| ρ(dθ)ds1.

Îñêiëüêè p ≥ 1, òî ïiñëÿ ïiäíåñåííÿ îáîõ
÷àñòèí îäåðæàíî�� íåðiâíîñòi äî ñòåïåíÿ p >
0 çà íåðiâíiñòþ Écíñåíà ìàòèìåìî

‖xs+t(s, ϕ, y)‖p ≤ (|x(t + s− τ, s, ϕ, y)|+

+Lpτ p−1

t∫

t−τ

0∫

−τ

|x(s + s1+

+θ, s, ϕ, y)|pρ(dθ)ds1)2
p−1

Çàñòîñóâàâøè îïåðàöiþ E{◦} äî îáîõ ÷à-
ñòèí öic�� íåðiâíîñòi, äëÿ äîâiëüíèõ t ≥ s+2τ
îäåðæèìî íåðiâíiñòü

E{‖x̃s+t(s, ϕ, y)‖p} ≤ 2p−1(1 + Lτ p)×
× sup
−2τ≤θ≤0

E{|x(s + t + θ, s, ϕ, y)|p}.

ßêùî ñêîðèñòàòèñÿ îçíà÷åííÿì 3 åêñ-
ïîíåíöiàëüíî�� p-ñòiéêîñòi òà îöiíêîþ
sup

0≤t≤2τ
{‖xs+t(s, ϕ, y)‖ ≤ ‖ϕ‖ e2Lτ , òî îäåð-

æèìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 2.
Òåîðåìà 3. ßêùî f(s, 0, y) ≡ 0,

âèêîíócþòüñÿ ëîêàëüíà óìîâà Ëiïøèöÿ L3)
òà (4), òî ç ñèëüíî�� åêñïîíåíöiàëüíî�� p-
ñòiéêîñòi òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿí-
íÿ (1) âèïëèâàc éîãî àñèìïòîòè÷íà ñòî-
õàñòè÷íà ñòiéêiñòü.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé δ1 > 0 � ÷è-
ñëî ç îçíà÷åííÿ ñèëüíî�� åêñïîíåíöiàëüíî�� -
ñòiéêîñòi òà ϕ ∈ Uδ1(0).

Òîäi

P{ω : sup
t≥T

|x(t + s, s, ϕ, y| ≥ ε} ≤

≤ P{ω : sup
t≥τ [T

τ
]

|x(t + s, s, ϕ, y| ≥ ε} ≤

≤
∑

k=[T
τ

]

P{ω : ‖xs+kτ (s, ϕ, y)‖p ≥ εp} ≤

≤ 1

εp

∑

k=[T
τ

]

E{‖xs+kτ (s, ϕ, y)‖p} ≤

≤ M

εp
‖ϕ‖p

exp{−γτ(

[
T
τ

]
+ 1)}

1− exp{−γτ}
äëÿ âñiõ ϕ ∈ Uδ1(0), T > 0, s ≥ 0, ε ≥ 0 òà
y ∈ Y .

ßêùî ïåðåéòè äî ãðàíèöi äëÿ T →∞, òî
ìàòèìåìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 3.

Òåîðåìà 4. Íåõàé:
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1) âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè òåîðåìè 1, à
íåðiâíiñòü (13) âèêîíócòüñÿ ó êîæíié êóëi
Ur(0) çi ñòàëîþ Lr;

2) lim
r→0

Lr = 0;
3) òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1),

(2) ñèëüíî ãëîáàëüíî åêñïîíåíöiàëüíî p-
ñòiéêèé.

Òîäi òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê x̃(t) ≡ 0 çà-
äà÷i (12), (13) ëîêàëüíî ñòîõàñòè÷íî àñèì-
ïòîòè÷íî ñòiéêèé.

Äîâåäåííÿ. Óâåäåìî ôóíêöiþ

gr(α) =





1, ∀ α ∈ [0, r),
2r−α

r
, ∀ α ∈ [r, 2r),

0, ∀ α ≥ 2r.

Çðîçóìiëî, ùî |gr(α1)− gr(α2)| ≤
1

r
|α2 − α1| äëÿ âñiõ α1 ≥ 0, α2 ≥ 0 òà

r > 0. Ðàçîì ç (12) ðîçãëÿíåìî òàê çâàíå
"óðiçàíå"ðiâíÿííÿ

dx(r)(t) = f(t, x
(r)
t , ξ(t))dt+

+gr(
∥∥∥x

(r)
t

∥∥∥)f1(t, x
(r)
t , ξ(t))dt. (24)

Íåõàé òåïåð äëÿ âèçíà÷åíîñòi ‖ψ‖ ≥ ‖ϕ‖.
Îñêiëüêè gr(‖ϕ‖) = 0 äëÿ ϕ∈̄U2r(0), à äëÿ
ϕ ∈ U2r(0) ìàòèìåìî

|gr(‖ϕ‖)f1(t, ϕ, y)− gr(‖ψ‖)f1(t, ψ, y)| ≤
≤ |gr(‖ϕ‖)− gr(‖ψ‖)| |f1(t, ϕ, y)|+
+gr(‖ψ‖) |f1(t, ϕ, y)− f1(t, ψ, y)| ≤
≤ 2rK2r · 1

r
‖ϕ− ψ‖+ K2r ‖ϕ− ψ‖ =

= 3K2r ‖ϕ− ψ‖ .

Òîäi çáóðåííÿ gr(‖ϕ‖)f1(t, ϕ, y) ó ðiâíÿííi
(24) çàäîâîëüíÿc ãëîáàëüíó óìîâó Ëiïøèöÿ
L1) çi ñòàëîþ 3K2r, ÿêó ìîæíà ïåðåòâîðèòè
â ìàëó âåëè÷èíó çà ðàõóíîê âèáîðó r > 0.
Îòæå, çà òåîðåìîþ 1 òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿ-
çîê (24) ñèëüíî åêñïîíåíöiàëüíî p-ñòiéêèé,
à çà òåîðåìîþ 3 � àñèìïòîòè÷íî ñòîõàñòè-
÷íî ñòiéêèé. Òîäi äëÿ äîñèòü ìàëîãî r > 0,
∀ ε2 > 0 òà ε1 ∈ (0, γ) ⊂ (0, r) ìîæíà çàïèñà-
òè íåðiâíiñòü P{ω : sup

t≥0

∣∣x(r)(t + s, s, ϕ, y)
∣∣ ≥

ε1} < ε2, à òàêîæ ðiâíiñòü P{ω : lim
t→∞

|x(r)(t+

s, s, ϕ, y)| = 0} = 1, ÿêùî ϕ ∈ Uδ(0), à δ > 0
äîñèòü ìàëå.

Íåõàé τr � ïåðøà ìèòü âèõîäó ðîçâ'ÿç-
êó (12) ç êóëi Uδ(0). Çðîçóìiëî, ùî x(s +
τγ(t), s, ϕ, y) = x(r)(s + τr(t), s, ϕ, y) äëÿ âñiõ
ϕ ∈ Uδ(0), δ ∈ (0, γ) ∀ t ≥ 0, s ≥ 0 òà
y ∈ Y . Òîìó âèêîíócòüñÿ íåðiâíiñòü P{ω :
sup
t≥0

|x(t + s, s, ϕ, y)| ≥ ε1} = 1 − P{ω :

sup
t≥0

|x(t + s, s, ϕ, y)| < ε1} = 1 − P{ω :

sup
t≥0

∣∣x(r)(t + s, s, ϕ, y)
∣∣ < ε1} < ε2.

Çâiäñè âèïëèâàc ñòîõàñòè÷íà ñòiéêiñòü
òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó (12). Äàëi, ÿêùî
òðàcêòîðiÿ ðiâíÿííÿ (12) äëÿ ϕ ∈ Uδ(0), δ <
γ íå âèéøëà ç êóëi Uδ(0), òî öÿ òðàcêòîðiÿ
çàäîâîëüíÿc ñïiââiäíîøåííÿ (8) ç îçíà÷åííÿ
2, òîáòî P{ω : lim

t→∞
|x(t + s, s, ϕ, y)||τγ=∞ =

0v} = P{ω : lim
t→∞

∣∣x(z)(t + s, s, ϕ, y)
∣∣ =

0|τγ=∞} = 1 äëÿ âñiõ ϕ ∈ Uδ(0), s ≥ 0, y ∈ Y

òà äîñèòü ìàëîãî δ ∈ (0, γ) ⊂ (0, r).
Òåîðåìà 4 äîâåäåíà.
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