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Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi çàëåæíèõ âiä ïàðàìåòðà îñöèëÿöiéíèõ ñóì, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ
âñòàíîâëåíà îöiíêà íîðìàëüíî�� ôóíäàìåíòàëüíî�� ìàòðèöi ëiíiéíî�� ñèñòåìè iç øâèäêî îñöè-
ëþþ÷èìè êîåôiöicíòàìè òà iìïóëüñíèì âïëèâîì ó ôiêñîâàíi ìîìåíòè ÷àñó. Îäåðæàíà îöiíêà
âèêîðèñòàíà äëÿ äîâåäåííÿ àñèìïòîòè÷íî�� ñòiéêîñòi òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó íåëiíiéíî�� iì-
ïóëüñíî�� ñèñòåìè.

We have investigated the peculiarities of oscillating sums depending on the parameters with
the help of which we have found out the estimation of the normal fundamental matrix of linear
system with quickly oscillating coe�cients and impulse in�uence at �xed moments of time.The
obtained estimation is used to prove asymptotic stability of the trivial solution of the nonlinear
impulse system.

Ïðîáëåìà ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíié-
íî�� ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iì-
ïóëüñíèì âïëèâîì ðîçãëÿäàëàñü ó ïðàöi [1],
äå, çîêðåìà, áóëà äîâåäåíà òåîðåìà (êðèòå-
ðié ñòiéêîñòi çà ïåðøèì íàáëèæåííÿì) ïðî
àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü íóëüîâîãî ðîç'ÿçêó
i ïîêàçàíî, ùî ïèòàííÿ ñòiéêîñòi äîâiëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó íåëiíiéíî�� ñèñòåìè ç iìïóëüñíèì
âïëèâîì çâîäèòüñÿ äî äîñëiäæåííÿ íà ñòié-
êiñòü íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó.

Ó äàíié ñòàòòi, ãðóíòóþ÷èñü íà ïiäõîäi,
çàïðîïîíîâàíîìó â [1], ðîçãëÿäàcòüñÿ ïðî-
áëåìà ñòiéêîñòi òðèâiàëüíîãî ðîç'ÿçêó íåëi-
íiéíî�� iìïóëüñíî�� ñèñòåìè ç ìàëèì ïàðàìå-
òðîì, â ÿêié ìîìåíòè iìïóëüñíîãî âïëèâó òà-
êîæ çàëåæàòü âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà.

Ïðè äîâåäåííi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðiâíî-
ìiðíi îöiíêè îñöèëÿöiéíèõ iíòåãðàëiâ [2] òà
ñóì [3], ìåòîäèêà îòðèìàííÿ îöiíêè íîð-
ìè ôóíäàìåíòàëüíî�� ìàòðèöi ëiíiéíî�� ñèñòå-
ìè çi øâèäêî îñöèëþþ÷èìè êîåôiöicíòàìè
áåç iìïóëüñíîãî âïëèâó [4], åêñïîíåíöiàëüíà
îöiíêà ìàòðèöàíòà ëiíiéíî�� ñèñòåìè çi øâèä-
êî îñöèëþþ÷èìè êîåôiöicíòàìè òà iìïóëü-
ñíèì âïëèâîì ÷åðåç ðiâíi, çàëåæíi âiä ìàëî-
ãî ïàðàìåòðà, ïðîìiæêè ÷àñó [5].

1.Ðiâíîìiðíi îöiíêè îñöèëÿöiéíèõ
ñóì. Íåõàé ω(τ) = (ω1(τ), ..., ωm(τ))
� m-âèìiðíà âåêòîð-ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà i

p ≥ m ðàç íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà
íà [0, 1], âðîíñüêiàí ôóíêöié ω

′
1(τ), ..., ω

′
m(τ)

çàäîâîëüíÿc íåðiâíiñòü
| det(W (ω

′
(τ)))| ≥ c−1

1 > 0, τ ∈ [0, 1], (1)

äå c1 � ñòàëà.
Ðîçãëÿíåìî îñöèëÿöiéíó ñóìó âèãëÿäó

Sk(τ, ε) = ε
∑

0≤τj<τ

exp





i

ε

τj∫

0

(k, ω(z))dz



 ,

(2)
äå τ ∈ [0, 1], τ = εt � �ïîâiëüíèé� ÷àñ, k =
(k1, ..., km) ∈ Zm \ {0}, (0, ε0] 3 ε � ìàëèé
äîäàòíèé ïàðàìåòð, i � óÿâíà îäèíèöÿ.

Ó ïðàöi [3] îòðèìàíà îöiíêà ñóìè (2) â
ïðèïóùåííi, ùî τj ∈ [0, 1] � ôiêñîâàíi ìî-
ìåíòè ÷àñó, âiäíîñíî ÿêèõ âèìàãàëîñü, ùîá
τj+1 − τj = 2πε, j ∈ N. Äëÿ òàêèõ τj áóëà
âñòàíîâëåíà îöiíêà

|Sk(τ, ε)| ≤ c2(k)ε
1

m+1 τ ∈ [0, 1], ε ∈ (0, ε0],

çi ñòàëîþ c2(k), ÿêà íå çàëåæèòü âiä ε.
Ó äàíié ñòàòòi ñóìà (2) îöiíþcòüñÿ â ïðè-

ïóùåííi, ùî ìîìåíòè iìïóëüñíîãî âïëèâó τj

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
θ1ε ≤ τj+1 − τj ≤ θ2ε, (3)

äå θ1, θ2 � äîäàòíi ñòàëi, à ïîñëiäîâíiñòü
{τ̄j = τj+1 − τj} çáiæíà.
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Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè
(1) i (3), à ïîñëiäîâíiñòü {τ̄j} çáiæíà. Òîäi
äëÿ äîâiëüíîãî äîñèòü ìàëîãî η > 0 iñíóc
òàêå ε0 > 0, ùî äëÿ âñiõ ε ∈ (0, ε0], τ ∈ [0, 1]
i k 6= 0 ñïðàâäæócòüñÿ îöiíêà

|Sk(τ, ε)| ≤ ‖k‖η. (4)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü {τ̄j}
çáiæíà, òî é çáiæíîþ c ïîñëiäîâíiñòü {t̄j},
εt̄j = τ̄j. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî η > 0 iñíóc
òàêå íå çàëåæíå âiä ε ÷èñëî j0, ùî äëÿ âñiõ
j > j0, l ∈ N, âèêîíócòüñÿ íåðiâíiñòü

|t̄j − t̄j+l| < ξ(η). (5)

ßâíèé âèãëÿä ôóíêöi�� ξ(η) áóäå âèçíà÷åíèé
íèæ÷å.

Îöiíèìî îêðåìî ñóìè äëÿ j = 1, j0 − 1 i
j ≥ j0:

|Sk(τ, ε)| ≤ ε|
∑

0≤τj<τj0

exp





i

ε

τj∫

0

(k, ω(z))dz



 |+

+ε|
∑

τj0
≤τj<τ

exp





i

ε

τj∫

0

(k, ω(z))dz



 | ≤

≤ εj0 + |S̄k(τ, ε)|, (6)

äå S̄k(τ, ε) ≡ ε
∑

τj0
≤τj<τ

exp

{
i
ε

τj∫
0

(k, ω(z))dz

}
.

Ç óìîâè (1) âèïëèâàc iñíóâàííÿ òà-
êî�� ñòàëî�� c3, äëÿ ÿêî�� íà ïðîìiæêó [0, 1]
âèêîíócòüñÿ íåðiâíiñòü

|ω(r)(τ)| ≤ c3, r = 0,m. (7)

Äëÿ îöiíêè ñóìè S̄k(τ, ε) cêîðèñòàcìîñü
ìåòîäîì, çàïðîïîíîâàíèì ó [3] ïðè âñòàíîâ-
ëåííi îöiíêè ñóìè (2) äëÿ âèïàäêó, êîëè
τj+1 − τj = 2πε, j ∈ N.

Ïîäàìî âiäðiçîê [τj0 , τ ] ó âèãëÿäi
îá'cäíàííÿ âiäðiçêiâ

[τj0 , τ ] =
l−1⋃
q=0

[2δq, 2δ(q + 1)] ∪ [2δl, τ ],

äå δ � ñòàëà, ÿêà íå çàëåæèòü âiä ε i k, l �
öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà (τ − τj0)/2δ.

Çàïèøåìî ñóìó S̄k(τ, ε) ó âèãëÿäi

S̄k(τ, ε) =

= ε

l−1∑
q=0

∑

2δq≤τj<2δ(q+1)

exp





i

ε

τj∫

0

(k, ω(z))dz



 +

+ε
∑

2δq≤τj<τ

exp





i

ε

τj∫

0

(k, ω(z))dz



 . (8)

Ðîçiá'cìî iíòåðâàë [2δq, 2δ(q + 1)) íà �ðåçî-
íàíñíó� A i �íåðåçîíàíñíó� B ìíîæèíè [3],
ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ. ßê i â [3] , âiäíåñåìî
äî ìíîæèíè A âiäðiçêè äîâæèíîþ 2µ + θ2ε,
íà ÿêèõ ôóíêöiÿ (k, ω(τ)) íàáóâàc çíà÷åí-
íÿ 0 i çíà÷åíü, áëèçüêèõ äî 0. Êiëüêiñòü öèõ
âiäðiçêiâ íå ïåðåâèùóc d1 ≤ 2m−1 − 1. Ïîçà
íèìè âèêîíócòüñÿ íåðiâíiñòü

|(λ, ω′(τ))| ≥ c4µ
m−1, (9)

äå

λ =
k

‖k‖ , 0 < µ < δ, c4 ≡ 1

2m!mc1c
m−1
3

.

Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ g(τ) íà ïðîìiæêó
[0,1] íàñòóïíèì ÷èíîì: ÿêùî τ ∈ [τj, τj+1),
òî âîíà íàáóâàc çíà÷åííÿ τ̄j/(2πε).

Ç î÷åâèäíî�� íåðiâíîñòi

| sin x| ≥ 2

π
min
n∈Z

|x− πn|

i òåîðåìè ïðî ñåðåäíc çíà÷åííÿ âèïëèâàc,
ùî

| sin 1

2ε

τj+1∫

τj

(k, ω(z))dz| ≥

≥ 2 min
n∈Z

|g(τ ∗j )(k, ω(τ ∗j ))− n|. (10)

Òóò τ ∗j � äåÿêà òî÷êà ç [τj, τj+1).
Âiäíåñåìî äî ìíîæèíè A òàêi âiäðiçêè, íà

ÿêèõ ôóíêöiÿ Gk(τ) ≡ g(τ)(k, ω(τ)) íàáóâàc
öiëî÷èñëîâèõ çíà÷åíü i áëèçüêèõ äî íèõ.
Îñêiëüêè |Gk(τ)| ≤ θ2/(2π)c3‖k ‖, òî iñíóc
òiëüêè d2 < (θ2/π)c3‖k‖ + 1 öiëèõ çíà÷åíü
ôóíêöi�� Gk(τ).
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Íåõàé â òî÷öi τ ′ ôóíêöiÿ Gk(τ)
íàáóâàc öiëîãî çíà÷åííÿ n1, à â òî÷öi
τ ′′ âiäðiçíÿcòüñÿ âiä n1 íà ζ < c4µ

m, òîáòî

Gk(τ
′) = n1, |Gk(τ

′′)− n1| = ζ.

Çâiäñè ìàcìî |Gk(τ
′′)−Gk(τ

′)| = ζ. Íå âòðà-
÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ïðèïóñòèìî, ùî ïiä çíà-
êîì ìîäóëÿ � äîäàòíå ÷èñëî. Òîäi, âðàõîâó-
þ÷è (7) i (9) , ìàcìî

g(τ ′′)((k, ω(τ ′′))− (k, ω(τ ′)))+

+(k, ω(τ ′′))(g(τ ′′)− g(τ ′)) = ζ,

|τ ′′ − τ ′| ≤ |g(τ ′′)− g(τ ′)|‖k‖c3

θ1c4‖k‖µm−1
+

+
c4µ

m

θ1c4‖k‖µm−1
.

Ç îçíà÷åííÿ ôóíêöi�� g(τ) i íåðiâíîñòi (5)
âèïëèâàc

|g(τ ′′)− g(τ ′)| ≤ ξ(η)

2π
.

Òîìó

|τ ′′ − τ ′| ≤ c3

2πc4θ1

ξ(η)

µm−1
+

µ

θ1‖k‖ .

Îòæå, iñíóc d2 âiäðiçêiâ äîâæèíîþ
c3

πc4θ1

ξ(η)

µm−1
+ 2

µ

θ1‖k‖ + 2θ2ε, íà ÿêèõ ôóí-
êöiÿ Gk(τ) íàáóâàc öiëèõ i áëèçüêèõ äî öi-
ëèõ çíà÷åíü, à ïîçà íèìè (íà ìíîæèíi B )
âèêîíócòüñÿ íåðiâíiñòü

min
n∈Z

|Gk(τ)− n| ≥ c4µ
m. (11)

Îöiíèìî òåïåð êîæíèé äîäàíîê ñóìè (8)
îêðåìî, âðàõîâóþ÷è óìîâó (3):

ε

∣∣∣∣∣∣
∑

2qδ≤τj≤2(q+1)δ

exp





i

ε

τj∫

0

(k, ω(z))dz





∣∣∣∣∣∣
≤

≤ d1

θ1

(2µ + 2θ2ε)+

+
d2

θ1

(
c3

πc4θ1

ξ(η)

µm−1
+ 2

µ

θ1‖k‖ + 2θ2ε)+

+ε

d3∑
ν=1

∣∣∣∣∣∣
∑

αν≤τj≤βν

exp





i

ε

τj∫

0

(k, ω(z))dz





∣∣∣∣∣∣
.

(12)
Òóò d3 < d1 + d2 + 1 � êiëüêiñòü âiäðiçêiâ
ìíîæèíè B, à [αν , βν ] ����� ñêëàäîâèé âiäði-
çîê.

Îñêiëüêè íà ïðîìiæêàõ ìíîæèíè B
âèêîíócòüñÿ íåðiâíiñòü (11), òî, âðàõîâóþ÷è
(10), ìàcìî

ε

∣∣∣∣∣∣
∑

αν≤τj≤βν

exp





i

ε

τj∫

0

(k, ω(z))dz





∣∣∣∣∣∣
≤

≤ ε +
ε

2c4µm
+

+
nν−2∑
j=1





∣∣∣∣∣∣∣

τj+2∫

τj+1

(k, ω(z))dz −
τj+1∫

τj

(k, ω(z))dz

∣∣∣∣∣∣∣
×

×


4| sin 1

2ε

τj+2∫

τj+1

(k, ω(z))dz|




−1

×

×


| sin 1

2ε

τj+1∫

τj

(k, ω(z))dz|




−1

≤

≤ ε +
ε

2c4µm
+

+
nν−2∑
j=1

|τ̄j+1(k, ω(τ ∗j+1))− τ̄j(k, ω(τ ∗j ))|
16c2

4µ
2m

≤ ε +
ε

2c4µm
+

nν−2∑
j=1

[ |τ̄j+1 − τ̄j||(k, ω(τ ∗j+1))|
16c2

4µ
2m

+

+
τ̄j|(k, ω(τ ∗j+1))− (k, ω(τ ∗j ))|

16c2
4µ

2m

]
≤ ε +

ε

2c4µm
+

+

(
‖k‖c3

ξ(η)

µ2m
+ 2‖k‖θ2c3

ε

µ2m

)
(βν − αν)

16c2
4θ1

.

(13)
Òóò nν � êiëüêiñòü iìïóëüñiâ íà âiäðiç-
êó [αν , βν ], τ ∗j , τ ∗j+1 � äåÿêi òî÷êè âiäðiçêiâ
[τj, τj+1], [τj+1, τj+2] âiäïîâiäíî.
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Îá'cäíóþ÷è (6), (12) i (13), ìàcìî

|Sk(τ, ε)| ≤ c5µ + c6‖k‖ε + c7‖k‖εµ−m+

+c8‖k‖εµ−2m + c9‖k‖ξ(η)µ−m+1+

+c10‖k‖ξ(η)µ−2m ≤ c11‖k‖(ε + εµ−m+

+ξ(η)µ−m+1 + ξ(µ)µ−2m + εµ−2m) + c5µ.

Òóò c5, c6, ..., c10 � ñòàëi, ÿêi ëåãêî âèðàæàþ-
òüñÿ â ÿâíîìó âèãëÿäi ÷åðåç äàíi äîñëiäæó-
âàíî�� çàäà÷i, à c11 = max {c6, c7, c8, c9, c10}.

Äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíîãî η ≤ 1 çàäàìî
ôóíêöiþ ξ(η) òà âåëè÷èíè µ i ε0 ó òàêèé ñïî-
ñiá:

ξ(η) =
η2m+1

10c11

, µ =
η

2c5

, ε0 =
η2m+1

10c11

.

Òîäi

|Sk(τ, ε)| ≤ ‖k‖(η2m+1+ηm+1+ηm+2+2η)/10+

+η/2 ≤ ‖k‖η.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
Íàñëiäîê. ßêùî ‖W−1(ω

′
(τ)‖ i ôóíêöi��

ων(τ), ω′ν(τ) îáìåæåíi äåÿêîþ ñòàëîþ, ôóí-
êöi�� ω

(r)
ν (τ), ν = 1,m, r = 1,m, ðiâíîìiðíî

íåïåðåðâíi â I = [t,∞), ïîñëiäîâíiñòü {τ̄j}
çáiæíà i çàäîâîëüíÿc óìîâó (3), òî äëÿ ñó-
ìè âèãëÿäó

Sk(τ, τ̄ , t̄, ε) =

= ε
∑

t̄≤τj<t̄+τ

exp





i

ε

τj∫

τ̄

(k, ω(z))dz



 ,

äå t̄ ≥ t, τ̄ ≥ t, τ ∈ [0, T ], T � äîäàòíà
ñòàëà, ïðàâèëüíå òâåðäæåííÿ: äëÿ äîâiëü-
íîãî η > 0 iñíóc òàêå ε0 > 0, ùî äëÿ âñiõ
ε ∈ (0, ε0], i k ∈ Zm \{0} âèêîíócòüñÿ íåðiâ-
íiñòü

|Sk(τ, τ̄ , t̄, ε)| ≤ c12‖k‖η (14)

çi ñòàëîþ c12, ÿêà íå çàëåæèòü âiä
t̄, τ̄ , k, ε, η, àëå çàëåæèòü âiä T .

Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî â òî÷êàõ iì-
ïóëüñíîãî âïëèâó ñòðèáêè ôóíêöié ìàþòü
âèãëÿä ∆x|τ=τj

= x(τj + 0)− x(τj − 0), à ñàìi
ôóíêöi�� â öèõ òî÷êàõ íåïåðåðâíi çëiâà, òîáòî
x(τj) = x(τj − 0).

Òåîðåìà 2. Íåõàé:
1) ôóíêöi�� ω

(r)
ν (τ), ν = 1,m, r = 1,m, ðiâ-

íîìiðíî íåïåðåðâíi â I = [t,∞);
2) ‖W−1(ω

′
(τ)‖ i ôóíêöi�� ων(τ), ω′ν(τ)

îáìåæåíi äåÿêîþ ñòàëîþ;
3) ïîñëiäîâíiñòü {τ̄j} çáiæíà i

çàäîâîëüíÿc óìîâó (3);
4) äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî ε ôóíêöiÿ

f(y, ε) íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà çà y â I,
êðiì òî÷îê iìïóëüñíîãî âïëèâó, à âåëè÷èíà
ñòðèáêà ∆f â òî÷êàõ τj çàäîâîëüíÿc íåðiâ-
íiñòü

‖∆f |y=τj
‖ ≤ εc sup

y∈I
‖f(y, ε)‖,

äå c � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà i

sup
y∈I

‖f(y, ε)‖+ sup
y∈I

y 6=τj

∥∥∥∥
∂f(y, ε)

∂y

∥∥∥∥ < ∞.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî η > 0 iñíóc ε0 > 0
òàêå, ùî äëÿ îñöèëÿöiéíî�� ñóìè

S̄k(τ, τ̄ , t̄, ε) =

= ε
∑

t̄≤tj<t̄+τ

f(τj, ε) exp





i

ε

τj∫

τ̄

(k, ω(z))dz



 ,

äå t̄ ≥ t, τ̄ ≥ t, τ ∈ [0, T ], ε ∈ (0, ε0], k 6= 0,
ñïðàâäæócòüñÿ îöiíêà

‖S̄k(τ, τ̄ , t̄, ε)‖ ≤ c13‖k‖η
(

sup
y∈I

‖f(y, ε)‖+

+ sup
y∈I

y 6=τj

∥∥∥∥
∂f(y, ε)

∂y

∥∥∥∥
)

. (15)

Òóò ñòàëà c13 íå çàëåæèòü âiä t̄, τ̄ , k, ε, η,
àëå çàëåæèòü âiä T .

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòàcìîñü òîòîæíiñòþ
l∑

j=1

ujvj = ul

l∑
j=1

vj −
l−1∑
j=1

(uj+1 − uj)

j∑
ν=1

vν .

Íåõàé τ1, τ2, ..., τq � ìîìåíòè iìïóëüñíîãî
âïëèâó íà [t̄, t̄ + τ).

Ç òåîðåìè 1 âèïëèâàc, ùî äëÿ äîâiëüíî-
ãî äîñèòü ìàëîãî η > 0 iñíóc ε0 > 0 òàêå,
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ùî äëÿ âñiõ ε ∈ (0, ε0] âèêîíócòüñÿ îöiíêà
(14).Òîìó

‖S̄k(τ, τ̄ , t̄, ε)‖ ≤

≤ ε


‖f(τq, ε‖

∥∥∥∥∥∥

q∑
j=1

exp





i

ε

τj∫

τ̄

(k, ω(z))dz





∥∥∥∥∥∥
+

+

∥∥∥∥∥
q−1∑
j=1

(f(τj+1, ε)− f(τj, ε))

j∑
ν=1

exp





i

ε

τν∫

τ̄

(k, ω(z))dz





∥∥∥∥∥∥


 ≤

≤ c12‖k‖η sup
y∈[t̄,t̄+τ)

‖f(y, ε)‖+

+ sup
y∈[t̄,t̄+τ)

y 6=τj

∥∥∥∥
∂f(y, ε)

∂y

∥∥∥∥ εθ2
1

εθ1

c12‖k‖η+

+

q−1∑
j=1

‖∆f(τj)‖c12‖k‖η ≤

≤ c12‖k‖η
(

sup
y∈[t̄,t̄+τ)

‖f(y, ε)‖+

+
θ2

θ1

sup
y∈[t̄,t̄+τ)

y 6=τj

∥∥∥∥
∂f(y, ε)

∂y

∥∥∥∥ +

+cε
1

θ1ε
sup

y∈[t̄,t̄+τ)

‖f(y, ε)‖
)
≤

≤ c13‖k‖η
(

sup
y∈I

‖f(y, ε)‖+

+ sup
y∈I

y 6=τj

∥∥∥∥
∂f(y, ε)

∂y

∥∥∥∥
)

,

ùî é äîâîäèòü òåîðåìó çi ñòàëîþ

c13 = c12 max

{
1 +

c

θ1

,
θ2

θ1

}
. (16)

2.Îöiíêà íîðìè ìàòðèöàíòà ëiíiéíî��
ñèñòåìè. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó ñèñòåìó äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíèì âïëè-
âîì

dx

dτ
= (A(τ) + Ã(ϕ, τ))x, τ 6= τj,

∆x|τ=τj
= ε(Bj + B(ϕ, τj))x, (17)

â ÿêié τ ∈ I = [t,∞), x ∈ Rn, ϕ ∈ Rm, j ∈ N,
ïîñëiäîâíiñòü {τ̄j} çáiæíà i çàäîâîëüíÿc óìî-
âó (3), τ1 > t, (0, ε0] 3 ε � ìàëèé ïàðàìåòð,
ìàòðèöi Bj ñòàëi , ìàòðèöi A(τ), Ã(ϕ, τ),
∂Ã(ϕ, τ)/∂τ , B(ϕ, τ) i ∂B(ϕ, τ)/∂τ íåïåðåðâ-
íi â Rm+1 i 2π-ïåðiîäè÷íi ïî êîæíié iç êîîð-
äèíàò ϕν , ν = 1, m, âåêòîðà ϕ, ïðè÷îìó

sup
I
‖A(τ)‖+

∑

k 6=0

[
sup

I
‖Ak(τ)‖+

+
1

‖k‖ sup
I

∥∥∥∥
∂

∂τ
Ak(τ)

∥∥∥∥
]
≤ σ1 < ∞,

sup
j
‖Bj‖+

∑

k

[
sup

I
‖Bk(τ)‖‖k‖2+

+ sup
I

∥∥∥∥
∂

∂τ
Bk(τ)

∥∥∥∥ ‖k‖)
]
≤ σ1, (18)

sup
I
‖A0(τ)‖ ≤ α, sup

I
‖B0(τ)‖ ≤ β,

äëÿ âñiõ τ ∈ I. Òóò Ak(τ), Bk(τ) �
êîåôiöicíòè Ôóð'c ïðè ãàðìîíiêàõ ei(k,ϕ) ìà-
òðèöü Ã(ϕ, τ) i B(ϕ, τ) , (k, ϕ) = k1ϕ1 +
... + kmϕm � ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ,
‖k‖ =

√
(k, k), íîðìà ìàòðèöi óçãîäæåíà ç

åâêëiäîâîþ íîðìîþ âåêòîðà,÷èñëà α i β äî-
ñèòü ìàëi.

Ïðèïóñòèìî, ùî ϕ = ϕτ
t (ψ, ε) c ðîçâ'ÿç-

êîì iìïóëüñíî�� çàäà÷i Êîøi

dϕ

dτ
=

ω(τ)

ε
+ b(ϕ, τ), τ 6= τj,

∆ϕ|τ=τj
= εΦj(ϕ), ϕ|τ=t = ψ, (19)

äå ψ ∈ Rm, ε ∈ (0, ε1], ôóíêöi�� b, ∂b(ϕ, τ)/∂ϕ
òà Φj íåïåðåðâíi â Rm+1 i îáìåæåíi ñòàëîþ
σ1, ÷àñòîòè ω(τ) = (ω1(τ), ..., ωm(τ)) òà ��õ ïî-
õiäíi äî äåÿêîãî ïîðÿäêó p ≥ m ðiâíîìiðíî
íåïåðåðâíi íà I i [2,3]

‖(W ∗
p (τ)Wp(τ))−1W ∗

p (τ)‖ ≤ σ1 τ ∈ I. (20)

Òóò ÷åðåç Wp(τ) i W ∗
p (τ) ïîçíà÷åíî âiäïîâiä-

íî p×m-ìàòðèöþ

Wp(τ) =

(
dr

dτ r
ων(τ)

)p,m

r,ν=1
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i òðàíñïîíîâàíó äî íå��. Ïðèïóñòèìî òàêîæ,
ùî ÷àñòîòè òà ��õ ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó
îáìåæåíi ñòàëîþ σ1.

Ââàæàòèìåìî, ùî ìàòðèöàíò Q(τ, t, ε),
Q(t, t, ε) = E, ëiíiéíî�� iìïóëüñíî�� ñèñòåìè

dx

dτ
= A(τ)x, τ 6= τj,

∆x|τ=τj
= εBjx

çàäîâîëüíÿc íåðiâíiñòü

‖Q(τ, t, ε)‖ ≤ Ke−γ(τ−t), τ ≥ t, ε ∈ (0, ε1],
(22)

ç äåÿêèìè äîäàòíèìè ñòàëèìè K i γ, íå çà-
ëåæíèìè âiä ε.

Ó ïðàöi [5] îòðèìàíà îöiíêà íîðìè ìàòðè-
öàíòà ñèñòåìè (17)

‖Ωτ
t (ψ, ε)‖ ≤ K̄1e

−γ̄1(τ−t),

τ ≥ t, ψ ∈ Rm, ε ∈ (0, ε0],

ç äîäàòíèìè ñòàëèìè K̄1 > K i γ̄1 < γ çà
óìîâè, ùî τj+1 − τj = εθ, a α i β äîñèòü
ìàëi. Â äàíié ñòàòòi ñòàâèòüñÿ çàäà÷à ïðî
îäåðæàííÿ àíàëîãi÷íî�� îöiíêè, êîëè ìîìåí-
òè iìïóëüñíî�� äi�� çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (3) i
ïîñëiäîâíiñòü {τ̄j} çáiæíà.

Äëÿ äîâiëüíîãî τ > t çàïèøåìî çîáðàæå-
ííÿ [1]

Ωτ
t = Q(τ, t, ε) +

τ∫

t

Q(τ, ξ, ε)Ã(ϕξ
t , ξ)Ω

ξ
tdξ+

+ε
∑

t<τj<τ

Q(τ, τj, ε)B(ϕ
τj

t , τj)Ω
τj

t . (23)

Äëÿ îöiíêè äðóãîãî äîäàíêà ïðàâî�� ÷àñòèíè
(23) âèêîðèñòîâócòüñÿ ñõåìà, çàïðîïîíîâàíà
â [4] ïðè âñòàíîâëåííi îöiíêè íîðìè ôóíäà-
ìåíòàëüíî�� ìàòðèöi çi øâèäêî îñöèëþþ÷èìè
êîåôiöicíòàìè áåç iìïóëüñíîãî âïëèâó. Äëÿ
îöiíêè òðåòüîãî äîäàíêà ïðàâî�� ÷àñòèíè (23)
ðîçêëàäåìî ôóíêöiþ B(ϕ, τ) â ðÿä Ôóð'c.

Íåõàé q � öiëà ÷àñòèíà τ − t− 1. Òîäi

[t, τ) =
q−1∪
s=0

[t + s, t + s + 1] ∪ [t + q, τ)

i ïðè τ > t + 1
∥∥∥∥∥∥
ε

∑
t<τj<τ

Q(τ, τj, ε)B(ϕ
τj

t , τj)Ω
τj

t

∥∥∥∥∥∥
≤

≤
∑

k 6=0




q−1∑
s=0

∥∥∥∥∥∥
ε

∑
t+s≤τj<t+s+1

Fk(τ, τj, t, ε)×

× exp





i

ε

τj∫

t

(k, ω(z))dz





∥∥∥∥∥∥
+

+

∥∥∥∥∥∥
ε

∑
t+q≤τj<τ

Fk(τ, τj, t, ε)×

× exp





i

ε

τj∫

t

(k, ω(z))dz





∥∥∥∥∥∥


 ,

äå

Fk(τ, τj, t, ε) = Q(τ, τj, ε)Bk(τj)×
× exp{i(k, θ

τj

t )}Ωτj

t ,

θξ
t = ϕξ

t −
1

ε

ξ∫

t

ω(z)dz.

Çãiäíî iç çðîáëåíèìè ïðèïóùåííÿìè

‖∆Fk|ξ=τj
‖ ≤ ε(2+‖k‖)(σ1+β) sup

[t+s,t+s+1]

‖Fk‖.

Tîìó ç òåîðåìè 2 âèïëèâàc, ùî äëÿ äîâiëü-
íîãî äîñèòü ìàëîãî η > 0 iñíóc òàêå ε0 > 0,
ùî äëÿ âñiõ ε ∈ (0, ε] ç äåÿêîþ ñòàëîþ c̄13

âèêîíócòüñÿ îöiíêà
∥∥∥∥∥∥
ε

∑
t+s≤τj<t+s+1

Fk(τ, τj, t, ε)×

× exp





i

ε

τj∫

t

(k, ω(z))dz





∥∥∥∥∥∥
≤

≤ ηc̄13(‖k‖2(2 + 2α + 2σ1) sup
I
‖Bk(τ)‖+

+‖k‖ sup
I
‖ ∂

∂τ
Bk(τ)‖)×
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× sup
[t+s,t+s+1]

‖Q(τ, τj, ε)‖ sup
[t+s,t+s+1]

‖Ωτj

t ‖.

Âèêîðèñòàâøè ðiâíîìiðíi îöiíêè îñöèëÿöié-
íèõ iíòåãðàëiâ [2] , ìåòîäèêó ç ïðàöi [3] i ëå-
ìó 2.1 ç [1, c.16], îòðèìàcìî îöiíêó

‖Ωτ
t (ψ, ε)‖ ≤ 2Ke(−γ+αK+βKθ−1

1 +c14η)(τ−t),

τ > t + 1, ψ ∈ Rm,

ç äåÿêîþ ñòàëîþ c14.
Çâiäñè âèïëèâàc, ùî äëÿ äîâiëüíîãî äî-

äàòíîãî γ1 < γ − (α + βθ−1
1 )K i η ∈ (0, η0],

âèêîíócòüñÿ íåðiâíiñòü

‖Ωτ
t (ψ, ε)‖ ≤ K1e

−γ1(τ−t)

ïðè

η0 < (γ −K(α + βθ−1
1 ))c14, K1 = 2K.

Äëÿ τ ∈ [t, t + 1] ç (23) âèïëèâàc

‖Ωτ
t (ψ, ε)‖ ≤ K1e

−γ1 ≤ K1e
−γ1(τ−t),

äå

K1 = 2Keγ1+K[σ1+α+2θ−1
1 (σ1+β)] > 2K.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíîãî
η < η0 iñíóc ε0 = min {ε1, η

2m+1/(10c11)},
ùî äëÿ âñiõ ε ∈ (0, ε0], ñïðàâäæócòüñÿ îöiíêà

‖Ωτ
t (ψ, ε)‖ ≤ K1e

−γ1(τ−t). (24)

Îòæå, äîâåäåíà òàêà òåîðåìà.
Òåîðåìà 3. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè

(20), (3), (18), (22) i ïîñëiäîâíiñòü {τ̄j} çái-
æíà, òî äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíîãî γ1 < γ −
(α+βθ−1

1 )K iñíóþòü òàêå äîñèòü ìàëå ε0 >
0 i äîñèòü âåëèêå K1 > 0, ùî âèêîíócòüñÿ
îöiíêà (24) äëÿ äîâiëüíèõ τ > t, ψ ∈ Rm i
ε ∈ (0, ε0].

3. Àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿç-
êiâ íåëiíiéíî�� ñèñòåìè. Òåïåð ðîçãëÿíåìî
íåëiíiéíó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
ç iìïóëüñíèì âïëèâîì
dx

dτ
= (A(τ) + Ã(ϕ, τ))x + g(x, ϕ, τ), τ 6= τj,

∆x|τ=τj
= ε(Bj + B(ϕ, τj))x + Ij(x, ϕ), (25)

â ÿêié , ÿê i ðàíiøå,τ ∈ I = [t,∞), x ∈ Rn,
ϕ ∈ Rm, j ∈ N, ïîñëiäîâíiñòü {τ̄j} çáiæíà
i çàäîâîëüíÿc óìîâó (3), τ1 > t, (0, ε0] 3 ε
� ìàëèé ïàðàìåòð, ìàòðèöi Bj ñòàëi , ìà-
òðèöi A(τ), Ã(ϕ, τ), ∂Ã(ϕ, τ)/∂τ , B(ϕ, τ) i
∂B(ϕ, τ)/∂τ íåïåðåðâíi Rm+1 i 2π-ïåðiîäè÷íi
ïî êîæíié iç êîîðäèíàò ϕν , ν = 1, m, âåêòîðà
ϕ i çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (18).

Íåõàé ϕ = ϕτ
t (ψ, ε) � ðîçâ'ÿçîê iìïóëü-

ñíî�� çàäà÷i Êîøi (19), Q(τ, t, ε) � ìàòðèöàíò
ñèñòåìè (21), ñèñòåìà (25) ìàc òðèâiàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê, òîáòî

g(0, ϕ, τ) = 0, Ij(0, ϕ) = 0,

τ ∈ I, ϕ ∈ Rm, j ∈ N.

Áóäåìî äîñëiäæóâàòè ñòiéêiñòü öüîãî
ðîçâ'ÿçêó. Òàêà çàäà÷à äëÿ ñèñòåì áåç ìàëî-
ãî ïàðàìåòðà çà óìîâè τj+1 − τj ≥ θ, j ∈ N,
ðîçâ'ÿçàíà â [1, c.115].

Òåîðåìà 4. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè
òåîðåìè 3, à ôóíêöi�� g(x, ϕ, τ), Ij(x, ϕ) çà-
äîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

‖g(x, ϕ, τ)‖ ≤ a‖x‖, ‖Ij(x, ϕ)‖ ≤ a‖x‖,
(26)

τ ∈ I, ϕ ∈ Rm, j ∈ N, ‖x‖ ≤ h, h > 0.

Òîäi iñíóc ε0 > 0 òàêå, ùî äëÿ âñiõ
ε ∈ (0, ε0] ïðè äîñèòü ìàëèõ a òðèâiàëü-
íèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (25) àñèìïòîòè÷íî
ñòiéêèé.

Äîâåäåííÿ. Äîâiëüíèé ðîç'ÿçîê ñèñòåìè
(25) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi [1]

x(x0, ϕ, τ) = Ωτ
t x0+

+

τ∫

t

Ωξ
tg(x(x0, ϕ, ξ), ϕ, ξ)dξ+

+
∑

t<τj<τ

Ω
τj

t Ij(x(x0, ϕ, ξ), ϕ), τ > t,

äå Ωτ
t � ìàòðèöàíò ñèñòåìè (17). Iç òåîðå-

ìè 3 âèïëèâàc, ùî iñíóþòü òàêå äîñèòü ìàëå
ε0 > 0 i äîñèòü âåëèêå K1 > 0, ùî äëÿ ìà-
òðèöàíòà Ωτ

t âèêîíócòüñÿ îöiíêà (24). Òîìó,
âðàõîâóþ÷è óìîâó (26), ìàcìî

‖x(x0, ϕ, τ)‖ ≤ K1e
−γ1(τ−t)‖x0‖+
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+

τ∫

t

K1e
−γ1(τ−ξ)a‖x(x0, ϕ, ξ)‖dξ+

+
∑

t<τj<τ

K1e
−γ1(τ−τj)a‖x(x0, ϕ, τj)‖.

Âèáåðåìî x0 òàê, ùîá ‖x0‖ < h/K1. Âèêî-
ðèñòîâóþ÷è ëåìó 2.1 ç [1, c.16], îòðèìócìî

‖x(x0, ϕ, τ)‖ ≤ he−γ2(τ−t)

äëÿ äîâiëüíèõ äîäàòíîãî γ2 < γ1 − K1a −
θ−1
1 ln(1+K1a), τ > t i ϕ ∈ Rm, ùî é äîâîäèòü
òåîðåìó.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî íåëiíiéíó ñèñòåìó äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåôiêñîâàíèìè ìî-
ìåíòàìè iìïóëüñíî�� äi��
dx

dτ
= (A(τ)+Ã(ϕ, τ))x+g(x, ϕ, τ), τ 6= τj(x),

∆x|τ=τj(x) = ε(Bj+B(ϕ, τj))x+Ij(x, ϕ), (27)

â ÿêié τ, x, ϕ, j, ε, Bj, A(τ), Ã(ϕ, τ), i B(ϕ, τ)
òàêi æ, ÿê i â ñèñòåìi (25).

Íåõàé ϕ = ϕτ
t (ψ, ε) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

Êîøi
dϕ

dτ
=

ω(τ)

ε
+ b(ϕ, τ), ϕ|τ=t = ψ,

äå ψ, b � òàêi æ, ÿê ó (19).
Ïîðÿä ç ñèñòåìîþ (27) ðîçãëÿíåìî ñèñòå-

ìó
dx

dτ
= A(τ)x, τ 6= τj,

∆x|τ=τj
= εBjx, (28)

â ÿêié |τj(0) − τj| ≤ ∆, j ∈ N, äå ∆ = ∆(h)
� äîäàòíà ñòàëà, ∆(h) → 0 ïðè h → 0.

Òåîðåìà 5. Íåõàé:
1) âèêîíóþòüñÿ óìîâè (18),(20);
2) ìàòðèöàíò ñèñòåìè (28) çàäîâîëüíÿc

íåðiâíiñòü (22) ;
3) ñèñòåìà (27) ìàc òðèâiàëüíèé ðîç'ÿ-

çîê;
4) äëÿ ôóíêöié g(x, ϕ, τ), Ij(x, ϕ) âèêîíó-

þòüñÿ íåðiâíîñòi (26);

5) ôóíêöi�� τj(x) çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
Ëiïøèöÿ i

θ1ε ≤ min
‖x‖≤h

τj+1(x)− max
‖x‖≤h

τj(x) ≤ θ2ε,

τj(x) ≥ τj(x + ε(Bj + B(ϕ, τj(x))x))

τ ∈ I, ϕ ∈ Rm, j ∈ N, ‖x‖ ≤ h, h > 0,

à ïîñëiäîâíiñòü {τ̄j(x)} çáiæíà äëÿ êîæíî-
ãî ‖x‖ ≤ h (τ̄j(x) = τj+1(x)− τj(x)).

Òîäi iñíóc ε0 > 0 òàêå, ùî äëÿ âñiõ
ε ∈ (0, ε0] ïðè äîñèòü ìàëèõ a òðèâiàëü-
íèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (27) àñèìïòîòè÷íî
ñòiéêèé.

Ïðè äîâåäåííi âèêîðèñòîâócòüñÿ ñõåìà
äîâåäåííÿ òåîðåìè 17.1 ç [1] òà îöiíêà (24).
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