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ÁÅÐIÂÑÜÊÀ ÊËÀÑÈÔIÊÀÖIß I ÏÐÎÑÒÎÐÈ ËÅÁÅ�À
Ó çâ'ÿçêó ç áåðiâñüêîþ êëàñèôiêàöicþ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü òà ��õ àíàëî-

ãiâ óâåäåíî âiäïîâiäíå ïîíÿòòÿ ïðîñòîðó Ëåáå à. Äîâåäåíî, ùî òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðî-
ñòið, ÿêèé ïîäà¹òüñÿ ÿê îá'¹äíàííÿ çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi ìåòðèçîâíèõ ïiäïðîñòîðiâ, i σ-
ìåòðèçîâíèé ïàðàêîìïàêò ¹ ïðîñòîðàìè Ëåáå à.

In connection with Baire classi�cation of separately continuous mappings and its analogs it is
introduced the corresponding notion of Lebesgue space. It is proved that topological vector space
which is union of increasing sequence of metrizable subspaces and σ-metrizable paracompactum
are Lebesque spaces.

Ó äàíié çàìiòöi ïðîäîâæóþòüñÿ äîñëi-
äæåííÿ áåðiâñüêî¨ êëàñèôiêàöi¨ âåêòîðíî-
çíà÷íèõ âiäîáðàæåíü, ùî ïðîâîäèëèñü ó [1�
3].

1. Îçíà÷åííÿ, ïîçíà÷åííÿ i äîïîìi-
æíi òâåðäæåííÿ. Äëÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðî-
ñòîðiâ X, Y i Z ïîçíà÷èìî ÷åðåç CBα(X ×
Y, Z) êëàñ óñiõ âiäîáðàæåíü f : X × Y → Z,
íåïåðåðâíèõ âiäíîñíî ïåðøî�� çìiííî�� i áå-
ðiâñüêîãî êëàñó α âiäíîñíî äðóãî��, i ÷åðåç
Bα(X×Y, Z) � êëàñ óñiõ âiäîáðàæåíü áåðiâ-
ñüêîãî êëàñó α íà X × Y .

Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
íàçèâà¹òüñÿ σ-ìåòðèçîâíèì, ÿêùî âií
çîáðàæócòüñÿ ó âèãëÿäi çëi÷åííîãî îá'-
¹äíàííÿ çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi ñâî¨õ
çàìêíåíèõ ìåòðèçîâíèõ ïiäïðîñòîðiâ. ßêùî
â êîæíå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ãàóñäîðôî-
âîãî ïðîñòîðó ìîæíà âïèñàòè ëîêàëüíî
ñêií÷åííå âiäêðèòå ïiäïîêðèòòÿ, òî òàêèé
ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ ïàðàêîìïàêòîì. Ñiì'ÿ
(hi : i ∈ I) íåïåðâíèõ ôóíêöié hi : X → [0, 1]
óòâîðþ¹ íà X ðîçáèòòÿ îäèíèöi, ÿêùî∑
i∈I

hi(x) = 1 äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Ðîçáèòòÿ
îäèíèöi (hi : i ∈ I) ïiäïîðÿäêîâàíå ïîêðè-
òòþ U òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, ÿêùî
äëÿ êîæíîãî i ∈ I ïðîîáðàç h−1

i ((0, 1]) ⊆ U
äëÿ äåÿêîãî U ∈ U . Âîíî íàçèâà¹òüñÿ
ëîêàëüíî ñêií÷åííèì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨
òî÷êè x ∈ X iñíó¹ ¨¨ îêië V , òàêèé, ùî
ìíîæèíà {i ∈ I : h−1

i ((0, 1])
⋂

V 6= Ø} ¹

ñêií÷åííîþ. Iñíóâàííÿ ëîêàëüíî ñêií÷åííî-
ãî ïiäïîðÿäêîâàíîãî âiäêðèòîìó ïîêðèòòþ
ðîçáèòòÿ îäèíèöi ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ
óìîâîþ ïàðàêîìïàêòíîñòi [4, c.447].

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâàòèìåìî
ïðîñòîðîì Ëåáå à, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî òî-
ïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ëîêàëüíî îïóêëî-
ãî ïðîñòîðó Z i äîâiëüíîãî ïîðÿäêîâîãî ÷è-
ñëà α < ω1 ïðàâèëüíå âêëþ÷åííÿ CBα(X ×
Y, Z) ⊆ Bα+1(X × Y, Z).

ßêùî ïîïåðåäí¹ âêëþ÷åííÿ ìà¹ ìiñöå
äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó Z, òî ïðîñòið X íàçèâàòèìåìî
ñèëüíèì ïðîñòîðîì Ëåáå à.

Ïðè äîâåäåííi îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ âè-
êîðèñòîâóâàòèìåìî íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Ëåìà. Íåõàé X, Y � òîïîëîãi÷íi ïðî-
ñòîðè, Z � òîïîëîãi÷íèé âåêòîðèé ïðî-
ñòið, (hi)i∈I � ëîêàëüíî ñêií÷åííå ðîçáèòòÿ
îäèíèöi íà X, (fi)i∈I � ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü
fi : Y → Z áåðiâñüêîãî êëàñó α íà Y . Òîäi
âiäîáðàæåííÿ f(x, y) =

∑
i∈I

hi(x)fi(y) c áåðiâ-
ñüêîãî êëàñó α íà X × Y .

Äîâåäåííÿ öic�� ëåìè äëÿ Z = R ìîæíà
çíàéòè â [2]. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó âîíà äî-
âîäèòüñÿ öiëêîì àíàëîãi÷íî.

Òåîðåìà (Ãàóñäîðô [4, c.439]). Íåõàé X0

� çàìêíåíèé ïiäïðîñòið ìåòðèçîâíîãî ïðî-
ñòîðó X. Òîäi êîæíó ìåòðèêó íà X0 ìî-
æíà íåïåðåðâíî ïðîäîâæèòè äî ìåòðèêè
íà âåñü ïðîñòið X.
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2. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè.
Òåîðåìà 1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé

ïðîñòið, òàêèé, ùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü
((hi,n : i ∈ In))∞n=1 ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ ðîç-
áèòòiâ îäèíèöi íà X, à òàêîæ iñíó¹ ïîñëi-
äîâíiñòü ñiìåé ((xi,n : i ∈ In))∞n=1 òî÷îê ç
X, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó:

(i) äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X i äîâiëüíîãî
¨¨ îêîëó U iñíó¹ íîìåð n0 òàêèé, ùî äëÿ âñiõ
n ≥ n0 i âñiõ i ∈ In ç òîãî, ùî x ∈ supphi,n,
âèïëèâà¹, ùî xi,n ∈ U .

Òîäi X � ïðîñòið Ëåáå à.
ßêùî äî òîãî æ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
(ii) ∀x ∈ X ∃M ∈ N ∀n ∈ N :

|{i ∈ In : hi,n(x) 6= 0}| ≤ M , òî X � ñèëüíèé
ïðîñòið Ëåáå à.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ CBα(X ×
Y, Z), äå Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Z
� ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið i α < ω1.
Äëÿ êîæíîãî n ∈ N ïîêëàäåìî fn(x, y) =∑
i∈In

hi,n(x)f(xi,n, y). Çãiäíî ç ëåìîþ, fn ∈
Bα(X × Y, Z). Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè, ùî
lim

n→∞
fn(x, y) = f(x, y) äëÿ êîæíî¨ òî÷êè

(x, y) ∈ X × Y .
Íåõàé (x0, y0) ∈ X × Y i W � àáñîëþòíî

îïóêëèé îêië íóëÿ â Z. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ
f(·, y0) íåïåðåðâíà íà X, òî iñíó¹ îêië U òî-
÷êè x0, òàêèé, ùî f(x0, y0)−f(x, y0) ∈ W äëÿ
âñiõ x ∈ U . Òîäi, çãiäíî ç óìîâîþ (i) iñíó¹ íî-
ìåð n0, òàêèé, ùî f(x0, y0) − f(xi,n, y0) ∈ W
äëÿ âñiõ n ≥ n0 òà i ∈ In, òàêèõ, ùî x0 ∈
supphi,n. Îòæå,

f(x0, y0)− fn(x0, y0) =

=
∑
i∈In

hi,n(x0)(f(x0, y0)− f(xi,n, y0)) ∈ W,

áî ñóìà íàñïðàâäi ñêií÷åííà.
Ó âèïàäêó, êîëè Z � äîâiëüíèé òîïî-

ëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið, òî äëÿ çàî-
êðóãëåíîãî îêîëó íóëÿ W â Z ñëiä âèáðà-
òè òàêèé çàîêðóãëåíèé îêië íóëÿ W̃ , ùî
W̃ + · · ·+ W̃︸ ︷︷ ︸

M -ðàç
⊆ W , äå M ç óìîâè (ii).

Òåîðåìà 2. Íåõàé X =
∞⋃

n=1

Xn � òîïî-
ëîãi÷íèé ïðîñòið, äå (Xn) � çðîñòàþ÷à ïî-

ñëiäîâíiñòü ïiäïðîñòîðiâ ïðîñòîðó X i d �
ìåòðèêà íà X, ÿêà íà ïiäïðîñòîðàõ Xn ïî-
ðîäæó¹ âèõiäíó òîïîëîãiþ. Òîäi:

(à) ÿêùî òîïîëîãiÿ íà X, ùî ïîðîäæó¹-
òüñÿ ìåòðèêîþ d, ñëàáøà çà âèõiäíó, òî X
� ïðîñòið Ëåáå à;

(á) ÿêùî X � ïàðàêîìïàêò, òî X � ïðî-
ñòið Ëåáå à.

Äîâåäåííÿ. (à) Íåõàé (Bn)∞n=1 � ïîñëi-
äîâíiñòü âiäêðèòèõ ïîêðèòòiâ ïðîñòîðó X
d-âiäêðèòèìè êóëÿìè ðàäióñà 1/2n. Çãiäíî ç
òåîðåìîþ Ñòîóíà [4, c.414], ïðîñòið (X, d) ¹
ïàðàêîìïàêòíèì, òîìó äëÿ êîæíîãî n ∈ N
iñíó¹ ïiäïîðÿäêîâàíå ïîêðèòòþ Bn ðîçáèòòÿ
îäèíèöi (hi,n : i ∈ In) íà X. Îñêiëüêè ìå-
òðèçîâíà òîïîëîãiÿ íà X ñëàáøà çà âèõiäíó,
òî (hi,n) áóäå ëîêàëüíî ñêií÷åííèì ðîçáè-
òòÿì îäèíèöi íà ïðîñòîði X ç âèõiäíîþ
òîïîëîãi¹þ.

Òî÷êè xi,n âèáåðåìî òàê: xi,n ∈
supphi,n

⋂
Xk, äå k � òîé íàéìåíøèé íîìåð,

ùî supphi,n

⋂
Xk 6= Ø. Ïîêàæåìî, ùî â öüî-

ìó âèïàäêó âèêîíócòüñÿ óìîâà (i) òåîðåìè
1.

Íåõàé x0 ∈ X i U � îêië òî÷êè x0 ó âè-
õiäíié òîïîëîãi¨. Iñíó¹ íîìåð m ∈ N, òàêèé,
ùî x0 ∈ Xm, òà iñíó¹ δ > 0, òàêå, ùî êóëÿ
B ç öåíòðîì ó òî÷öi x0 ðàäióñà δ â ïðîñòî-
ði Xm ìiñòèòüñÿ â Um = Xm

⋂
U . Ïîêëàäå-

ìî n0 = max{m, [1/δ] + 1}. Íåõàé n ≥ n0,
i ∈ In i x0 ∈ supphi,n. Òîäi supphi,n

⋂
Xm 6= Ø

i òîé íîìåð k, ùî ôiãóðó¹ ïðè âèáîði òî-
÷îê xi,n, íå ïåðåâèùó¹ m, îòæå, xi,n ∈ Xm.
Îñêiëüêè äiàìåòð supphi,n íå ïåðåâèùó¹ 1

n
,

òî d(xi,n, x0) < δ. Îòæå, xi,n ∈ B ⊆ Um ⊆ U .
Òàêèì ÷èíîì, óìîâà (i) òåîðåìè 1 âèêîíó¹-
òüñÿ i X � ïðîñòið Ëåáå à.

(á) Íåõàé n ∈ N i äëÿ âñiõ m ≥ n ÷åðåç
Bm

n ïîçíà÷èìî ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó Xm êó-
ëÿìè ðàäióñà 1/2n. Äëÿ êîæíîãî B ∈ Bm

n

iñíó¹ âiäêðèòà â X ìíîæèíà V , òàêà, ùî
V

⋂
Xm = B. Ñóêóïíiñòü óñiõ òàêèõ ìíî-

æèí ïîçíà÷èìî ÷åðåç Vm
n . Äàëi ïîêëàäåìî

Un =
∞⋃

m=n

Vm
n . Çðîçóìiëî, ùî Un, n ∈ N, � âiä-

êðèòå ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó X. Îñêiëüêè X �
ïàðàêîìïàêò, òî äëÿ êîæíîãî n iñíó¹ ïiäïî-
ðÿäêîâàíå ïîêðèòòþ Un ëîêàëüíî ñêií÷åííå
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ðîçáèòòÿ îäèíèöi (hi,n : i ∈ In) íà X. Âè-
áið òî÷îê xi,n çäiéñíèìî òàê, ÿê i ðàíiøå:
xi,n ∈ supphi,n

⋂
Xk, äå k � íàéìåíøèé íî-

ìåð òàêèé, ùî supphi,n

⋂
Xk 6= Ø. Çàëèøà¹-

òüñÿ ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ óìîâè (i).
Íåõàé x0 ∈ X i U � îêië òî÷êè x0. Iñíó¹

íîìåð l ∈ N, òàêèé, ùî x0 ∈ Xl i ÷èñëî δ > 0,
òàêå, ùî êóëÿ B ç öåíòðîì â òî÷öi x0 ðàäió-
ñà δ â ïðîñòîði Xl ìiñòèòüñÿ â Ul = Xl

⋂
U .

Ïîêëàäåìî n0 = max{l, [1
δ

]
+ 1}. Íåõàé òå-

ïåð n ≥ n0, i ∈ In i x0 ∈ supphi,n. Òîäi
supphi,n

⋂
Xl 6= Ø i k ≤ l, îòæå, xi,n ∈ Xl.

Îñêiëüêè äiàìåòð supphi,n

⋂
Xl íå ïåðåâè-

ùó¹ 1/n, òî d(xi,n, x0) < δ. Îòæå, xi,n ∈ B ⊆
Ul ⊆ U . Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 1. ßêùî òîïîëîãi÷íèé âå-
êòîðíèé ïðîñòið X ¹ îá'¹äíàííÿì çðîñòà-
þ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi ñâî¨õ ìåòðèçîâíèõ ïiä-
ïðîñòîðiâ Xn, òî X � ïðîñòið Ëåáå à.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü äîâåñòè, ùî íà X
iñíó¹ ñëàáøà çà âèõiäíó ìåòðèçîâíà òîïîëî-
ãiÿ, ÿêà íà ïiäïðîñòîðàõ Xn ïîðîäæó¹ âèõi-
äíó òîïîëîãiþ. Òîäi, çãiäíî ç ÷àñòèíîþ (à)
òåîðåìè 2, X áóäå ïðîñòîðîì Ëåáå à.

Äëÿ δ > 0 ÷åðåç Bn
δ ïîçíà÷èìî âiäêðè-

òó êóëþ ç öåíòðîì ó íóëi ðàäióñà δ â ïðî-
ñòîði Xn. Íåõàé U1 � òàêèé âiäêðèòèé çàî-
êðóãëåíèé îêië íóëÿ â X, ùî U1

⋂
X1 ⊆ B1

1 .
Äàëi, íåõàé U2 � çàîêðóãëåíèé âiäêðèòèé
îêië íóëÿ â X, òàêèé, ùî U2

⋂
X1 ⊆ B1

1/2,
U2

⋂
X2 ⊆ B2

1/2 i U2+U2 ⊆ U1. Ïðîäîâæóþ÷è
öåé ïðîöåñ äî íåñêií÷åííîñòi, ìè îòðèìà¹ìî
ïîñëiäîâíiñòü (Un)∞n=1 çàîêðóãëåíèõ âiäêðè-
òèõ îêîëiâ íóëÿ, òàêèõ, ùî Un

⋂
Xk ⊆ Bk

1
n

,
k ∈ {1, 2, . . . , n} i Un +Un ⊆ Un−1 äëÿ êîæíî-
ãî n ∈ N. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ñèñòå-
ìà ìíîæèí U = {Un : n ∈ N} ¹ äîñòàòíüîþ
â ïðîñòîði X. Òîìó íà X iñíó¹ ëiíiéíà òîïî-
ëîãiÿ τ , äëÿ ÿêî¨ U ¹ áàçîþ îêîëiâ íóëÿ. Çà
ïîáóäîâîþ âèõiäíà òîïîëîãiÿ íà X ñèëüíi-
øà çà τ -òîïîëîãiþ, àäæå êîæíèé τ -îêië íó-
ëÿ â X ¹ îêîëîì íóëÿ ó âèõiäíié òîïîëîãi¨.
Êðiì òîãî, òîïîëîãiÿ τ íà Xn ïîðîäæó¹ òî-
ïîëîãiþ, ùî çáiãà¹òüñÿ ç âèõiäíîþ, îñêiëüêè
{Uk

⋂
Xn : k ∈ N} � áàçà îêîëiâ íóëÿ â Xn ç

âèõiäíîþ òîïîëîãi¹þ. Îñêiëüêè U � çëi÷åííà
áàçà, òî τ � ìåòðèçîâíà òîïîëîãiÿ [5, c.42].

Íàñëiäîê 2. ßêùî X � σ-ìåòðèçîâíèé
ïàðàêîìïàêò, òî X � ïðîñòið Ëåáå à.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè X � σ-ìåòðèçîâíèé
ïðîñòið, òî X =

∞⋃
n=1

Xn, äå (Xn) � çðîñòàþ÷à
ïîñëiäîâíiñòü çàìêíåíèõ ìåòðèçîâíèõ ïiä-
ïðîñòîðiâ ïðîñòîðó X. Çãiäíî ç ÷àñòèíîþ
(á) òåîðåìè 2, äîñèòü íà X âèçíà÷èòè ìå-
òðèêó, ÿêà íà ïiäïðîñòîðàõ Xn ïîðîäæóâàëà
á âèõiäíó òîïîëîãiþ.

Íåõàé d1 � ìåòðèêà, ÿêà íà ïðîñòîði X1

ïîðîäæó¹ éîãî òîïîëîãiþ. Îñêiëüêè X1 çà-
ìêíåíèé ïiäïðîñòið ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó
X2, òî, çãiäíî ç òåîðåìîþ Ãàóñäîðôà, ìåòðè-
êó d1 ìîæíà íåïåðåðâíî ïðîäîâæèòè äî ìå-
òðèêè d2 íà âåñü ïðîñòið X2. Äàëi, îñêiëüêè
X2 ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ìåòðèçîâíî-
ãî ïðîñòîðó X3, òî ìåòðèêó d2 ìîæíà íåïå-
ðåðâíî ïðîäîâæèòè äî ìåòðèêè d3 íà âåñü
ïðîñòið X3. Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ äî
íåñêií÷åííîñòi, îòðèìà¹ìî óçãîäæåíó ïîñëi-
äîâíiñòü ìåòðèê (dn). Òîäi ìåòðèêó íà ïðî-
ñòîði X âèçíà÷èìî òàê: d(x, y) = dk(x, y), äå
k � òîé íîìåð, ùî x ∈ Xk i y ∈ Xk.
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