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ПРО ЗВ’ЯЗОК МIЖ КОЛИВНIСТЮ РОЗВ’ЯЗКIВ ЛIНIЙНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ ТА ВIДПОВIДНИХ ЇМ РIЗНИЦЕВИХ РIВНЯНЬ

ДРУГОГО ПОРЯДКУ

Встановлено умови коливностi розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь другого по-
рядку, якщо розв’язки їх рiзницевих аналонiв є коливними.

We establish conditions for oscillations of the solutions of linear second order differential equati-
ons provided that the solutions of the corresponding difference equations oscillate.

Вступ
Дана робота присвячена вивченню зв’яз-

ку мiж якiсними властивостями розв’язкiв
диференцiальних та вiдповiдних їм рiзнице-
вих рiвнянь, коли крок h рiзницевого рiв-
няння прямує до нуля. А саме, встановле-
нi умови збереження коливних властивостей
розв’язкiв.

Добре вiдомо, (наприклад, [3, стр.114] ),
що на скiнченних часових iнтервалах пове-
дiнка розв’язкiв диференцiальних рiвнянь
мало вiдрiзняється вiд поведiнки вiдповiд-
них їм розв’язкiв рiзницевих рiвнянь. Оцiн-
ка рiзницi мiж ними в вузлових точках про-
порцiйна h – кроку рiзницевого рiвняння.
Однак, дана оцiнка не гарантує збережен-
ня коливностi у одного з рiвнянь при умовi,
що таку властивiсть має iнше.

Питанням зв’язку мiж коливнiстю
розв’язкiв лiнiйних рiзницевих i вiдповiд-
них їм диференцiальних рiвнянь другого
порядку присвяченi роботи [1,10]. Так, в [10]
встановлено коливнiсть розв’язкiв лiнiйних
рiзницевих рiвнянь з достатньо малим кро-
ком h при умовi, що таку властивiсть мають
розв’язки вiдповiдного диференцiального
рiвняння. В [1] отримано обернений резуль-
тат, коли з коливностi розв’язкiв рiзницевих
рiвнянь при достатньо малому кроцi h ви-
пливає коливнiсть розв’язкiв вiдповiдного
диференцiального рiвняння.

Але в цих роботах вивчається колив-
нiсть фiксованого розв’язку задачi Кошi.
При цьому крок h вибирається свiй для ко-

жних початкових даних, що не є зручним з
точки зору застосувань.

Виникає питання про iснування унiвер-
сального кроку h, який гарантує збереже-
ння коливностi для всiх розв’язкiв (для всiх
початкових даних).

В роботi [11] встановлено iснування унi-
версального кроку h, що гарантує збереже-
ння коливностi розв’язкiв рiзницевих рiв-
нянь при умовi, що таку властивiсть мають
розв’язки диференцiального рiвняння. При
цьому крок h можна вибрати єдиним чином
для всiх початкових даних.

В данiй роботi розв’язана обернена за-
дача. А саме встановлено iснування тако-
го кроку h рiзницевого рiвняння (єдиного
для всiх розв’язкiв), що гарантує коливнiсть
розв’язку диференцiального рiвняння, якщо
таку властивiсть має вiдповiдний розв’язок
рiзницевого рiвняння.

Вiдзначимо, що коливнi властивостi
розв’язкiв рiзницевих рiвнянь вивчалися в
роботах багатьох авторiв (див, наприклад
[4,7,8]).

Для бiльш загальних рiвнянь на часових
шкалах поняття узагальненого нуля розв’яз-
ку та коливнiсть дослiджувались в роботах
[2,6].

Робота складається зi вступу та двох ча-
стин. В першiй частинi дана постановка та
приведено кiлька необхiдних в подальшому
допомiжних тверджень, якi на думку авто-
ра мають i самостiйний iнтерес. Основний
результат роботи отримано в другiй части-
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нi.
1. Постановка задачi та допомiжнi

твердження
Розглянемо на вiдрiзку [0, a] лiнiйне ди-

ференцiальне рiвняння другого порядку

z̈ + f(t)ż + q(t)z = 0, (1)

де f, q ∈ C([0, a]) i будемо вивчати колив-
нiсть його розв’язкiв на [0, a].

Добре вiдомо, (див. наприклад [9]), що у
випадку гладкостi на [0, a] коефiцiєнта f(t),
рiвняння (1) лiнiйною замiною z = ϕ(t)x
приводяться до вигляду

ẍ + p(t)x = 0, (2)

при цьому нулi розв’язкiв z(t) рiвняння (1)
i вiдповiдних їм розв’язкiв x(t) рiвняння (2)
спiвпадають. Тому в подальшому обмежи-
мося вивченням коливностi розв’язкiв рiв-
няння (2). Оскiльки при p(t) ≤ 0 всi нетри-
вiальнi розв’язки рiвняння (2) неколивнi на
[0, a] ([9, стр.207]), то в подальшому вiд фун-
кцiї p(t) будемо вимагати виконання насту-
пних умов:

p(t) ≥ 0, t ∈ [0, a]; (3)

p(t) лiпшицева на [0,a]. (4)

Поряд з рiвнянням (2) розглянемо вiдпо-
вiдне йому рiзницеве рiвняння

42
kx + h2p(kh)x(kh) = 0. (5)

Тут h ≥ 0 – крок рiзницевого рiвняння [0, a],
4kx = x((k + 1)h)− x(kh), 42

kx = 4k(4kx),
k = 0, 1, 2 . . . .

В подальшому будемо використовувати
позначення xh

k = x(kh) and tk = kh.
Означення 1. [10] Скажемо, що розв’я-

зок xh
k рiвняння (5) має в точцi tk змiну

знаку, якщо виконується однf з умов:
1) xh

kx
h
k+1 < 0;

2) xh
k = 0, xh

k−1x
h
k+1 < 0.

Означення 2.[10] Якщо на деякому iн-
тервалi розв’язок xh

k рiвняння (5) має не
менше двох змiн знакiв, то його будемо на-
зивати коливним на цьому iнтервалi.

Будемо вивчати умови, при яких iз ко-
ливностi розв’язкiв рiзницевого рiвняння (5)

на [0, a] випливає коливнiсть розв’язкiв рiв-
няння (2).

Приведемо тепер кiлька необхiдних в
подальшому тверджень.

Розглянемо наступну систему диференцi-
альних рiвнянь

dx

dt
= X (t, x) , (6)

t ≥ 0, x ∈ D, де область D ⊂ Rd (можливо
замкнута), та вiдповiдну їй систему рiзнице-
вих рiвнянь

xh
k+1 = xh

k + hX(t0 + kh, xh
k), (7)

де h > 0 – крок , k = 0, 1, 2, . . . ,
xh

k = xh(t0 + kh), t0 – фiксоване число.
При цьому через |.| – будемо позначати

евклiдову норму вектора в Rd, а через ‖ . ‖
– норму матрицi, узгоджену з нормою векто-
ра.

Означення 3. Розв’язки x(t) i xh
k си-

стем (6) i (7) назвемо вiдповiдними, якщо
x(t0) = xh

0 = x0 ∈ D.
Очевидно, що розв’язки системи (7) одно-

значно продовжуються вправо за допомо-
гою початкових даних xh

0 = x0 при k > 0
до тих пiр, поки xh

k−1 ∈ D.
Для вiдповiдних розв’язкiв рiвнянь (6) i

(7) справедлива оцiнка їх близькостi у ву-
злових точках t0 + kh.

Лема 1. Нехай функцiя X(t, x) визначе-
на та неперервна за сукупнiстю змiнних у
своїй областi визначення t ∈ [0, a], x ∈ D
та задовольняє умови:

1) iснує M > 0, що | X(t, x) |≤ M , t ∈
[0, a],x ∈ D;

2) iснує L > 0, що для довiльних t1, t2 ∈
[0, a],x1, x2 ∈ D:

| X(t1, x1)−X(t2, x2) |≤ L (| t1 − t2 | + | x1 − x2 |) .

Тодi, якщо вiдповiднi розв’язки систем
(6) i (7) визначенi на вiдрiзку [t0, t0 +T ], то
справедлива оцiнка

| x(t0 + kh)− xh
k |≤ C · h, (8)

тут стала C залежить лише вiд M , L i T .
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Доведення. Доведення даної леми
отримується легкою модифiкацiєю схеми до-
ведення леми 5.1.2 ([3], стр.114), з урахува-
нням пропозицiї 5.2.2.

Наступна лема стосується лiнiйних си-
стем типу (6) i (7), а саме систем вигляду

dx

dt
= A(t)x (9)

i
xh

k+1 = xh
k + hA(t0 + kh)xh

k. (10)

Якщо матриця A(t) неперервна при t ≥ 0,
то всi розв’язки систем (9) i (10) необмежено
продовжуванi вправо. Будемо розглядати їх
розв’язки з початковими даними

t0 ∈ [0, h̄], | x0 |= 1, (11)

тут h̄ – фiксоване i таке, що 0 < h̄ < a.
Позначимо M(T ) = maxt∈[t0,t0+T ] ‖ A(t) ‖,

де T > 0 – фiксоване.
Лема 2. Для всiх розв’язкiв задач Ко-

шi систем (9) i (10) з початковими дани-
ми (11) iснують додатнi сталi R1 i R2,
залежнi лише вiд T i M(T ), що при t ∈
[t0, t0 + T ], t0 + kh ∈ [t0, t0 + T ] справедли-
вi нерiвностi

| x(t) |≤ R1, | xh
k |≤ R2, (12)

причому число R2 не залежить вiд h в дру-
гiй нерiвностi.

Доведення. Перша з нерiвностей (12)
є простим наслiдком властивостей лiнiйних
систем диференцiальних рiвнянь. Друга є
таким же наслiдком аналогiчних властиво-
стей систем рiзницевих рiвнянь (див, напри-
клад [5,стр.35]).

Розглянемо тепер рiвняння (5) при kh ∈
[0, a], яке перепишемо у виглядi системи

{
xh

k+1 = xh
k + hyh

k ,

yh
k+1 = yh

k − hp(kh)xh
k.

(13)

Будемо вивчати її розв’язки з початкови-
ми умовами

xh
0 = x0, yh

0 = y0, where x2
0 + y2

0 = 1.
(14)

Тепер коливнiсть розв’язку xh
k рiвняння

(5) на [0, a] рiвносильна коливностi першої

компоненти системи (13) на цьому ж вiдрiз-
ку.

Нехай (xh
k, y

h
k ) коливний розв’язок систе-

ми (13) на [0, a] з початковими даними (14).
Оскiльки вiн коливний, то в силу означення
2, вiн має на [0, a] принаймi двi змiни знаку
його першої компоненти.

Нехай точки tp i tm – двi послiдовнi точки
змiн знаку xh

k (tp < tm). Введемо в розгляд
наступну величину

Mx
p (h) = max

k∈[p+1,m]
| xh

k | .

Дану числову послiдовнiсть (скiнченну)
назвемо послiдовнiстю амплiтуд коливань
розв’язку xh

k на [0, a]. Вiдносно цiєї послiдов-
ностi справедлива лема.

Лема 3. Нехай функцiя p(t) неперервна
на [0, a] i задовольняє умову (3).

Тодi iснує 4(h) > 0 таке, що для до-
вiльного коливного розв’язку системи (13)
з початковими даними (14) має мiсце не-
рiвнiсть

Mx
p (h) ≥ 4(h). (15)

Доведення. Нехай (15) не виконується.
Тодi iснує нескiнченна послiдовнiсть колив-
них на [0, a] розв’язкiв (xh

k(n), yh
k (n)) систе-

ми (13) з початковими даними (x0n, y0n),
що задовольняють умову (14) i таких, що
для кожного n з послiдовностi амплiтуд цих
розв’язкiв можна вибрати таку амплiтуду
Mxn

p(n)(h), що утворена з цих чисел послiдов-
нiсть {Mxn

p(n)(h)} задовольняє умову

Mxn

p(n)(h) → 0, n →∞. (16)

Тут Mxn

p(n)(h) = maxk∈[p(n)+1,m] | xh
k(n) |.

Нехай tn – точка iз вiдрiзка [(p(n) +
1)h,mh], в якiй даний максимум досягає-
ться. Оскiльки множина початкових даних
(14) компакт, то з послiдовностi початко-
вих даних (x0n, y0n) можна видiлити збiжну
пiдпослiдовнiсть. Не втрачаючи загально-
стi, будемо вважати, що сама послiдовнiсть
(x0n, y0n) збiжна.

Отже

(x0n, y0n) → (x0, y0), n →∞ (17)
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i x2
0 + y2

0 = 1.
Можна також вважати, що всi Mxn

p(n)(h) >

0, iнакше ми б розглянули розв’язки з про-
тилежними знаками.

Очевидно, iснує точка k0h ∈ (0, a), в якiй
для нескiнченної кiлькостi розв’язкiв з по-
слiдовностi (xh

k(n), yh
k (n)) виконується умова

xh
k0

(n) = Mxn

p(n)(h). (18)

Надалi будемо розглядати саме цю
пiдпослiдовнiсть розв’язкiв. Позначимо її
(xh

k(m), yh
k (m)), при цьому їх початковi данi

будуть (x0m, y0m).
Розглянемо тепер розв’язок системи (13)

(x̄h
k, ȳ

h
k ) з початковими даними (x0, y0) з умо-

ви (17). Очевидно, що вiн нетривiальний.
З неперервної залежностi розв’язкiв си-

стеми (13) вiд початкових даних та єдиностi
розв’язку

x̄h
k0

= 0, x̄h
k0−1 < 0, x̄h

k0+1 < 0. (19)

Вiдзначимо, що в силу означення 1, точка
k0h є внутрiшньою точкою вiдрiзка [0, a].

Iз системи (13) випливають рiвностi
{

x̄h
k0
− x̄h

k0−1 = hyh
k0−1,

ȳh
k0
− ȳh

k0−1 = −hp(k0h)x̄k0−1.
(20)

Iз (19) i (20) маємо, що yh
k0−1 > 0. Анало-

гiчно маємо x̄h
k0+1 − x̄h

k0
= hyh

k0
. Звiдки отри-

муємо yh
k0

< 0. Це приводить до протирiччя
з другою рiвнiстю (20), оскiльки лiва її ча-
стина вiд’ємна, а права невiд’ємна.

Лема 3 стверджує, що число 4(h) може
залежати вiд h. Наступна лема стверджує,
що таке число можна вибрати незалежним
вiд h.

Лема 4. Нехай функцiя p(t) задовольняє
умови (3) i (4). Тодi iснують числа h0 > 0
i B0 > 0 такi, що при всiх 0 < h ≤ h0 має
мiсце нерiвнiсть

40(h) ≥ B0. (21)

Доведення. Нехай твердження леми не
виконане. Тодi iснує послiдовнiсть крокiв
{hn}, hn > 0, hn → 0, n →∞ i при цьому

40(hn) → 0, n →∞. (22)

Тодi з (22) випливає iснування для ко-
жного hn коливного на [0, a] розв’язку
(xhn

k , yhn
k ) системи (13) (з даним hn) iз поча-

тковими даними (x0n, y0n), що задовольня-
ють умову (14) i який має наступну власти-
вiсть. Для кожного n з послiдовностi амплi-
туд розв’язку (xhn

k , yhn
k ) можна вибрати та-

ку амплiтуду Mxn

p(n)(hn), що утворена з чисел
послiдовнiсть {Mxn

p(n)(hn)} задовольняє умо-
ву

Mxn

p(n)(hn) → 0, n →∞. (23)

Знову послiдовнiсть (x0n, y0n) можна вва-
жати збiжною. Отже

(x0n, y0n) → (x0, y0), n →∞. (24)

Позначимо через tn ∈ [0, a], tn = knhn – ар-
гумент, при якому амплiтуда з властивiстю
(23) досягається. Маємо

xhn
kn
→ 0, n →∞. (25)

З послiдовностi {tn} також можна видi-
лити збiжнк пiдпослiдовнiсть. Знову буде-
мо вважати, що сама {tn} збiжна. Отже,
tn → t0, n →∞, t0 ∈ [0, a].

Використовуючи лему 2, з послiдовностi
{yhn

kn
} також можна видiлити збiжну пiдпо-

слiдовнiсть. Знову будемо вважати, що сама
{yhn

kn
} збiжна. Отже

yhn
kn
→ y0, n →∞. (26)

З побудови послiдовностi tn маємо, що
tn−1 = tn−hn, tn+1 = tn+hn. В силу означен-
ня 1 точки tn−1 i tn ∈ [0, a]. Звiдси випливає,
що

lim
n→∞

tn−1 = lim
n→∞

tn = t0. (27)

З побудови послiдовностi tn випливають
нерiвностi

xhn
kn−1 ≤ xhn

kn
, xhn

kn
≥ xhn

kn+1. (28)

Оскiльки (xhn
k , yhn

k ) для кожного hn є
розв’язками системи (13), то маємо рiвностi

{
xhn

kn+1 − xhn
kn

= hny
hn
kn

,

yhn
kn+1 − yhn

kn
= −hnp(knhn)xhn

kn

(29)

74 Буковинський математичний журнал. 2013. – Т. 1, № 1-2.



та
{

xhn
kn
− xhn

kn−1 = hny
hn
kn−1,

yhn
kn
− yhn

kn−1 = −hnp((kn − 1)hn)xhn
kn−1.

(30)
Внаслiдок леми 2, їх правi частини пря-

мують до нуля при n →∞.
Отже, згiдно з (25) маємо

lim
n→∞

xhn
kn+1 = lim

n→∞
xhn

kn−1 = 0. (31)

А згiдно з (26)

lim
n→∞

yhn
kn+1 = lim

n→∞
yhn

kn−1 = y0. (32)

При цьому, внаслiдок нерiвностей (28), iз
першої рiвностi (30) маємо, що

yhn
kn−1 ≥ 0, (33)

а з першої рiвностi (29) маємо, що

yhn
kn
≤ 0. (34)

Тодi з (26), (32), (33), (34) отримуємо, що

y0 = 0. (35)

Розглянемо тепер розв’язок диференцi-
ального рiвняння (2) з початковими даними
(24). Очевидно, що вiн нетривiальний. По-
значимо його x(t, x0, y0). Через x(t, x0n, y0n)
позначимо розв’язок рiвняння (2) з початко-
вими даними (x0n, y0n).

Очевидно, що

x(tn, x0, y0) → x(t0, x0, y0), n →∞. (36)

Iз неперервної залежностi розв’язкiв за-
дачi Кошi вiд початкових даних випливає
також, що

| x(tn, x0n, y0n)− x(tn, x0, y0) |→ 0, n →∞.
(37)

З леми 2 випливає, що всi розв’язки задач
Кошi для рiвняння (2) та рiзницевої систе-
ми (13) з початковими даними (14) рiвномiр-
но обмеженi на вiдрiзку [0, a]. Тодi з леми
1 випливає для вiдповiдних розв’язкiв цих
рiвнянь справедлива рiвномiрна оцiнка (8)
у вузлових точках. Рiвномiрнiсть тут озна-
чає, що сталi C, R1 i R2 в лемах 1 i 2 можна

вибрати залежними лише вiд a i максимуму
функцiї | p(t) | на [0, a].

Отже

| x(tn, x0n, y0n)− xhn
kn
|→ 0, n →∞. (38)

Тому з (25), (36) - (38) випливає, що

x(t0, x0, y0) = 0. (39)

Аналогiчно переконуємося в тому, що

ẋ(t0, x0, y0) = 0. (40)

Спiввiдношення (39), (40) протирiчать
нетривiальностi розв’язку x(t, x0, y0).

2. Основний результат
Перейдемо тепер до основного результату

роботи.
Теорема 1. Нехай функцiя p(t) задоволь-

няє умови (3) i (4). Тодi iснує h0 таке, що
при всiх 0 < h ≤ h0 справедливе тверджен-
ня:

якщо розв’язок рiвняння (5) xh
k має на

вiдрiзку [0, a] принаймнi три змiни знаку,
то вiдповiдний йому розв’язок диференцi-
ального рiвняння (2) коливний на [0, a].

Доведення. Перепишемо рiвняння (2)
у виглядi системи





dx

dt
= y,

dy

dt
= −p(t)x.

(41)

При доведеннi леми 4 вiдзначалось, що
для розв’язкiв задач Кошi систем (13) i (41)
з початковими даними (x0, y0), в нулi, що
x2

0 + y2
0 = 1, справедлива рiвномiрна оцiн-

ка типу (8) у вузлових точках. При цьому
сталу C можна вибрати залежною лише вiд
a i максимуму функцiї | p(t) | на [0, a].

Виберемо тепер h1 так, щоб

Ch1 ≤ B0

2
, (42)

де B0 – стала, що фiгурує в лемi 4.
Тодi для всiх

0 < h ≤ min{h0, h1} (43)

справедлива оцiнка (42) i твердження леми
4. Тут h0 – стала з леми 4.
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Виберемо довiльне h, що задовольняє
(43) i зафiксуємо його.

Нехай (xh
k, y

h
k ) –довiльний нетривiальний

розв’язок системи (13) при даному h такий,
що його перша компонента xh

k має принаймi
три змiни знаку на [0, a]. Нехай (x0, y0) його
початковi данi, тобто xh

0 = x0, yh
0 = y0.

Покажемо, що розв’язок рiвняння (2) з
початковими даними x(0) = x0, ẋ(0) = y0

коливний на [0, a].
Введемо величину r0 =

√
x2

0 + y2
0. Очеви-

дно, що r0 6= 0. Внаслiдок лiнiйностi систем
(13) i (41), функцiї 1

r0
(x(t), ẋ(t)) = (z(t), ξ(t))

i 1
r0

(xh
k, y

h
k ) = (zh

k , ξh
k ) також є їх розв’язками.

При цьому компонета z(t) має тi ж самi нулi,
що i x(t), а zh

k має тi ж самi змiни знаку, що
i xh

k. Початковi ж данi розв’язкiв (z(t), ξ(t))
i (zh

k , ξh
k ) задовольняють умову (14).

Оточимо розв’язок (zh
k , ξh

k ) ρ–околом при
kh ∈ [0, a], де ρ ≤ B0

2
. Оскiльки zh

k має при-
наймнi три змiни знаку, то zh

k має принаймнi
двi амплiтуди коливань. Нехай k0h i p0h – то-
чки, в яких цi амплiтуди досягаються. При
цьому zh

k0
i zh

p0
мають рiзнi знаки.

Тодi з нерiвностей (8), (42) та леми 4 ви-
пливає, що функцiя z(t) в точках t = 0,
t = k0h, t = p0h зберiгає знак функцiї zh

k , а,
отже, має як мiнiмум два нулi на [0, a]. Зна-
чить i x(t) має принаймнi два нулi на [0, a],
а отже є коливним.
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