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ÂÏËÈÂÎÌ
Âñòàíîâëåíî îöiíêè ïîõèáêè ìåòîäó óñåðåäíåííÿ íà ïiâîñi äëÿ áàãàòî÷àñòîòíèõ êîëèâíèõ

ñèñòåì ç iìïóëüñíèì âïëèâîì ó ôiêñîâàíi ìîìåíòè ÷àñó. Äîâåäåíî àíàëîã òåîðåìè Áàíôi-
Ôiëàòîâà.

The estimations of averaging method are established on half-axle for multifrequency oscillating
systems with impulse in�uence in �xed points of time. The analogue of Bunfy-Filatov theorem is
proved.

Ìåòîä óñåðåäíåííÿ, ñòðîãå ìàòåìà-
òè÷íå îáãðóíòóâàííÿ ÿêîãî äëÿ ñè-
ñòåì ñòàíäàðòíîãî âèãëÿäó âïåðøå äàíî
Ì.Ì.Áîãîëþáîâèì [1], îäåðæàâ ðîçïîâñþ-
äæåííÿ íà äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ â
ðiçíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ, ó òîìó
÷èñëi íà ðiâíÿííÿ ç iìïóëüñíèì âïëèâîì
[2�4]. Çàñòîñóâàííÿ öüîãî ìåòîäó äî äî-
ñëiäæåííÿ íåëiíiéíèõ êîëèâíèõ ñèñòåì ç
ïîâiëüíî çìiííèìè ÷àñòîòàìè âèêëèêàc
çíà÷íi òðóäíîùi ÷åðåç ïîÿâó ðåçîíàíñíèõ
ñïiââiäíîøåíü ìiæ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà
÷àñòîò [5], à íàÿâíiñòü iìïóëüñíîãî âïëèâó
ùå áiëüøå óñêëàäíþc ��õ âèâ÷åííÿ [6,7]. Ó
öié ñòàòòi âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè åôå-
êòèâíîãî âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó óñåðåäíåííÿ
íà ïiâîñi äëÿ òàêèõ ñèñòåì ó âèïàäêó ìàé-
æå ïåðiîäè÷íèõ ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíÿíü òà
ôóíêöié, ùî âèçíà÷àþòü âåëè÷èíó ñòðèáêà.

Íåõàé çàäàíà íåëiíiéíà êîëèâíà ñèñòåìà
ç iìïóëüñíèì âïëèâîì

dx

dτ
= a(x, ϕ, τ),

dϕ

dτ
=

ω(τ)

ε
+ b(x, ϕ, τ), τ 6= τ

(k)
j ,

∆x|
τ=τ

(k)
j

= εfk(x, ϕ),

∆ϕ|
τ=τ

(k)
j

= εgk(x, ϕ), (1)

â ÿêié (x, ϕ, τ) ∈ D×Rm×R̄+ ≡ G, (0, ε0] 3 ε
� ìàëèé ïàðàìåòð, τ = εt � �ïîâiëüíèé ÷àñ�,

0 < τ
(1)
1 < τ

(2)
1 < ... < τ

(p)
1 ≤ 2πε, τ

(k)
j+1 =

τ
(k)
j + 2πε äëÿ âñiõ j ≥ 1 i k = 1, p, Rn ⊃ D

� îáìåæåíà îáëàñòü, R̄+ = [0,∞). Òàêî-
ãî âèãëÿäó ñèñòåìè âèíèêàþòü ïðè ïåðåõîäi
äî àìïëiòóäíî-ôàçîâèõ çìiííèõ ïðè äîñëi-
äæåííi ñèñòåìè ñëàáêî çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòî-
ðiâ ç ïîâiëüíî çìiííèìè ÷àñòîòàìè ω(τ) =
(ω1(τ), ..., ωm(τ)) òà iìïóëüñíèì âïëèâîì ó
ôiêñîâàíi ìîìåíòè ÷àñó t

(k)
j = τ

(k)
j ε−1 [7].

Ïðèïóñòèìî, ùî:
1) äëÿ äåÿêîãî l ≥ m ôóíêöi�� drωs(τ)

dτ r
,

r = 0, l, s = 1,m, � ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíi
íà R̄+ i

‖(Γ∗l (τ)Γl(τ))−1Γ∗l (τ)‖ ≤ σ1 = const, τ ∈ R̄+,

äå Γl(τ) i Γ∗l (τ) ïîçíà÷àþòü âiäïîâiäíî ìà-
òðèöþ (

dr

dτ r
ωs(τ)

)l,m

r,s=1

i òðàíñïîíîâàíó äî íå��, à ïiä íîðìîþ ìàòðè-
öi ðîçóìicìî ñóìó ìîäóëiâ ���� åëåìåíòiâ;

2) ôóíêöi�� a, b, fk, gk ìàþòü íåïåðåðâíi
îáìåæåíi ñòàëîþ σ1 ÷àñòèííi ïîõiäíi ïåð-
øîãî ïîðÿäêó â G, ìàéæå ïåðiîäè÷íi ïî ϕs,
s = 1,m, ïðè÷îìó

(a(x, ϕ, τ); b(x, ϕ, τ)) =

=
∞∑

ν=0

(aν(x, τ); bν(x, τ))ei(λν ,ϕ),
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(fk(x, ϕ); gk(x, ϕ)) =

=
∞∑

ν=0

(fk,ν(x); gk,ν(x))ei(λν ,ϕ),

äå k = 1, p, λ0 = 0 i λν 6= 0 ïðè ν ≥ 1, i � óÿâ-
íà îäèíèöÿ, (λν , ϕ) � ñêàëÿðíèé äîáóòîê âå-
êòîðiâ λν = (λ

(1)
ν , ..., λ

(m)
ν ) i ϕ = (ϕ1, ..., ϕm);

3) ôóíêöi�� cν = (aν ; bν) òà dk,ν = (fk,ν ; gk,ν)
ñïðàâäæóþòü íåðiâíîñòi

∞∑
ν=1

[(
1 +

1

‖λν‖
)

sup ‖cν‖+
1

‖λν‖×

×
(

sup

∥∥∥∥
∂cν

∂x

∥∥∥∥ + sup

∥∥∥∥
∂cν

∂τ

∥∥∥∥
)]

≤ σ1,

p∑

k=1

∞∑
ν=1

[(
‖λν‖2 +

1

‖λν‖
)

sup ‖dk,ν‖+

+

(
‖λν‖+

1

‖λν‖
)

sup

∥∥∥∥
∂dk,ν

∂x

∥∥∥∥
]
≤ σ1,

â ÿêèõ ñóïðåìóì áåðåòüñÿ ïî âñiõ x ∈ D i
τ ∈ R̄+.

Çàïèøåìî âiäïîâiäíó ñèñòåìi (1) óñåðå-
äíåíó çà âñiìà øâèäêèìè çìiííèìè ϕs, s =
1,m, ñèñòåìó

dx̄

dτ
= a0(x̄, τ) +

1

2π

p∑

k=1

fk,0(x̄), (2)

dϕ̄

dτ
=

ω(τ)

ε
+ b0(x̄, τ̄) +

1

2π

p∑

k=1

gk,0(x̄) (3)

i ïîçíà÷èìî ÷åðåç (x(τ, τ̄ , x0, ϕ0, ε); ϕ(τ, τ̄ ,
x0, ϕ0, ε)) i (x̄(τ, τ̄ , x0); ϕ̄(τ, τ̄ , x0, ϕ0, ε)) òi
ðîçâ'ÿçêè ñèñòåì âiäïîâiäíî (1) i (2), (3), ÿêi
ïðè τ = τ̄ ∈ R̄+ íàáóâàþòü çíà÷åííÿ (x0; ϕ0).

Íåõàé z : R̄+ → RN � íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ. Ïðèïóùåííÿ 1)
ãàðàíòóc âèêîíàííÿ ðiâíîìiðíî�� îöiíêè [5]

‖Jλ(τ, τ̄ , t̄, ε)‖ ≤ σ0ε

1

l + 1
[(

1 +
1

‖λ‖
)
×

× max
[τ̄ ,τ̄+L]

‖z(τ)‖+
1

‖λ‖ max
[τ̄ ,τ̄+L]

∥∥∥∥
dz(τ)

dτ

∥∥∥∥
]

îñöèëÿöiéíîãî iíòåãðàëà

Jλ(τ, τ̄ , t̄, ε) =

=

τ̄+τ∫

τ̄

z(t) exp





i

ε

t∫

t̄

(λ, ω(z))dz



 dt

äëÿ âñiõ λ 6= 0, τ̄ ∈ R̄+, t̄ ∈ R̄+, τ ∈ [0, L],
ε ∈ (0, ε0] çi ñòàëèìè σ0 i ε0, íå çàëåæíè-
ìè âiä λ, τ̄ , t̄, àëå çàëåæíèìè âiä L. Iç [5�7]
âèïëèâàc, ùî íà ïiäñòàâi óìîâè 1) îñöèëÿ-
öiéíà ñóìà

Sλ(τ, τ̄ , t̄, ε) = ε
∑

τ̄≤τ
(k)
j ≤τ̄+τ

z(τ
(k)
j )×

× exp





i

ε

τ
(k)
j∫

t̄

(λ, ω(z))dz





çàäîâîëüíÿc îöiíêó

‖Sλ(τ, τ̄ , t̄, ε)‖ ≤ σ̃0ε

1

l + 1
(
‖λ‖+

1

‖λ‖
)
×

×
(

max
[τ̄ ,τ̄+L]

‖z(τ)‖+ max
[τ̄ ,τ̄+L]

∥∥∥∥
dz(τ)

dτ

∥∥∥∥
)

,

â ÿêié σ̃0 i ε0 òàêîæ çàëåæàòü òiëüêè âiä L,
àëå íå çàëåæàòü âiä λ, τ̄ , t̄.

Öi ìiðêóâàííÿ äîçâîëÿþòü ïåðåôðàçóâà-
òè âiäïîâiäíó ÷àñòèíó òåîðåìè 1 iç ðîáîòè
[6] ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi.

Òåîðåìà 1. Íåõàé: à) âèêîíóþòüñÿ óìî-
âè 1)�3); á) êðèâà x̄ = x̄(τ, τ̄ , x0) ëåæèòü
â D ðàçîì iç ñâî��ì ρ-îêîëîì äëÿ âñiõ τ ∈
[τ̄ , τ̄ + L]. Òîäi ìîæíà âèáðàòè òàêi ñòàëi
ε∗0 = ε∗0(ρ, L) > 0 i σ2 = σ2(ρ, L) > 0, ùî ïðè
ε0 ≤ ε∗0 ñïðàâäæócòüñÿ íåðiâíiñòü

‖x(τ, τ̄ , x0, ϕ0, ε)− x̄(τ, τ̄ , x0)‖+
+‖ϕ(τ, τ̄ , x0, ϕ0, ε)− ϕ̄(τ, τ̄ , x0, ϕ0, ε)‖ ≤

≤ σ2ε

1

l + 1

äëÿ áóäü-ÿêèõ τ ∈ [τ̄ , τ̄ + L], ϕ0 ∈ Rm i ε ∈
(0, ε0].
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Ââàæàòèìåìî, ùî iñíóc ðîçâ'ÿçîê x̄ =
ξ(τ) óñåðåäíåíèõ ðiâíÿíü (2) äëÿ ïîâiëü-
íèõ çìiííèõ, ÿêèé âèçíà÷åíèé äëÿ τ ∈ R̄+

i ðiâíîìiðíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé [8]. Öå
îçíà÷àc, ùî:

à) äëÿ äîâiëüíîãî α > 0 iñíóc β > 0 òàêå,
ùî äëÿ êîæíîãî ðîçâ'ÿçêó x̄ = x̄(τ) ñèñòåìè
(2), äëÿ ÿêîãî ‖x̄(τ̄) − ξ(τ̄)‖ < β, τ̄ ∈ R̄+,
âèêîíócòüñÿ íåðiâíiñòü ‖x̄(τ)−ξ(τ)‖ < α äëÿ
áóäü-ÿêèõ τ ≥ τ̄ ;

á) äëÿ êîæíîãî α1 > 0 iñíóc òàêå L > 0 ,
íå çàëåæíå âiä τ̄ , ùî ‖x̄(τ)− ξ(τ)‖ < α1 äëÿ
áóäü-ÿêèõ τ ≥ τ̄ + L.

Ó ìîíîãðàôi�� [8] äîâåäåíî òåîðåìó Áàíôi-
Ôiëàòîâà ñòîñîâíî ñèñòåì ñòàíäàðòíîãî âè-
ãëÿäó â ðîçóìiííi Ì.Ì. Áîãîëþáîâà. Äàëi
ìè äîâåäåìî ���� àíàëîã äëÿ âèïàäêó ñèñòåìè
(1) ç iìïóëüñíèì âïëèâîì.

Òåîðåìà 2. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè
1) � 3) òà iñíóc ðiâíîìiðíî àñèìïòîòè-
÷íî ñòiéêèé ðîçâ'ÿçîê x̄ = ξ(τ) ðiâíÿíü (2),
ÿêèé ëåæèòü â D ðàçîì iç ñâî��ì ρ-îêîëîì,
òî äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ (0, ρ) iñíóc òàêå
ε0 > 0, ùî ïîâiëüíi êîìïîíåíòè ðîçâ'ÿç-
êó (x(τ, 0, ξ(0), ϕ0, ε); ϕ(τ, 0, ξ(0), ϕ0, ε)) ñè-
ñòåìè (1) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü

‖x(τ, 0, ξ(0), ϕ0, ε)− ξ(τ)‖ < α,

τ ∈ R̄+, ϕ0 ∈ Rm, ε ∈ (0, ε0]. (4)

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñócìî α ∈ (0, ρ) i çà
íèì âèáåðåìî β1 > 0 òàê, ùîá

‖x̄(τ, τ̄ , y)− ξ(τ)‖ <
1

2
α, τ ∈ [τ̄ ,∞), (5)

ïðè ‖y − ξ(τ̄)‖ < β1. Çà çíàéäåíèì β1 âèáå-
ðåìî òàêå L1 > 0, ùîá

‖x̄(τ, τ̄ , y)−ξ(τ)‖ <
1

2
β1, τ ∈ [τ̄ +L1,∞). (6)

Íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1 ìàcìî íåðiâíîñòi
‖x(τ, 0, ξ(0), ϕ0, ε)− ξ(τ)‖ ≤

≤ σ2ε

1

l + 1 ≤ 1

2
α < α

äëÿ âñiõ τ ∈ [0, L1], ϕ0 ∈ Rm i ε ∈ (0, ε0]
ïðè äåÿêîìó ε0 = ε0(L1) > 0. Çàçíà÷èìî,

ùî ìàëiñòü ε0 âèçíà÷àcòüñÿ òåîðåìîþ 1 i íå-

ðiâíîñòÿìè σ2ε

1

l + 1
0 ≤ 1

2
α òà σ2ε

1

l + 1
0 ≤ β1.

Ïîçíà÷èìî x(1) = x(L1, 0, ξ(0), ϕ0, ε), ϕ(1) =
ϕ(L1, 0, ξ(0), ϕ0, ε).

Âèêîðèñòîâóþ÷è (5), (6) i òåîðåìó 1,
îäåðæèìî îöiíêè

∆1(τ) ≡ ‖x(τ, L1, x
(1), ϕ(1), ε)− ξ(τ)‖ ≤

≤ ‖x(τ, L1, x
(1), ϕ(1), ε)− x̄(τ, L1, x

(1))‖+
+‖x̄(τ, L1, x

(1))− ξ(τ)‖ <

< σ2ε

1

l + 1 +
1

2
α ≤ α, τ ∈ [L1, 2L1),

i

∆1(2L1) < σ2ε

1

l + 1 +
1

2
β1 ≤ β1.

Ïîçíà÷èìî x(2) = x(2L1, 0, ξ(0), ϕ0, ε), ϕ(2) =
ϕ(2L1, 0, ξ(0), ϕ0, ε).

Ïðèïóñòèìî, ùî

∆s−1(τ) ≡
≡ ‖x(τ, (s−1)L1, x

(s−1), ϕ(s−1), ε)−ξ(τ)‖ < α,

τ ∈ [(s− 1)L1, sL1],

i
∆s−1(sL1) < β1.

Òîäi íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòåé (5), (6) òà òåî-
ðåìè 1 ìàcìî

∆s(τ) ≡ ‖x(τ, sL1, x
(s), ϕ(s), ε)− ξ(τ)‖ <

< σ2ε

1

l + 1 +
1

2
α ≤ α, τ ∈ [sL1, (s + 1)L1),

∆s((s + 1)L1) < σ2ε

1

l + 1 +
1

2
β1 ≤ β1,

äå x(s) = x(sL1, 0, ξ(0), ϕ0, ε), ϕ(s) =
ϕ(sL1, 0, ξ(0), ϕ0, ε).

Îñêiëüêè x(τ, 0, ξ(0), ϕ0, ε) = x(τ, sL1,
x(s), ϕ(s), ε) ïðè τ ∈ [sL1, (s+1)L1], òî çà äî-
ïîìîãîþ ìåòîäó ìàòåìàòè÷íî�� iíäóêöi�� ïiä-
òâåðäèìî ïðàâèëüíiñòü îöiíêè (4) äëÿ âñiõ
τ ∈ R̄+. Òåîðåìó äîâåäåíî.
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Äëÿ îäåðæàííÿ êiëüêiñíî�� çàëåæíîñòi
îöiíêè (4) âiä âåëè÷èíè ìàëîãî ïàðàìå-
òðà ïîòðiáíî íàêëàñòè äîäàòêîâi îáìåæåííÿ
íà óñåðåäíåíi ðiâíÿííÿ (2). Äîñòàòíi óìîâè
öüîãî âèçíà÷àc íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, â ÿêî-
ìó

A(x, τ) = a0(x, τ) +
1

2π

p∑

k=1

fk,0(x),

D̃1 = {y : y ∈ Rn, ‖y − ξ(τ)‖ ≤ 1

2
ρ, τ ∈ R̄+}.

Òåîðåìà 3. Íåõàé: à) âèêîíóþòüñÿ óìî-
âè 1) � 3); á) iñíóc ðîçâ'ÿçîê x̄ = ξ(τ)
ñèñòåìè (2), ÿêèé ëåæèòü ó D ðàçîì iç
ñâî��ì ρ-îêîëîì äëÿ âñiõ τ ∈ R̄+, ïðè÷î-
ìó ìàòðèöàíò Q(τ, t) ñèñòåìè ó âàðiàöiÿõ
dz

dτ
=

∂

∂x
A(ξ(τ), τ)z çàäîâîëüíÿc íåðiâíiñòü

‖Q(τ, τ̄)‖ ≤ Ke−γ(τ−τ̄), τ ≥ τ̄ ∈ R̄+

çi ñòàëèìè K ≥ 1 i γ > 0; â) ôóíêöiÿ
∂

∂x
a0(x, τ) ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà íà ìíî-

æèíi D̃ × R̄+. Òîäi ìîæíà âèáðàòè òàêi
äîäàòíi ñòàëi σ3 i ε̃0, ùî

‖x(τ, 0, ξ(0), ϕ0, ε)− ξ(τ)‖ ≤ σ3ε

1

l + 1

äëÿ áóäü-ÿêèõ τ ∈ R̄+, ϕ0 ∈ Rm i ε ∈ (0, ε0]
ïðè ε0 ≤ ε̃0.

Äîâåäåííÿ. Ç óìîâè â) âèïëèâàc iñíóâà-
ííÿ òàêîãî ÷èñëà β2 > 0, ùî

‖ ∂

∂x
A(x + y, τ)− ∂

∂x
A(x, τ)‖ <

γ

2K

äëÿ âñiõ x ∈ D̃, (x + y) ∈ D̃, τ ∈ R̄+ ïðè
‖y‖ < β2. ßêùî â ðiâíÿííÿõ (2) ïîêëàñòè
y = x̄− ξ(τ), òî äiñòàíåìî ñïiââiäíîøåííÿ

y(τ) = Q(τ, τ̄)y0 +

τ∫

τ̄

Q(τ, t)[A(y(t)+ ξ(t), t)−

−A(ξ(t), t)− ∂

∂x
A(ξ(t), t)y(t)]dt,

â ÿêîìó y0 = y(τ̄). Çâiäñè çà äîïîìîãîþ ëå-
ìè Ãðîíóîëëà -Áåëëìàíà [8] äîâîäèìî íåðiâ-
íiñòü

‖y(τ)‖ ≤ K‖y0‖e−
γ

2
(τ − τ̄)

(7)

ïðè τ ≥ τ̄ äëÿ êîæíîãî y0 ∈ Rn, ùî
çàäîâîëüíÿc óìîâó ‖y0‖ < β2K

−1. Iç (7)
âèïëèâàc îöiíêà

‖y(τ̄ + L2)‖ ≤ 1

2
‖y0‖, (8)

äå L2 =
2

γ
ln(2K).

Äàëi ïîêëàäåìî σ3 = σ2(2K + 1) i
ñêîðèñòàcìîñü ñõåìîþ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.
Íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1

‖x(τ, 0, ξ(0), ϕ0, ε)− ξ(τ)‖ ≤
≤ σ2ε

1/(l+1) < σ3ε
1/(l+1)

äëÿ áóäü-ÿêèõ τ ∈ [0, L2], ϕ0 ∈ Rm i ε ∈
(0, ε0], äå ìàëiñòü ε0 âèçíà÷àcòüñÿ ìîæëèâi-
ñòþ âèêîðèñòàííÿ òåîðåìè 1 i îáìåæåííÿì

σ3ε

1

l + 1
0 ≤ 1

2
ρ. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi

(7), (8), îäåðæèìî

∆̃1(τ) ≡ ‖x(τ, L2, x̃
(1), ϕ̃(1), ε)− ξ(τ)‖ ≤

≤ σ2ε

1

l + 1 + K‖x̃(1) − ξ(L2)‖ ≤

≤ σ2ε

1

l + 1 + Kσ2ε

1

l + 1 <

< σ3ε

1

l + 1 ∀ τ ∈ [L2, 2L2)

i

∆̃1(2L2) ≤ σ2ε

1

l + 1+

+
1

2
σ2ε

1

l + 1 < 2σ2ε

1

l + 1

ïðè 2σ2ε

1

l + 1
0 < β2K

−1. Òóò x̃(1) =
x(L2, 0, ξ(0), ϕ0, ε), ϕ̃(1) = ϕ(L2, 0, ξ(0), ϕ0, ε).
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Àíàëîãi÷íî

∆̃2(τ) ≡ ‖x(τ, 2L2, x̃
(2), ϕ̃(2), ε)− ξ(τ)‖ ≤

≤ σ2ε

1

l + 1 + K‖x̃(2) − ξ(2L2)‖ ≤

≤ σ2ε

1

l + 1 + K · 2σ2ε

1

l + 1 =

= σ3ε

1

l + 1 , τ ∈ [2L2, 3L2),

∆̃2(3L2) ≤ σ2ε

1

l + 1+

+
1

2
‖x̃(2) − ξ(2L2)‖ ≤ 2σ2ε

1

l + 1 ,

äå x̃(2) = x(2L2, 0, ξ(0), ϕ0, ε), ϕ̃(2) =
ϕ(2L2, 0, ξ(0), ϕ0, ε).

Çàâåðøócòüñÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè âèêîðè-
ñòàííÿì ìåòîäó ìàòåìàòè÷íî�� iíäóêöi��.
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