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IÇÎÒÐÎÏÍI ËIÍI�I ÍÅÉÒÐÀËÜÍÎÃÎ ÏÐÎÑÒÎÐÓ
Ó ÷îòèðèâèìiðíîìó íåéòðàëüíîìó ïðîñòîði áóäócòüñÿ äèôåðåíöiàëüíà ãåîìåòðiÿ îêðåìèõ

êëàñiâ içîòðîïíèõ ëiíié.

The di�erential geometry of some classes of isotrope lines is built in a four-dimensioned neutral
space.

1. Äèôåðåíöiàëüíà ãåîìåòðiÿ ëiíié ó ïðî-
ñòîðàõ Ìiíêîâñüêîãî ðîçâèíóòà â ïðàöÿõ äî-
ñëiäíèêiâ ç ãåîìåòðè÷íî�� øêîëè Â.Áëÿøêå.
Îðèãiíàëüíèé ïiäõiä äî iíâàðiàíòíèõ ïîáó-
äîâ ó ãåîìåòði�� îäíîðiäíèõ ëiíié ïñåâäîåâ-
êëiäîâîãî ïðîñòîðó ïðîïîíócòüñÿ ó ïðàöÿõ
[1�5]. Ó òåðìiíàõ ôóíäàìåíòàëüíèõ îá'cêòiâ
ëiíi�� ïîáóäîâàíà òåîðiÿ êðèâèíè ëîêàëü-
íî îäíîðiäíèõ ÷àñîïîäiáíèõ i ïðîñòîðîïîäi-
áíèõ ëiíié íåéòðàëüíîãî ïðîñòîðó [6,7].

Ó öüîìó ïîâiäîìëåííi ðîçãëÿäàþòüñÿ ñïå-
öiàëüíi êëàñè ëîêàëüíî îäíîðiäíèõ içîòðîï-
íèõ ëiíié íåéòðàëüíîãî ïðîñòîðó.

Ó ÷îòèðèâèìiðíîìó äiéñíîìó òî÷êîâîìó
ïñåâäîåâêëiäîâîìó ïðîñòîði A4(g) ç iíâà-
ðiàíòíèì ïîëåì ìåòðè÷íîãî òåíçîðà g =
{gIK}(I, K, L, ... = 1, 4) íóëüîâî�� ñèãíàòóðè
(òàêèé ïðîñòið íàçèâàcòüñÿ íåéòðàëüíèì)
ðîçãëÿíåìî ëîêàëüíî îäíîðiäíó íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíó ëiíiþ (γ). Ëiíiÿ (γ) áóäå
içîòðîïíîþ (ìiíiìàëüíîþ çà òåðìiíîëîãicþ
Â.Áëÿøêå), ÿêùî âîíà c iíòåãðàëüíîþ êðè-
âîþ äåÿêîãî íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîãî
ïîëÿ içîòðîïíèõ âåêòîðiâ íà A4(g).

Óìîâè iíâàðiàíòíîñòi ìåòðè÷íîãî òåíçî-
ðà íåéòðàëüíîãî ïðîñòîðó A4(g) ó òåðìi-
íàõ iíâàðiàíòíèõ ôîðì íåéòðàëüíî�� çâ'ÿçíî-
ñòi {ωI

K} åêâiâàëåíòíi êîâàðiàíòíié ñòàëîñòi
êîìïîíåíò öüîãî òåíçîðà [6]

dgIK = gLKωL
I + gILωL

K . (1)

Ó ëiíåàëi V4 íåéòðàëüíîãî ïðîñòîðó A4(g)
ìåòðè÷íèé òåíçîð g çàäàc ïñåâäîñêàëÿð-
íèé äîáóòîê âåêòîðiâ, ÿêèé âèçíà÷àcòüñÿ
ñïîñîáîì ïñåâäîñêàëÿðíîãî ìíîæåííÿ âåê-
òîðiâ äåÿêîãî áàçèñó {~eI} ëiíåàëó V4. Îòæå,

(~eI , ~eK) = gIK . ßêùî òàáëèöÿ Êåëi äëÿ ïñåâ-
äîñêàëÿðíîãî äîáóòêó ìàc áóäîâó

(gIK) =

(
δij 0
0 −δαβ

)
,

äå δij òà δαβ � ñèìâîëè Êðîíåêåðà, à
i, j, k, ... = 1, 2; α, β, γ, ... = 3, 4, òî áàçèñ {~eI}
íàçèâàcòüñÿ ñòàíäàðòíèì.

Âiäíîñíî ñòàíäàðòíîãî áàçèñó óìîâè ií-
âàðiàíòíîñòi (1) ñïðîùóþòüñÿ i íàáóâàþòü
òàêîãî âèãëÿäó:

ωj
i = −ωi

j, ωα
i = ωi

α, ωβ
α = −ωα

β

àáî

ω1
1 = ω2

2 = ω3
3 = ω4

4 = 0, ω1
2 = −ω2

1,

ω3
1 = ω1

3, ω4
1 = ω1

4, ω3
2 = ω2

3,

ω4
2 = ω2

4, ω3
4 = −ω4

3. (2)

Âåêòîðíå ïîëå ~Λ
x

= ΛI~e
xI
, x ∈ A4(g) áóäå içî-

òðîïíèì, ÿêùî êîìïîíåíòè ôóíäàìåíòàëü-
íîãî îá'cêòà ïåðøîãî ïîðÿäêó ëiíi�� (γ) (iíòå-
ãðàëüíî�� êðèâî�� öüîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ) íà-
áóâàþòü çíà÷åíü

Λ1 = Λ3 = 1, Λ2 = Λ4 = 0. (3)

Ñïðàâäi, çà óìîâ (3), ~Λ
x

= ~e
x1

+ ~e
x3

i òîìó

g(~Λ
x
, ~Λ

x
) = ‖ ~Λ

x
‖2 = g(~e

x1
+ ~e

x3
, ~e

x1
+ ~e

x3
) =

= g(~e
x1

, ~e
x1

) + g(~e
x3

, ~e
x3

) = 0.
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Iíâàðiàíòíi ôîðìè íåéòðàëüíî�� çâ'ÿçíîñòi
çâ'ÿçàíi ç äèôåðåíöiàëàìè êîìïîíåíò ôóí-
äàìåíòàëüíîãî îá'cêòà ïîðÿäêó (m + 1) ëî-
êàëüíî îäíîðiäíî�� íåïåðåðâíî äèôåðåíöi-
éîâíî�� ëiíi�� ñïiââiäíîøåííÿìè

dΛI + ΛKωI
K = ΛI

1θ,

dΛI
1 + ΛK

1 ωI
K = ΛI

11θ,

..........................

dΛI
(m) + ΛK

(m)ω
I
K = ΛI

(m+1)θ, (4)

äå θ � ïàðàìåòðè÷íà ôîðìà ëiíi��. Çà óìîâ
(3) ñèñòåìà çîâíiøíiõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü (4) íàáóâàc âèãëÿäó

ω3
1 = Λ1

1θ, ω2
1 = −ω3

2 + Λ2
1θ, ω4

1 = −ω4
3 + Λ4

1θ,

Λ1
1 = Λ3

1, dΛ1
1 + Λ2

1ω
3
2 − Λ4

1ω
4
3 =

= (Λ1
11 + (Λ2

1)
2 − (Λ1

1)
2 − (Λ4

1)
2)θ,

dΛ2
1 + Λ4

1ω
4
2 = (Λ2

11 − Λ1
1Λ

2
1)θ,

dΛ4
1 + Λ2

1ω
4
2 = (Λ4

11 − Λ1
1Λ

4
1)θ,

Λ3
11 = Λ1

11 + (Λ2
1)

2 − (Λ4
1)

2. (5)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (5), îòðèìócìî

d(Λ2
1 − Λ4

1)− (Λ2
1 − Λ4

1)ω
4
2 =

= (Λ2
11 − Λ4

11 − Λ1
1(Λ

2
1 − Λ4

1))θ.

Îòæå, âåëè÷èíè a := Λ2
1 −Λ4

1 óòâîðþþòü ëi-
íiéíèé îäíîðiäíèé ãåîìåòðè÷íèé îá'cêò äëÿ
êîæíî�� içîòðîïíî�� ëiíi�� íåéòðàëüíîãî ïðî-
ñòîðó.

Ëîêàëüíî îäíîðiäíi içîòðîïíi ëiíi�� ç íó-
ëüîâèì òåíçîðîì a íàçâåìî içîòðîïíèìè ëi-
íiÿìè (γ0). Îñêiëüêè âçäîâæ ëiíié (γ0) Λ2

1 =
Λ4

1, òî

Λ2
11 = Λ4

11, Λ3
1 = Λ1

1, Λ3
11 = Λ1

11,

dΛ2
1 + Λ2

1ω
4
2 = (Λ2

11 − Λ1
1Λ

2
1)θ,

ω3
1 = Λ1

1θ, ω2
1 + ω3

2 = Λ2
1θ, ω4

1 + ω4
3 = Λ2

1θ,

dΛ1
1 + Λ2

1(ω
3
2 − ω4

3) = (Λ1
11 − (Λ1

1)
2)θ,

dΛI
11 + ΛK

11ω
I
K = ΛI

(3)θ, ... . (6)

Äëÿ ëiíié (γ0) ôóíêöiÿ Λ2
1 c òåíçîðîì.

Òåîðåìà 1. Içîòðîïíi ëiíi�� (γ0) ç íó-
ëüîâèì òåíçîðîì Λ2

1 ìàþòü ïåðøó êðèâèíó
k1 = Λ1

1.

Ñïðàâäi, äëÿ içîòðîïíèõ ëiíié (γ0) ç íó-
ëüîâèì òåíçîðîì Λ2

1 ôóíêöiÿ Λ1
1 ñòàc âiä-

íîñíèì iíâàðiàíòîì, îñêiëüêè dΛ1
1 = (Λ1

11 −
(Λ1

1)
2)θ. Öåé âiäíîñíèé iíâàðiàíò îáèðàcìî

çà ïåðøó êðèâèíó ëiíi�� (γ0).
Äëÿ içîòðîïíèõ ëiíié (γ0) ç íóëüîâèì òåí-

çîðîì Λ2
1 ìàcìî Λ4

11 = Λ2
11 = 0, ω3

1 = k1θ,
ω2

1 = −ω3
2, ω4

1 = −ω4
3, à Λ3

11 = Λ1
11, Λ

3
111 =

Λ1
111, ... � ôóíêöi��, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ñèñòå-

ìó ðiâíÿíü

dk1 = (Λ1
11−k2

1)θ, dΛ1
11 = (Λ1

111−Λ1
11k1)θ, ... .

Íàñëiäîê. Içîòðîïíi ëiíi�� (γ0) ç íóëüî-
âèì òåíçîðîì Λ2

1 òà ç íóëüîâîþ ïåðøîþ
êðèâèíîþ c içîòðîïíèìè ïðÿìèìè.

Îñêiëüêè k1 = Λ1
1 = 0, òî îòðèìócìî

Λ1
11 = 0, Λ1

111 = 0 i ò.ä. Îòæå, d ~Λ
x

= ~0 äëÿ

êîæíî�� òî÷êè x ∈ (γ0) i òîìó ~Λ
x

=
−→

const 6= ~0 c
íàïðÿìíèì âåêòîðîì içîòðîïíî�� ïðÿìî�� (γ0).

ßêùî âçäîâæ içîòðîïíî�� ëiíi�� (γ0) ç íó-
ëüîâèì òåíçîðîì Λ2

1 ïåðøà êðèâèíà k1 =
const 6= 0, òî Λ1

11 = k2
1, Λ1

111 = k3
1, ...,

Λ1
(m) = km

1 .
Òåîðåìà 2. Içîòðîïíi ëiíi�� (γ0) ç íóëüî-

âèì òåíçîðîì Λ2
1 i ñòàëîþ íåíóëüîâîþ ïåð-

øîþ êðèâèíîþ � öå içîòðîïíi êîëà. Êîæíå
içîòðîïíå êîëî õàðàêòåðèçócòüñÿ òàêèìè
çíà÷åííÿìè êîìïîíåíò ôóíäàìåíòàëüíîãî
îá'cêòà: Λ1 = Λ3 = 1, Λ1

1 = k1, Λ1
11 = k2

1, ...,
Λ1

(m) = km
1 , âñi iíøi êîìïîíåíòè íóëüîâi.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ içîòðîïíèõ ëiíié (γ0)
ç íóëüîâèì òåíçîðîì Λ2

1

d ~Λ
x

= k1(x) ~Λ
x

θ.

2. Ðîçãëÿíåìî içîòðîïíi ëiíi�� (γ0) ç íåíó-
ëüîâèì ñòàëèì òåíçîðîì Λ2

1. Âçäîâæ òàêèõ
ëiíié

ω4
2 =

(
Λ2

11

Λ2
1

− Λ1
1

)
θ

i òîìó

dΛ4
11 =

(
Λ4

(3) − Λ4
11

(
Λ2

11

Λ2
1

− Λ1
1

)
− Λ1

11Λ
2
1

)
θ.

Òåîðåìà 3. Êîæíà içîòðîïíà ëiíiÿ
(γ0) çi ñòàëèì íåíóëüîâèì òåíçîðîì Λ2

1
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õàðàêòåðèçócòüñÿ âiäíîñíèì iíâàðiàíòîì
Λ4

11 = Λ2
11.

Äëÿ içîòðîïíèõ ëiíié (γ0) çi ñòàëèì íå-
íóëüîâèì òåíçîðîì Λ2

1 ôóíêöiÿ Λ1
1, ÿêà áóëà

ïåðøîþ êðèâèíîþ içîòðîïíî�� ëiíi�� (γ0) ç íó-
ëüîâèì òåíçîðîì Λ2

1, âòðà÷àc âëàñòèâiñòü áó-
òè âiäíîñíèì iíâàðiàíòîì. Ñèñòåìà (6) äëÿ
êîæíî�� içîòðîïíî�� ëiíi�� (γ0) çi ñòàëèì íåíó-
ëüîâèì òåíçîðîì Λ2

1 íàáóâàc âèãëÿäó

Λ2
1 = const, Λ4

11 = Λ2
11, Λ3

1 = Λ1
1,

Λ3
11 = Λ1

11, Λ3
(3) = Λ1

(3), Λ4
(3) = Λ2

(3),

ω3
1 = Λ1

1θ, ω4
2 =

(
Λ2

11

Λ2
1

− Λ1
1

)
θ,

ω2
1 + ω3

2 = Λ2
1θ, ω4

1 + ω4
3 = Λ2

1θ,

d

(
Λ1

1

Λ2
1

)
+ ω3

2 − ω4
3 =

(
Λ1

11 − (Λ1
1)

2

Λ2
1

)
θ,

dΛ1
11 + Λ2

11(ω
3
2 − ω4

3) = (Λ1
(3) − Λ1

11Λ
1
1)θ,

dΛ2
11 =

(
Λ2

(3) −
1

Λ2
1

(Λ2
11)

2 + Λ2
11Λ

1
1 − Λ1

11Λ
2
1

)
θ,

dΛI
(3) + ΛK

(3)ω
I
K = ΛI

(4)θ, ... . (7)

Âiäíîñíèé iíâàðiàíò Λ2
11 = Λ4

11 íàçâå-
ìî ïåðøîþ êðèâèíîþ içîòðîïíî�� ëiíi�� (γ0)
çi ñòàëèì íåíóëüîâèì òåíçîðîì Λ2

1. Íåõàé
Λ2

11 = Λ4
11 = χ1.

Içîòðîïíi ëiíi�� (γ0) çi ñòàëèì íåíóëüîâèì
òåíçîðîì Λ2

1 òà ç íóëüîâîþ ïåðøîþ êðèâè-
íîþ ìàþòü âiäíîñíèé iíâàðiàíò {Λ1

11}, ÿêèé
äëÿ öüîãî êëàñó ëiíié íàçâåìî äðóãîþ êðè-
âèíîþ i ïîçíà÷èìî ÷åðåç χ2.

Äiéñíî, äëÿ âêàçàíîãî êëàñó ëiíié χ2 =
Λ1

11, χ1 = 0 i dχ2 = (Λ1
(3) − χ2Λ

1
1)θ. Êðiì öüî-

ãî, içîòðîïíi ëiíi�� (γ0) çi ñòàëèì íåíóëüîâèì
òåíçîðîì Λ2

1 òà ç íóëüîâîþ ïåðøîþ êðèâè-
íîþ õàðàêòåðèçóþòüñÿ iíâàðiàíòíèì òåíçîð-
íèì ïîëåì Λ1

1

Λ2
1

, áî

d

(
Λ1

1

Λ2
1

)
+ ω3

2 − ω4
3 =

χ2 − (Λ1
1)

2

Λ2
1

θ.

Äëÿ içîòðîïíèõ ëiíié (γ0) öüîãî êëàñó ìàcìî

ω3
1 = Λ1

1θ, ω4
2 = −Λ1

1θ,

ω2
1 + ω3

2 = Λ2
1θ, ω4

1 + ω4
3 = Λ2

1θ,

dΛ1
(3) + χ2Λ

2
1(ω

3
2 − ω4

3) = (Λ1
(4) − Λ1

(3)Λ
1
1)θ,

(Λ1
(3) − Λ2

1χ2)ω
3
2 =

= (Λ2
(4) + 2χ2Λ

1
1Λ

2
1 − Λ1

(3)Λ
2
1 − χ2(Λ

2
1)

2)θ,

dΛI
(4) + ΛK

(4)ω
I
K = ΛI

(5)θ, ...

� äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ i ñêií÷åííi ñïiâ-
âiäíîøåííÿ

Λ2
(3) = Λ2

1χ2, Λ2
(3) = Λ4

(3), Λ3
1 = Λ1

1,

Λ3
11 = χ2, Λ

3
(3) = Λ1

(3), Λ3
(4) = Λ1

(4),

Λ4
(4) = 2Λ2

1(Λ
1
(3) − χ2Λ

1
1).

Àíàëiçóþ÷è ñêií÷åííi ñïiââiäíîøåííÿ, äîâî-
äèìî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 4. Äëÿ òîãî, ùîá ëîêàëü-
íî îäíîðiäíà içîòðîïíà ëiíiÿ (γ0) çi ñòà-
ëèì íåíóëüîâèì òåíçîðîì Λ2

1 áóëà ëiíicþ
íóëüîâî�� ïåðøî�� êðèâèíè, íåîáõiäíî é äî-
ñèòü, ùîá êîìïîíåíòè ���� ôóíäàìåíòàëüíî-
ãî îá'cêòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó çàäîâîëüíÿ-
ëè ñïiââiäíîøåííÿ Λ1

(3) = Λ3
(3), Λ2

(3) = Λ4
(3) =

Λ2
1Λ

3
11, Λ3

1 = Λ1
1.

Íà äèôåðåíöiàëüíîìó îêîëi ï'ÿòîãî ïî-
ðÿäêó ëîêàëüíî îäíîðiäíî�� içîòðîïíî�� ëiíi��
(γ0) çi ñòàëèì íåíóëüîâèì òåíçîðîì Λ2

1 âè-
ñíîâêè òåîðåìè 4 çàëåæàòü âiä âëàñòèâî-
ñòåé òåíçîðíîãî ïîëÿ Λ1

1. ßêùî äðóãà êðè-

âèíà âiäìiííà âiä
Λ1

(3)

Λ2
1

, òî Λ1
1 ñòàc iíâàði-

àíòîì, ÿêèé ìîæíà ââàæàòè òðåòüîþ êðè-
âèíîþ içîòðîïíî�� ëiíi�� (γ0) ó íåéòðàëüíîìó
ïðîñòîði.

3. Êîæíà ëîêàëüíî îäíîðiäíà içîòðîïíà
ëiíiÿ íåéòðàëüíîãî ïðîñòîðó, êðiì òåíçîðà
a, ìàc ùå òåíçîð b := Λ2

1 + Λ4
1. Äiéñíî, âèêî-

ðèñòîâóþ÷è (5), îòðèìócìî

db + bω4
2 = (Λ2

11 + Λ4
11 − Λ1

1b)θ.

Îñêiëüêè da − aω4
2 = (Λ2

11 − Λ4
11 − Λ1

1a)θ,
òî ôóíêöiÿ m := ab çàäîâîëüíÿc ðiâíÿííÿ
dm = ((a + b)Λ2

11 + (a− b)Λ4
11 − 2mΛ1

1)θ.
Îòæå, äîâåäåíà íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 5. Ëîêàëüíî îäíîðiäíà içîòðîï-

íà ëiíiÿ íåéòðàëüíîãî ïðîñòîðó íà äè-
ôåðåíöiàëüíîìó îêîëi äðóãîãî ïîðÿäêó
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äîïóñêàc iñíóâàííÿ âiäíîñíîãî iíâàðiàíòà
m.

Äèôåðåíöiàëüíà ãåîìåòðiÿ içîòðîïíèõ ëi-
íié ç íóëüîâèì òåíçîðîì b àíàëîãi÷íà ãåî-
ìåòði�� içîòðîïíèõ ëiíié (γ0). Òîìó ãåîìåòðiÿ
içîòðîïíèõ ëiíié ç íóëüîâèì iíâàðiàíòîì m
� öå ãåîìåòðiÿ içîòðîïíèõ ëiíié (γ0).

Íà äèôåðåíöiàëüíîìó îêîëi òðåòüîãî ïî-
ðÿäêó äëÿ ëîêàëüíî îäíîðiäíèõ içîòðîïíèõ
ëiíié iíâàðiàíò m = Λ3

11 − Λ1
11. Ïîðÿäîê äè-

ôåðåíöiàëüíîãî îêîëó äîâiëüíî�� çâè÷àéíî��
òî÷êè ëiíi�� âèçíà÷àcòüñÿ ïîðÿäêîì ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî îá'cêòà ëiíi��, çà äîïîìîãîþ ÿêî-
ãî ëîêàëüíî çàäàcòüñÿ ëiíiÿ ó öüîìó îêîëi.

ßêùî (γm) � êëàñ ëîêàëüíî îäíîðiäíèõ
içîòðîïíèõ ëiíié çi ñòàëèì íåíóëüîâèì iíâà-
ðiàíòîì m, òî äëÿ òàêîãî êëàñó ìàcìî

Λ1
1 =

1

2m
((a + b)Λ2

11 + (a− b)Λ4
11).

Âçäîâæ ëiíié êëàñó (γm) òåíçîðíi ïîëÿ a i b
íåòðèâiàëüíi.

Içîòðîïíi ëiíi�� êëàñó (γm), âçäîâæ ÿêèõ
òåíçîðè a i b çáiãàþòüñÿ, c ëiíiÿìè çi ñòàëèì
íåíóëüîâèì òåíçîðîì Λ2

1 i ç íóëüîâèì òåíçî-
ðîì Λ4

1. Òîìó

dΛ2
1 = (Λ2

11 − Λ1
1Λ

2
1)θ, ω4

2 =
Λ4

11

Λ2
1

θ,

dΛ1
1 + Λ2

1ω
3
2 = (Λ1

11 + (Λ2
1)

2 − (Λ1
1)

2)θ.

Ôóíêöi�� k1 := Λ2
1, k2 := Λ1

1; k3 :=
Λ4

11

Λ2
1

c êðèâèíàìè içîòðîïíèõ ëiíié öüîãî êëà-
ñó. Ðîçãîðòàþ÷è ñèñòåìó (5) äëÿ içîòðî-
ïíèõ ëiíié êëàñó (γm), ìîæíà îòðèìàòè òå-
îðåìè, àíàëîãi÷íi òåîðåìàì 3 i 4. Äîñëi-
äæåíi iíâàðiàíòíi òåíçîðíi õàðàêòåðèñòè-
êè ðîçãëÿíóòèõ êëàñiâ ëîêàëüíî îäíîðiäíèõ
içîòðîïíèõ ëiíié ó íåéòðàëüíîìó ïðîñòîði
ìîæóòü ñêëàñòè îñíîâó äëÿ iíâàðiàíòíèõ
äèôåðåíöiàëüíî-ãåîìåòðè÷íèõ ïîáóäîâ ãåî-
ìåòði�� ëiíié öèõ êëàñiâ â îêîëàõ âèùèõ ïî-
ðÿäêiâ.
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