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ÒÎ×ÊÎÂÀ ÐÎÇÐÈÂÍIÑÒÜ ÔÓÍÊÖIÉ ÁÀÃÀÒÜÎÕ ÇÌIÍÍÈÕ
Äîâåäåíî òåîðåìè ïðî òî÷êîâó ðîçðèâíiñòü ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíèõ ôóíêöié, ÿêi

òî÷êîâî ðîçðèâíi âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨, à òàêîæ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ. Âîíè ïîêðàùó-
þòü ðåçóëüòàòè Ê.Áå åëÿ, Ñ.Êåìïiñòîãî, Ã.Ãàíà i É.Ìiáó i ïîâ'ÿçàíi ç îäíèì ðåçóëüòàòîì
�.Äåáñà.

It is proved theorems on pointwise discontinuity of horizontally quasicontinuous functions
which are pointwise discontinuous with respect to the second variable. They improve results of
K.B�ogel, S.Kempisty, H.Hahn and Y.Mibu and they are connected with the result of G.Debs.

1. Ê.Áå åëü [1] äîâiâ òàêó òåîðåìó: ÿêùî
ôóíêöiÿ f : (a, b) × (c, d) → R íåïåðåðâ-
íà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i òî÷êîâî ðîç-
ðèâíà âiäíîñíî äðóãî¨ äëÿ âñiõ çíà÷åíü ïåð-
øî¨ çìiííî¨, ùî ïðîáiãàþòü äåÿêó ìíîæè-
íó, ïåðåòèí ÿêî¨ ç äîâiëüíèì iíòåðâàëîì
(α, β) ⊆ (a, b) ¹ ìíîæèíîþ äðóãî¨ êàòåãî-
ði¨, òî ìíîæèíà òî÷îê ðîçðèâó D(f) ôóí-
êöi¨ f ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â ïðÿ-
ìîêóòíèêó (a, b) × (c, d), çîêðåìà, f ¹ òî-
÷êîâî ðîçðèâíîþ ôóíêöi¹þ. Ñ.Êåìïiñòèé [2]
áåç äîâåäåííÿ ñïîâiñòèâ, ùî ôóíêöiÿ f :
R2 → R, ÿêà êâàçiíåïåðåðâíà âiäíîñíî ïåð-
øî¨ çìiííî¨ i òî÷êîâî ðîçðèâíà âiäíîñíî äðó-
ãî¨ çìiííî¨, ¹ òî÷êîâî ðîçðèâíîþ çà ñóêóïíi-
ñòþ çìiííèõ. Íàðåøòi, Ã.Ãàí [3, c.338], ðîç-
âèâàþ÷è ïiäõiä Áå åëÿ, îòðèìàâ òàêèé ðå-
çóëüòàò: ÿêùî X1, ..., Xn−1 � ïîâíîìåòðèçîâ-
íi ïðîñòîðè, Xn� ñåïàðàáåëüíèé ìåòðèçîâ-
íèé ïðîñòið, f : X1 × ... × Xn → R � ôóí-
êöiÿ, ÿêà íàðiçíî íåïåðåðâíà âiäíîñíî ïåð-
øèõ n − 1 çìiííèõ i òàêà, ùî ìíîæèíà òèõ
òî÷îê (x1, ..., xn−1) ∈ X1×...×Xn−1, äëÿ ÿêèõ
ôóíêöiÿ g(xn) = f(x1, ..., xn−1, xn) ¹ òî÷êîâî
ðîçðèâíîþ íà Xn, áóäå çàëèøêîâîþ â äîáó-
òêó X1 × ...×Xn−1, òî ìíîæèíà D(f) òî÷îê
ðîçðèâó ôóíêöi¨ f ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòå-
ãîði¨ â äîáóòêó X1 × ...×Xn.

Ó ïiñëÿâî¹ííi ðîêè òàêîæ ç'ÿâèëîñÿ êiëü-
êà òåîðåì òàêîãî òèïó, õî÷à, ñóäÿ÷è ç óñüî-
ãî, ¨õ àâòîðè íå çíàëè ïðî ðåçóëüòàòè ñâî-
¨õ ïîïåðåäíèêiâ. É.Ìiáó [4] ââîäèòü òåðìií
�êâàçiíåïåðåðâíà ôóíêöiÿ� äëÿ âiäîáðàæåí-

íÿ f , ìíîæèíà òî÷îê ðîçðèâó D(f) ÿêîãî ¹
ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨. Îñêiëüêè çàðàç
ñòàëî çàãàëüíîïðèéíÿòèì (äèâ., íàïðèêëàä,
îãëÿä [5]) ðîçóìiòè êâàçiíåïåðåðâíiñòü ó ñåí-
ñi Ñ.Êåìïiñòîãî [2], ùî âïåðøå çàïðîâàäèâ
öåé òåðìií ó âæèòîê, òî ìè áóäåìî íàçè-
âàòè êâàçiíåïåðåðâíi ó ñåíñi Ìiáó âiäîáðà-
æåííÿ òðîõè ðîçðèâíèìè. Ðåçóëüòàò Ìiáó
[4, òåîðåìà 2] òàêèé: ÿêùî X i Y � áåðiâ-
ñüêi ïðîñòîðè, Y � çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó àêñi-
îìó çëi÷åííîñòi, Z � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið i
f : X × Y → Z � âiäîáðàæåííÿ, ÿêå íåïå-
ðåðâíå âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i òðîõè ðîç-
ðèâíå âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ ïðè ôiêñîâà-
íèõ çíà÷åííÿõ ïåðøî¨ çìiííî¨ ç äåÿêî¨ çàëè-
øêîâî¨ ìíîæèíè â X, òî f áóäå òðîõè ðîç-
ðèâíèì. ßê íàñëiäîê, É.Ìiáó îäåðæó¹ ðå-
çóëüòàòè ïðî òî÷êîâó ðîçðèâíiñòü ôóíêöié
f : Rn → R, ÿêi âèïëèâàþòü i ç òåîðåìè Ãà-
íà.

�.Äåáñ [6] âèõîäèâ ç ïèòàííÿ: ÷è áóäå
ôóíêöiÿ f : [0, 1]2 → R, ÿêà íåïåðåðâíà âiä-
íîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i íàëåæèòü äî ïåðøî-
ãî êëàñó Áåðà âiäíîñíî äðóãî¨, ñóêóïíî íå-
ïåðåðâíîþ õî÷à á â îäíié òî÷öi? ßê âèäíî
çi âñòóïó äî ïðàöi [6], ¨¨ àâòîð ââàæà¹, ùî
âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ íåâiäîìà, õî÷à âîíà
íåãàéíî âèïëèâà¹ óæå ç ïåðâiñíîãî ðåçóëü-
òàòó Ê.Áå åëÿ. Àëå íàñïðàâäi �.Äåáñ â [6],
çàñòîñîâóþ÷è òîïîëîãi÷íi iãðè, âñòàíîâëþ¹
íàáàãàòî çàãàëüíiøèé ðåçóëüòàò. Âií êàæå,
ùî âiäîáðàæåííÿ ϕ : X → Z çi çíà÷åí-
íÿìè â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði Z ¹ ïåðøîãî
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êëàñó, ÿêùî â êîæíié íåïîðîæíié ÷àñòèíi A
ïðîñòîðó X ìiñòèòüñÿ íåïîðîæíÿ âiäíîñíî
âiäêðèòà ÷àñòèíà U , äëÿ ÿêî¨ diamϕ(U) <
ε. Êðiì òîãî, �.Äåáñ ââîäèòü íà ïðîñòîði
X òîïîëîãi÷íó ãðó J ′(X) ìiæ ãðàâöÿìè α
i β, â ÿêié ïî÷èíà¹ β, i ãðàâöi ïî÷åðãî-
âî âèáèðàþòü âiäêðèòi íåïîðîæíi ìíîæèíè
U0, U1, U2, ... â X, Un−1 ⊆ Un, à ãðàâåöü α ùå
é òî÷êè xn ∈ U2n+1. Ïðè öüîìó α âèãðà¹,
ÿêùî

∞⋂
n=0

Un ∩ {xp : p ∈ N} 6= Ø.

Ðåçóëüòàò �.Äåáñà [6, òåîðåìà 1] ôîðìó-
ëþ¹òüñÿ òàê: ÿêùî X � β-íåñïðèÿòëèâèé
ïðîñòið ó ãði J ′(X) i Y � òîïîëîãi÷íèé ïðî-
ñòið ç ïåðøîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi, òàêi, ùî
äîáóòîê X×Y ¹ áåðiâñüêèì, Z � ìåòðè÷íèé
ïðîñòið i f : X × Y → Z � âiäîáðàæåí-
íÿ, ÿêå íåïåðåðâíå âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨
i ïåðøîãî êëàñó âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨, òî
f òî÷êîâî ðîçðèâíå. �.Äåáñ çàóâàæó¹, ùî β-
íåñïðèÿòëèâèìè ó ãði J ′(X) áóäóòü, çîêðå-
ìà, ìåòðèçîâíi áåðiâñüêi ïðîñòîðè i äîâiëüíi
äîáóòêè ÿê ïîâíîìåòðèçîâíèõ, òàê i ëîêàëü-
íî êîìïàêòíèõ ïðîñòîðiâ, à òàêîæ, ùî òàêi
ïðîñòîðè óòâîðþþòü âëàñíó ÷àñòèíó êëàñó
âñiõ áåðiâñüêèõ ïðîñòîðiâ.

Öi ðåçóëüòàòè É.Ìiáó i �.Äåáñà îáãîâî-
ðþþòüñÿ i â ïðàöÿõ Ç.Ïüîòðîâñüêîãî [7,8],
òiëüêè òàì ïðè ¨õ ôîðìóëþâàííi ïåðåïëóòà-
íi óìîâè íà x-ðîçðiçè i y-ðîçðiçè âiäîáðàæå-
ííÿ f .

Àâòîðè, ÿê i �.Äåáñ, âèõîäèëè iç çàäà÷i
ïðî òî÷êè íåïåðåðâíîñòi ôóíêöié, ÿêi íåïå-
ðåðâíi âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i íàëåæàòü
äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà âiäíîñíî äðóãî¨ çìií-
íî¨, i ñïî÷àòêó íå áóëè ïîiíôîðìîâàíi íi ïðî
ðåçóëüòàòè, íi ïðî ìåòîäè ñâî¨õ ïîïåðåäíè-
êiâ. Íàì ïîùàñòèëî âiäêðèòè íîâi ìåòîäè
i îòðèìàòè òåîðåìè, çíà÷íî çàãàëüíiøi âiä
òèõ, ùî áóëè ó íàøèõ ïîïåðåäíèêiâ, îêðiì
òåîðåìè Äåáñà, ÿêà ç íàøèìè ðåçóëüòàòàìè
íåïîðiâíÿííà.

2. Íåõàé X, Y i Z� òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè
i p0 = (x0, y0) ∈ X × Y . Íàãàäà¹ìî, ùî âiä-
îáðàæåííÿ f : X × Y → Z íàçèâà¹òüñÿ ãî-
ðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíèì ó òî÷öi p0,
ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ îêîëiâ W,U i V âiäïî-
âiäíî òî÷îê z0 = f(p0), x0 i y0 ó âiäïîâiä-

íèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü òî÷êà p1 = (x1, y1) ∈
U×V i îêië U1 òî÷êè x1 â X, òàêi, ùî U1 ⊆ U
i f(U1 × {y1}) ⊆ W , i ãîðèçîíòàëüíî êâàçi-
íåïåðåðâíèì, ÿêùî âîíî ¹ òàêèì ó êîæíié
òî÷öi äîáóòêó X × Y .

Äëÿ âiäîáðàæåííÿ f òîïîëîãi÷íîãî ïðî-
ñòîðó T â òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Z ñèìâîëîì
C(f) ìè ïîçíà÷à¹ìî ìíîæèíó éîãî òî÷îê íå-
ïåðåðâíîñòi, à ñèìâîëîì D(f) � ìíîæèíó éî-
ãî òî÷îê ðîçðèâó. Âiäîáðàæåííÿ f íàçèâà¹-
òüñÿ òî÷êîâî ðîçðèâíèì, ÿêùî C(f) = T .
Íåõàé Z � ìåòðè÷íèé ïðîñòið i |z1 − z2|
� âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè z1 i z2 â Z. Äëÿ
âiäîáðàæåííÿ f : T → Z, íåïîðîæíüî¨
ìíîæèíè E ⊆ T i òî÷êè t0 ∈ T ÷èñëà
ωf (E) = sup{|f(t′) − f(t′′)| : t′, t” ∈ E} i
ωf,t0(E) = sup{|f(t) − f(t0)| : t ∈ E} íà-
çèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî êîëèâàííÿì ôóíêöi¨ f
íà ìíîæèíi E i ïðèâ'ÿçàíèì êîëèâàííÿì
ôóíêöi¨ f íà ìíîæèíi E â òî÷öi t0. ßêùî
Ut0 � ñèñòåìà âñiõ îêîëiâ òî÷êè t0 â T , òî
÷èñëî ωf (t0) = inf{ωf (U) : U ∈ Ut0} � öå
êîëèâàííÿ ôóíêöi¨ f â òî÷öi t0, à ÷èñëî
ω̃f (t0) = inf{ωf,t0(U) : U ∈ Ut0} � öå ïðèâ'ÿ-
çàíå êîëèâàííÿ ôóíêöi¨ f ó òî÷öi t0. Çðî-
çóìiëî, ùî ω̃f (t0) ≤ ωf (t0) ≤ 2ω̃f (t0). Ôóí-
êöiÿ ωf : T → [0, +∞] ¹ íàïiâíåïåðåðâ-
íîþ çâåðõó i äëÿ êîæíîãî ε > 0 ìíîæèíè
Dε(f) = {t ∈ T : ωf (t) ≥ ε} çàìêíåíi â T .

Âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z çi çíà-
÷åííÿìè â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði Z áóäå ãî-
ðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíèì ó òî÷öi p0 =
(x0, y0) ∈ X × Y òîäi é òiëüêè òîäi, êî-
ëè äëÿ êîæíîãî ε > 0 i äîâiëüíîãî îêîëó
U × V òî÷êè p0 â X × Y iñíó¹ òàêà òî÷êà
p1 = (x1, y1) ∈ U × V i òàêèé îêië U1 òî÷êè
x1 â X, ùî U1 ⊆ U i ωf,p0(U1 × {y1}) < ε.
Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíà A â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði T íàçèâà¹òüñÿ çàëèøêîâîþ, ÿêùî ¨¨
äîïîâíåííÿ T \ A ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòå-
ãîði¨.

3. ßê çâè÷àéíî, äëÿ âiäîáðàæåííÿ f :
X×Y → Z i òî÷êè (x, y) ∈ X×Y ìè ïèøåìî
fx(y) = fy(x) = f(x, y). Êàæóòü, ùî ñèñòåìà
B íåïîðîæíiõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ó òîïîëî-
ãi÷íîìó ïðîñòîði Y ¹ ïñåâäîáàçîþ, ÿêùî äëÿ
êîæíî¨ íåïîðîæíüî¨ âiäêðèòî¨ â Y ìíîæèíè
V iñíó¹ òàêà ìíîæèíà B ∈ B, ùî V ⊇ B.
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Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî Y ìà¹ çëi÷åííó ïñåâ-
äîáàçó, ÿêùî iñíó¹ ïñåâäîáàçà â Y , ÿêà íå
áiëüø íiæ çëi÷åííà.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi
ïðîñòîðè, ïðè÷îìó Y ìà¹ çëi÷åííó ïñåâäî-
áàçó, Z � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, f : X × Y →
Z � ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíå âiäîáðà-
æåííÿ, â ÿêîãî D2ε(f) = X×Y , i 0 < η < ε.
Òîäi ìíîæèíà Aη = {x ∈ X : ωfx(y) ≥
η äëÿ êîæíîãî y ∈ Y } ¹ çàëèøêîâîþ â X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {Vn : n ∈ N} � ïñåâ-
äîáàçà â Y . Äëÿ êîæíîãî íîìåðà n ðîçãëÿ-
íåìî ñèñòåìó Gn âñiõ âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ
ìíîæèí G â X, äëÿ êîæíî¨ ç ÿêèõ iñíó-
þòü òî÷êè y1, y2 ∈ Vn, òàêi, ùî |f(x, y1) −
f(x, y2)| ≥ η äëÿ âñiõ x ∈ G. Äîâåäåìî, ùî
âiäêðèòà ìíîæèíà Gn =

⋃Gn âñþäè ùiëüíà
â X. Íåõàé U � âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíî-
æèíà â ïðîñòîði X i p0 ∈ U × Vn. Ïîêëà-
äåìî δ = ε − η. Îñêiëüêè f ãîðèçîíòàëü-
íî êâàçiíåïåðåðâíå ó òî÷öi p0, òî iñíóþòü
òî÷êà p1 = (x1, y1) ∈ U × Vn i âiäêðèòèé
îêië U1 òî÷êè x1 â X, òàêi, ùî U1 ⊆ U i
ωf,p0(U1 × {y1}) < δ/6. Òîäi ωf (U1 × {y1}) <
δ/3. Çà óìîâîþ ωf (p1) ≥ 2ε, îòæå, ω̃f (p1) ≥
ε. Ìíîæèíà U × Vn ¹ îêîëîì òî÷êè p1, îò-
æå, ωf,p1(U × Vn) ≥ ε. Òîìó iñíó¹ òàêà òî÷êà
p2 ∈ U × Vn, ùî |f(p1) − f(p2)| > ε − δ/3.
Àëå f ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíå i â òî-
÷öi p2. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òî÷êà
y2 ∈ Vn i âiäêðèòà â X íåïîðîæíÿ ìíîæèíà
G, òàêi, ùî ωf,p2(G × {y2}) < δ/3 i G ⊆ U1.
ßêùî p′ = (x, y1), p′′ = (x, y2) i x ∈ G, òî

|f(p′)−f(p′′)| ≥ |f(p1)−f(p2)|−|f(p′)−f(p1)|−
|f(p′′)− f(p2)| > ε− δ/3− δ/3− δ/3 =

= ε− δ = η.

Òîìó G ∈ Gn, îòæå, G ⊆ U∩Gn, çâiäêè îòðè-
ìó¹ìî, ùî U ∩Gn 6= Ø, à çíà÷èòü, Gn = X.

Ïîêëàäåìî Fn = X \ Gn. Îñêiëüêè Gn �
âiäêðèòà âñþäè ùiëüíà ìíîæèíà, òî Fn �
çàìêíåíà i íiäå íå ùiëüíà. Òîìó ìíîæèíà
E =

∞⋂
n=1

Gn çàëèøêîâà â X, àäæå ¨¨ äîïîâ-

íåííÿ X \ E =
∞⋃

n=1

Fn � öå ìíîæèíà ïåð-
øî¨ êàòåãîði¨. Ïîêàæåìî, ùî E ⊆ Aη. Íåõàé

x ∈ E, y ∈ Y i V � âiäêðèòèé îêië òî÷êè
y â Y . Iñíó¹ òàêèé íîìåð n, ùî Vn ⊆ V .
Îñêiëüêè x ∈ Gn, òî iñíóþòü òàêi òî÷êè
y1, y2 ∈ Vn, ùî |f(x, y1) − f(x, y2)| ≥ η. Àëå
ωfx(V ) ≥ ωfx(Vn) ≥ |f(x, y1) − f(x, y2)|. Îò-
æå, ωfx(V ) ≥ η, à çíà÷èòü, ωfx(y) ≥ η, òîáòî
x ∈ Aη. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà Aη çàëèøêî-
âà, àäæå âîíà ìiñòèòü çàëèøêîâó ìíîæèíó
E.

4. Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 1 i òåîðåìó Áà-
íàõà ïðî êàòåãîðiþ [9, ñ. 87], îäåðæó¹ìî íà-
ñòóïíèé ðåçóëüòàò, ç ÿêîãî ëåãêî âèïëèâà-
þòü çãàäàíi âèùå òåîðåìè Áå åëÿ, Êåìïiñòî-
ãî i Ìiáó. Ïðè öüîìó áåðiâñüêèì ÿäðîì òîïî-
ëîãi÷íîãî ïðîñòîðó ìè íàçèâà¹ìî éîãî âiä-
êðèòèé çàëèøêîâèé áåðiâñüêèé ïiäïðîñòið.
Iñíóâàííÿ áåðiâñüêîãî ÿäðà â áóäü-ÿêîìó òî-
ïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði ëåãêî âèïëèâà¹ ç òåî-
ðåìè Áàíàõà ïðî êàòåãîðiþ.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi
ïðîñòîðè, ïðè÷îìó Y ìà¹ çëi÷åííó ïñåâäî-
áàçó, Z � ìåòðè÷íèé ïðîñòið i f : X×Y →
Z � ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíå âiäîáðà-
æåííÿ, ó ÿêîãî ìíîæèíà B = {x ∈ X : fx �
òðîõè ðîçðèâíå } çàëèøêîâà â X. Òîäi ìíî-
æèíà C(f) çàëèøêîâà â X × Y , à ÿêùî äî-
áóòîê X×Y ùå é áåðiâñüêèé, òî f òî÷êîâî
ðîçðèâíå.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé S i T� áåðiâñüêi ÿäðà
âiäïîâiäíî ïðîñòîðiâ X, Y i g = f|S×T

. Äîâå-
äåìî, ùî ìíîæèíà C(g) çàëèøêîâà â S × T .
Îñêiëüêè (S×T ) \C(g) = D(g) =

∞⋃
n=1

D
1
n (g),

òî äîñèòü äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî ε > 0
ìíîæèíà Dε(g) íiäå íå ùiëüíà â S × T . Íå-
õàé öå íå òàê, òîáòî ïðè äåÿêîìó ε > 0 ìíî-
æèíà Dε(g) äåñü ùiëüíà â S × T . Îñêiëüêè
Dε(g) çàìêíåíà â S×T , òî iñíóþòü òàêi âiä-
êðèòi íåïîðîæíi ìíîæèíè U i V ó ïðîñòî-
ðàõ S i T âiäïîâiäíî, ùî U × V ⊆ Dε(g).
Íåõàé h = g|U×V

i 0 < η < ε
2
. Çðîçóìi-

ëî, ùî âiäîáðàæåííÿ h : U × V → Z ãîðè-
çîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíå, Dε(h) = U × V
i V , ÿê âiäêðèòèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Y ,
ìà¹ çëi÷åííó ïñåâäîáàçó. Ç òåîðåìè 1 âèïëè-
âà¹, ùî ìíîæèíà A = {x ∈ U : ωhx(y) ≥
η äëÿ êîæíîãî y ∈ Y } çàëèøêîâà â U . Ìíî-
æèíà U

⋂
B òåæ çàëèøêîâà â U , áî U âiä-
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êðèòà â X. Òîäi i ïåðåòèí A ∩ B áóäå çà-
ëèøêîâîþ â U ìíîæèíîþ, à îñêiëüêè U �
áåðiâñüêèé ïðîñòið, ÿê âiäêðèòèé ïiäïðîñòið
áåðiâñüêîãî ïðîñòîðó S, òî A

⋂
B ⊇ U . Çâiä-

ñè âèïëèâà¹, ùî A
⋂

B 6= Ø, àäæå U 6= Ø.
Âiçüìåìî ÿêóñü òî÷êó a ∈ A

⋂
B. Îñêiëüêè

a ∈ A, òî ωha(y) ≥ η äëÿ êîæíîãî y ∈ V .
Àëå ωfa(y) = ωha(y) íà V , áî ìíîæèíà V
âiäêðèòà â Y . Òîìó ωfa(y) ≥ η íà V , îòæå
V ⊆ D(fa). Àëå V ¹ ìíîæèíîþ äðóãî¨ êà-
òåãîði¨ ÿê âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà áå-
ðiâñüêîãî ïðîñòîðó T . Ó òàêîìó ðàçi i D(fa)
¹ ìíîæèíîþ äðóãî¨ êàòåãîði¨, à öå ñóïåðå-
÷èòü òîìó, ùî fa òðîõè ðîçðèâíå. Öÿ ñóïå-
ðå÷íiñòü ïîêàçó¹, ùî ìíîæèíè Dε(g) íiäå íå
ùiëüíi â S × T , à C(g) çàëèøêîâà â S × T ,
à çíà÷èòü, i â X × Y , áî S × T çàëèøêîâà â
X × Y . Àëå C(f) ⊇ C(g), áî S × T âiäêðèòà
â X × Y . Òîìó i ìíîæèíà C(f) çàëèøêîâà â
X × Y .

Íåõàé Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i Z � ìå-
òðè÷íèé ïðîñòið. Íàãàäà¹ìî, ùî âiäîáðàæå-
ííÿ f : X → Z íàçèâà¹òüñÿ êëiêîâèì, ÿêùî
äëÿ êîæíîãî ε > 0 ìíîæèíà Gε(f) = {y ∈
Y : ωf (y) < ε} âñþäè ùiëüíà â Y . Çðîçóìi-
ëî, ùî êîæíå òî÷êîâî ðîçðèâíå âiäîáðàæå-
ííÿ êëiêîâå. ßêùî ïðîñòið Y áåðiâñüêèé, òî
ïðàâèëüíå é îáåðíåíå òâåðäæåííÿ. Êðiì òî-
ãî, êîæíå êëiêîâå âiäîáðàæåííÿ, î÷åâèäíî,
òðîõè ðîçðèâíå. Îòæå, òåîðåìà 2 ïîëiïøó¹
òåîðåìó 3.3.2 ç [10].

5. Çàðàç ìè çîâñiì íîâèì ñïîñîáîì îäåð-
æèìî iíøèé âàðiàíò óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè
Áå åëÿ i Êåìïiñòîãî.

Òåîðåìà 3. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, Y � áåðiâñüêèé ïðîñòið, ÿêèé ìà¹
çëi÷åííó ïñåâäîáàçó, Z � ìåòðèçîâíèé ïðî-
ñòið, f : X × Y → Z � ãîðèçîí-
òàëüíî êâàçiíåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå
òî÷êîâî ðîçðèâíå âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ i
Cx(f) = {y ∈ Y : (x, y) ∈ C(f)}. Òîäi ìíî-
æèíà A = {x ∈ X : Cx(f) = Y } � çàëèøêî-
âà â X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé | ◦−◦ | � ìåòðèêà íà
Z, ÿêà ïîðîäæó¹ éîãî òîïîëîãiþ i {Vj : j ∈
N} � ïñåâäîáàçà â ïðîñòîði Y . Áóäåìî ìið-
êóâàòè âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé äîïîâíåííÿ

B = X \A ¹ ìíîæèíîþ äðóãî¨ êàòåãîði¨. Äëÿ
êîæíîãî x ∈ B iñíó¹ òàêà âiäêðèòà â Y íå-
ïîðîæíÿ ìíîæèíà Wx, ùî âiäîáðàæåííÿ f
ðîçðèâíå â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè {x}×Wx.
Ìíîæèíè Wx,k = {y ∈ Wx : ωf (x, y) ≥ 1

k
}

çàìêíåíi â Wx i Wx =
∞⋃

k=1

Wx,k. Îñêiëüêè
Wx ¹ ìíîæèíîþ äðóãî¨ êàòåãîði¨ â Y , òî
äëÿ êîæíîãî x ∈ B iñíóþòü òàêi íîìåðè jx

i kx, ùî Wx,kx ⊇ Vjx . Ðîçãÿíåìî ìíîæèíè
Aj,k = {x ∈ B : jx = j i kx = k}. Îñêiëü-
êè B =

∞⋃
j,k=1

Aj,k, òî iñíóþòü òàêi íîìåðè m

i n, ùî Am,n ¹ ìíîæèíîþ äðóãî¨ êàòåãîði¨ â
X.

Íåõàé {Vm,i : i ∈ N} � ïñåâäîáàçà âiäêðè-
òîãî ïiäïðîñòîðó Vm ïðîñòîðó Y . Ðîçãëÿíå-
ìî ìíîæèíè Bi = {x ∈ Am,n : ωf ({x} ×
Vm,i) < 1

5n
}. Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî x ∈ X

âiäîáðàæåííÿ fx : Y → Z òî÷êîâî ðîçðèâíå,
òî

∞⋃
i=1

Bi = Am,n. Òîìó iñíó¹ òàêèé íîìåð l,
ùî Bl ¹ ìíîæèíîþ äðóãî¨ êàòåãîði¨ â X, à
çíà÷èòü, i ùiëüíîþ â äåÿêié âiäêðèòié â X
íåïîðîæíié ìíîæèíi G.

Íåõàé V = Vm,l. Âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó
p0 ∈ G×V . Ç ãîðèçîíòàëüíî¨ êâàçiíåïåðåðâ-
íîñòi âiäîáðàæåííÿ f ó òî÷öi p0 âèïëèâà¹,
ùî iñíóþòü òî÷êà b ∈ V i íåïîðîæíÿ âiä-
êðèòà â X ìíîæèíà U , òàêi, ùî U ⊆ G i
ωf,p0(U × {b}) < 1

12n
. Òîäi ωf (U × {b}) < 1

6n
.

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî ωf (U × V ) < 1
n
. Íå-

õàé p1, p2 ∈ U × V . Îñêiëüêè f ãîðèçîíòàëü-
íî êâàçiíåïåðåðâíå â òî÷öi pi, òî iñíó¹ òî÷êà
bi ∈ V i âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà Ui â
X, òàêi, ùî Ui ⊆ U i ωf,pi

(Ui × {bi}) < 1
5n

ïðè i = 1, 2. Äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, 2} ìíî-
æèíè Ui ∩ Bl íåïîðîæíi, àäæå G ⊆ Bl, òî-
ìó ìîæíà âèáðàòè òî÷êè ai ∈ Ui ∩ Bl. Ðîç-
ãëÿíåìî ïðè i ∈ {1, 2} òî÷êè qi = (ai, b) i
q′i = (ai, bi). Îñêiëüêè ai ∈ Bl i b, b1, b2 ∈ V ,
òî |f(qi)− f(q′i)| < 1

5n
ïðè i ∈ {1, 2}.

Êðiì òîãî, |f(q1) − f(q2)| < 1
6n
, áî qi ∈

U × {b} ïðè i ∈ {1, 2}. Òîìó
|f(p1)−f(p2)| ≤ |f(p1)−f(q′1)|+|f(q′1)−f(q1)|+

+|f(q1)−f(q2)|+|f(q2)−f(q′2)|+|f(q′2)−f(p2)| <
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<
1

5n
+

1

5n
+

1

6n
+

1

5n
+

1

5n
=

29

30n
.

Îòæå, ωf (U × V ) ≤ 29
30n

< 1
n
. Îñêiëüêè

ìíîæèíà U × V âiäêðèòà, òî ωf (p) < 1
n
äëÿ

êîæíî¨ òî÷êè p ∈ U × V . Ç äðóãîãî áîêó,
V ⊆ Bl, îòæå, iñíó¹ òî÷êà a ∈ U × Bl. Çà
ïîáóäîâîþ V = Vm,l ⊆ Vm ⊆ Wa,n i òîìó
ωf (p) ≥ 1

n
, ÿê òiëüêè p ∈ {a} × V . Îñêiëüêè

{a} × V ⊆ U × V, òî ìè îäåðæàëè ñóïåðå-
÷íiñòü, ÿêà é ïîêàçó¹, ùî ìíîæèíà A çàëè-
øêîâà â X.

ßêùî X � áåðiâñüêèé ïðîñòið, òî A áó-
äå âñþäè ùiëüíîþ â X. Òîäi ìíîæèíà E =⋃
x∈A

{x}×Cx(f) áóäå âñþäè ùiëüíîþ â X×Y .

Àëå E ⊆ C(f), îòæå, C(f) = X × Y .
6. Íàì áóäå ïîòðiáíèé îäèí ðåçóëüòàò ïðî

áåðîâiñòü äîáóòêó äâîõ áåðiâñüêèõ ïðîñòî-
ðiâ, ÿêèé âèïëèâà¹ ç îäíi¹¨ òåîðåìè ç îãëÿäó
Ð.Ãàâîðçà i Ð.Ìàê-Êîÿ [11, c.56]. Ùîá áóòè
íåçàëåæíèìè, ïîäàìî íàøå äîâåäåííÿ öüîãî
ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 4. Íåõàé X i Y � áåðiâñüêi ïðî-
ñòîðè i Y ìà¹ çëi÷åííó ïñåâäîáàçó. Òîäi é
äîáóòîê P = X × Y áåðiâñüêèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ïðîñòið P ïîäàíî ó
âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ ïîñëiäîâíîñòi çàìêíåíèõ
ìíîæèí Fm i G =

∞⋃
m=1

intFm. Íàì äîñèòü
óñòàíîâèòè, ùî ìíîæèíà G âñþäè ùiëüíà â
P . Ôàêòè÷íî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî G 6= Ø.
Íåõàé {Vn : n ∈ N} � çëi÷åííà ïñåâäîáàçà
â ïðîñòîði Y . Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X ìíî-
æèíè F x

m = {y ∈ Y : (x, y) ∈ Fm} çàìêíåíi
â ïðîñòîði Y i Y =

∞⋃
m=1

F x
m. Îñêiëüêè Y áå-

ðiâñüêèé, òî õî÷à á îäíà ç ìíîæèí F x
m ìà¹

íåïîðîæíþ âíóòðiøíiñòü, à òîäi iñíó¹ òàêå
n, ùî Vn ⊆ F x

m. Ó òàêîìó ðàçi ìíîæèíè
Am,n = {x ∈ X : Vn ⊆ F x

m} â îá'¹äíàííi
äàþòü âåñü ïðîñòið X, îòæå, îñêiëüêè X áå-
ðiâñüêèé, iñíóþòü íîìåðè m,n i âiäêðèòà íå-
ïîðîæíÿ ìíîæèíà U â X, òàêi, ùî U ⊆ Am,n.
Ïîêëàäåìî A = U

⋂
Am,n i V = Vn. Çà ïîáó-

äîâîþ A×V ⊆ Fm, ïðè÷îìó U ⊆ A, îñêiëüêè
U âiäêðèòà. Òîìó U ×V ⊆ A×V = A× V ⊆
Fm = Fm, îòæå, U × V ⊆ intFm i, òàêèì ÷è-
íîì, G 6= Ø.

7. Çàðàç ìè ïîêàæåìî, ùî òåîðåìó 3 ìî-
æíà âèâåñòè i ç òåîðåì 2 i 4. Äëÿ öüî-
ãî íàì áóäå ïîòðiáíî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ,
ÿêå óòî÷íþ¹ îäèí ðåçóëüòàò Êóðàòîâñüêîãî
i Óëàìà [9, ñ.255]

Òåîðåìà 5. Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi
ïðîñòîðè, ïðè÷îìó Y ìà¹ çëi÷åííó ïñåâäî-
áàçó i E � çàëèøêîâà ìíîæèíà â äîáóòêó
P = X×Y . Òîäi ìíîæèíà A = {x ∈ X : Ex

� çàëèøêîâà â Y } ¹ çàëèøêîâîþ â X.
Äîâåäåííÿ. Iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü çà-

ìêíåíèõ íiäå íå ùiëüíèõ ìíîæèí Fm â P ,
ùî F = P \ E ⊆

∞⋃
m=1

Fm. Ïðèïóñòèìî, ùî
ìíîæèíà A íå çàëèøêîâà â X. Òîäi ìíî-
æèíà B = {x ∈ X : F x � ìíîæèíà äðóãî¨
êàòåãîði¨ â Y } ¹ ìíîæèíîþ äðóãî¨ êàòåãîði¨
â X. Íåõàé {Vm : m ∈ N} � ïñåâäîáàçà â
Y i x ∈ B. Îñêiëüêè F x ⊆

∞⋃
m=1

F x
m, ìíîæè-

íè F x
m çàìêíåíi â Y i F x � ìíîæèíà äðóãî¨

êàòåãîði¨, òî intF x
m 6= Ø äëÿ äåÿêîãî m, îò-

æå, iñíó¹ òàêå n, ùî Vn ⊆ F x
m. Òàêèì ÷èíîì,

äëÿ ìíîæèí Bm,n = {x ∈ B : Vn ⊆ F x
m}

ìà¹ìî B =
∞⋃

m,n=1

Bm,n. Îñêiëüêè B ¹ ìíîæè-
íîþ äðóãî¨ êàòåãîði¨, òî iñíóþòü íîìåðè m
i n, òàêi, ùî Bm,n ¹ ìíîæèíîþ äðóãî¨ êàòå-
ãîði¨. Ó òàêîìó ðàçi Bm,n äåñü ùiëüíà â X,
òîáòî âiäêðèòà ìíîæèíà U = intBm,n 6= Ø.
Ïîêëàäåìî S = U

⋂
Bm,n i V = Vn. Çðî-

çóìiëî, ùî S ⊇ U i S × V ⊆ Fm. Òîäi
U × V ⊆ S × V = S × V ⊆ Fm = Fm, îòæå,
intFm 6= Ø, ùî ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi.

Íåõàé ïðîñòîðè X, Y i Z, âiäîáðàæåííÿ
f : X × Y → Z i ìíîæèíà A òàêi æ, ÿê
ó òåîðåìi 3. Òîäi çà òåîðåìîþ 2 ìíîæèíà
E = C(f) çàëèøêîâà â äîáóòêó X × Y . Îò-
æå, çãiäíî ç òåîðåìîþ 5 ìíîæèíà A0 âñiõ òèõ
x ∈ X, äëÿ ÿêèõ Ex = Cx(f) çàëèøêîâà â Y ,
ñàìà ¹ çàëèøêîâîþ â X. ßêùî x ∈ A0, òî Ex

çàëèøêîâà â áåðiâñüêîìó ïðîñòîði Y , îòæå,
Ex = Y . Òîìó A0 ⊆ A i A ¹ çàëèøêîâîþ â
X.

8. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ïðî êâà-
çiíåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåíü áàãàòüîõ çìií-
íèõ [12,13], ìîæíà äîâåñòè òåîðåìó, ÿêà ¹ äà-
ëåêèì ðîçâèòêîì çãàäàíî¨ ó âñòóïi òåîðåìè
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Ãàíà.
Òåîðåìà 6. Íåõàé X1, ..., Xn i Y � òîïî-

ëîãi÷íi ïðîñòîðè, ïðè÷îìó Y ìà¹ çëi÷åííó
ïñåâäîáàçó, X = X1×...×Xn � òîïîëîãi÷íèé
äîáóòîê ïåðøèõ n ïðîñòîðiâ, Z � ìåòðè-
çîâíèé ïðîñòið i f : X × Y → Z � âiäîáðà-
æåííÿ, äëÿ ÿêîãî ìíîæèíà B òèõ x ∈ X,
ùî äëÿ íèõ âiäîáðàæåííÿ fx : Y → Z òðî-
õè ðîçðèâíå, çàëèøêîâà â X. Òîäi ìíîæèíà
C(f) áóäå çàëèøêîâîþ â X×Y ïðè âèêîíàí-
íi îäíi¹¨ ç íàñòóïíèõ óìîâ:

(i) ïðîñòîðè X2, ..., Xn çàäîâîëüíÿþòü
ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi i äëÿ êîæíîãî
y ∈ Y âiäîáðàæåííÿ fy : X → Z íàðiçíî
íåïåðåðâíå;

(ii) ïðîñòîðè X1, ..., Xn ðåãóëÿðíi é ñèëü-
íî çëi÷åííî ïîâíi i äëÿ êîæíîãî y ∈ Y âiä-
îáðàæåííÿ fy : X → Z íàðiçíî íåïåðåðâíå;

(iii) ïðîñòîðè X2, ..., Xn çàäîâîëüíÿþòü
äðóãó àêñiîìó çëi÷åííîñòi i äëÿ êîæíîãî
y ∈ Y âiäîáðàæåííÿ fy : X → Z íàðiçíî
êâàçiíåïåðåðâíå.

Äîâåäåííÿ. (i) Íåõàé S � áåðiâñüêå ÿäðî
ïðîñòîðó X i g = f|S×Y . Çàôiêñó¹ìî ÿêåñü
y ∈ Y i äîâåäåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ gy : S →
Z êâàçiíåïåðåðâíå. Íåõàé a = (a1, ..., an) ∈ S
i Uk äëÿ êîæíîãî k ∈ {1, 2, ..., n} � âiäêðè-
òèé îêië òî÷êè ak â Xk, òàêèé, ùî U =
U1 × ...× Un ⊆ S. Îñêiëüêè ìíîæèíà U âiä-
êðèòà â S, òî âîíà áóäå óòâîðþâàòè áåðiâ-
ñüêèé ïðîñòið â iíäóêîâàíié òîïîëîãi¨, à òî-
äi é äîáóòîê U1× ...×Un−1 áóäå áåðiâñüêèì.
Êðiì òîãî, ïiäïðîñòîðè U2, ..., Un çàäîâîëü-
íÿþòü ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi. Òîìó çâó-
æåííÿ h = gy|U êâàçiíåïåðåðâíå [12], à òî-
äi i gy áóäå êâàçiíåïåðåðâíèì â òî÷öi a, áî
ìíîæèíà U âiäêðèòà. Äàëi ìíîæèíà B ∩ S
áóäå çàëèøêîâîþ â S, àäæå âîíà çàëèøêî-
âà â X i ëåæèòü ó âiäêðèòié â X ìíîæèíi
S. Òîìó çãiäíî ç òåîðåìîþ 2 ìíîæèíà C(g)
çàëèøêîâà â S × Y , à çíà÷èòü, i â X × Y .
Àëå C(f) ⊇ C(g), îòæå, i C(f) çàëèøêîâà â
X × Y .

(ii) Ó äàíîìó âèïàäêó çãiäíî ç [13] äëÿ êî-
æíîãî y ∈ Y âiäîáðàæåííÿ fy : X → Z áóäå
êâàçiíåïåðåðâíèì, îòæå, òâåðäæåííÿ íåãàé-
íî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.

(iii) Äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ òàê ñàìî, ÿê

i â ïåðøîìó âèïàäêó.
Çàóâàæèìî, ùî óìîâó (iii) ïîïåðåäíüî¨

òåîðåìè ìîæíà äåùî ïîñëàáèòè, âèìàãàþ÷è,
ùîá ïðîñòîðè X2, . . . , Xn ìàëè ëèøå çëi÷åí-
íó ïñåâäîáàçó i fy íàëåæàëè øèðøîìó êëàñó
Kw

n (X,Z) [10, òåîðåìà 3.6.6].
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