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Îäåðæàíî êðèòåðié åêâiâàëåíòíîñòi çàãàëüíîãî îïåðàòîðà Ïîìì'¹ ïåðøîãî ïîðÿäêó äî
îïåðàòîðà Ïîìì'¹ â ïðîñòîði ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ ó äîâiëüíèõ îáëàñòÿõ.

The criterion of equivalence of a common Pomme operator of the �rst order and Pomme
operator in space of functions, analytical in arbitrary areas is obtained.

Íåõàé G � äîâiëüíà îáëàñòü êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè. ×åðåç H(G) ïîçíà÷èìî ïðîñòið
óñiõ àíàëiòè÷íèõ â îáëàñòi G ôóíêöié, ùî
íàäiëåíèé òîïîëîãi¹þ êîìïàêòíî¨ çáiæíîñòi.
Ó âèïàäêó G = {z : |z| < R} âiäïîâiäíèé
ïðîñòið H(G) ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç AR. Íå-
õàé L(H(G)) � ìíîæèíà âñiõ ëiíiéíèõ íå-
ïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi äiþòü ó ïðîñòî-
ði H(G). Ïèòàííÿ åêâiâàëåíòíîñòi çàãàëü-
íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ äîâiëüíî-
ãî ïîðÿäêó âiäíîñíî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöi-
þâàííÿ, ñòàðøi êîåôiöi¹íòè ÿêèõ äîðiâíþ-
þòü îäèíèöi, â ïðîñòîðàõ àíàëiòè÷íèõ ôóí-
êöié äîñëiäæåíi äîñèòü ïîâíî (äèâ., íàïðè-
êëàä, iñòîðè÷íi äîâiäêè òà áiáëiîãðàôiþ â
[1]). Öi æ çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ îïå-
ðàòîðiâ âiäíîñíî óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöi-
þâàííÿ âèâ÷åíi çíà÷íî ìåíøå. Ìîäåëüíèì
ïðåäñòàâíèêîì óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþ-
âàííÿ ¹ îïåðàòîð Ïîìì'¹ ∆, ÿêèé íåïåðåðâ-
íî äi¹ â H(G), äå G � äîâiëüíà îáëàñòü êîì-
ïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó 0, çà
ïðàâèëîì: (∆f)(z) = (f(z)− f(0))/z.

Ó ðîáîòi [2] áóëî ïîêàçàíî, ùî â ïðîñòî-
ðàõ AR (0 < R ≤ ∞) îïåðàòîð ∆ + ϕ(z)E
(òóò ϕ ∈ AR, à E � òîòîæíèé îïåðàòîð â
AR) åêâiâàëåíòíèé äo ∆ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ϕ(z) ≡ 0. Â [1] áóëè îäåðæàíi íåîáõiäíi
é äîñòàòíi óìîâè åêâiâàëåíòíîñòi îïåðàòîðiâ
n-ãî ïîðÿäêó âiäíîñíî îïåðàòîðà Ïîìì'¹ äî
∆n ó ïðîñòîði AR, 0 < R < ∞, à â [3] � ó
ïðîñòîði A∞. Çàóâàæèìî, ùî â óñiõ öèõ äî-
ñëiäæåííÿõ iñòîòíî âèêîðèñòîâóâàëàñÿ ñïå-
öèôiêà ïðîñòîðiâ AR, à ñàìå: ìîæëèâiñòü

ðîçêëàäó äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ç AR ó ðÿä çà
ñòåïåíÿìè íåçàëåæíî¨ çìiííî¨. Òîìó ïðèðî-
äíî âèíèêà¹ çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ íåîáõi-
äíèõ òà äîñòàòíiõ óìîâ åêâiâàëåíòíîñòi âêà-
çàíèõ îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîðàõ H(G), äå G �
äîâiëüíà îáëàñòü êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ÿêà
ìiñòèòü òî÷êó 0. Ó äàíié ñòàòòi öÿ çàäà÷à
ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàíà äëÿ n = 1. Â ïðîöåñi ¨¨
ðîçâ'ÿçóâàííÿ åôåêòèâíî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ Êåòå [4] îïåðàòîðiâ
ç êëàñó L(H(G)).

Íåõàé G � äîâiëüíà îáëàñòü êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó 0. Äëÿ ôiêñîâà-
íèõ ôóíêöié ϕ òà ψ ç H(G) ÷åðåç L ïîçíà÷è-
ìî îïåðàòîð, ÿêèé ëiíiéíî i íåïåðåðâíî äi¹
â H(G) çà ïðàâèëîì

(Lf)(z) = ϕ(z)(∆f)(z) + ψ(z)f(z), (1)

i äîñëiäèìî óìîâè åêâiâàëåíòíîñòi â H(G)
îïåðàòîðà L äî ∆.

Ëåìà 1. ßêùî îïåðàòîðè L òà ∆ åêâi-
âàëåíòíi â H(G), òî ôóíêöiÿ ϕ(z)/(ϕ(z) +
zψ(z)) àíàëiòè÷íà â îáëàñòi G.

Äîâåäåííÿ. ßäðî îïåðàòîðà ∆ â ïðî-
ñòîði H(G) ¹ îäíîâèìiðíèì ïiäïðîñòîðîì
öüîãî ïðîñòîðó. Âiäîìî, ùî êðàòíîñòi íóëiâ
åêâiâàëåíòíèõ îïåðàòîðiâ çáiãàþòüñÿ. Òîìó
ÿêùî L åêâiâàëåíòíèé äî ∆, òî ÿäðî L òà-
êîæ îäíîâèìiðíå. Îïèøåìî ÿäðî L. ßêùî
Lf(z) = 0, òî f(z)(ϕ(z) + zψ(z)) = Cϕ(z)
ïðè z ∈ G, äå C � äåÿêà ñòàëà. Òîìó äëÿ
òîãî, ùîá ÿäðî L áóëî îäíîâèìiðíèì, íåîá-
õiäíî, ùîá êîæåí íóëü ç G ïåâíî¨ êðàòíîñòi
ôóíêöi¨ ϕ(z) + zψ(z) áóâ íóëåì íå ìåíøî¨
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êðàòíîñòi äëÿ ϕ(z). Çíà÷èòü, âñi ìîæëèâi
îñîáëèâîñòi â G ôóíêöi¨ ϕ(z)/(ϕ(z) + zψ(z))
óñóâíi é öÿ ôóíêöiÿ àíàëiòè÷íà â G.

Ëåìà 2. Íåõàé G � äîâiëüíà îáëàñòü
êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè i g � àíàëiòè÷íà â
G ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ g(G) ⊂ G. Äëÿ òî-
ãî, ùîá îïåðàòîð êîìïîçèöi¨ Kg, ÿêèé äi¹
â H(G) çà ïðàâèëîì (Kgf)(z) = (f ◦ g)(z),
áóâ içîìîðôiçìîì ïðîñòîðó H(G), íåîáõiäíî
i äîñèòü, ùîá ôóíêöiÿ g(z) çäiéñíþâàëà êîí-
ôîðìíå âiäîáðàæåííÿ îáëàñòi G íà ñåáå.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Ëåãêî áà÷è-
òè, ùî KgUz = UgKg, äå Uz òà Ug � öå îïåðà-
òîðè ìíîæåííÿ âiäïîâiäíî íà ôóíêöi¨ z òà
g(z). Òîìó ÿêùî Kg ¹ içîìîðôiçìîì ïðîñòî-
ðó H(G), òî îïåðàòîðè Uz òà Ug ¹ åêâiâàëåí-
òíèìè â H(G) i çà òâåðäæåííÿì 2 ç [5] ôóí-
êöiÿ g(z) êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹ îáëàñòü G
íà ñåáå.

Äîñòàòíiñòü. ßêùî g ¹ êîíôîðìíèì àâ-
òîìîðôiçìîì îáëàñòi G, òî îáåðíåíèì äî Kg

¹ îïåðàòîð K−1
g , (K−1

g f)(z) = (f ◦ g−1)(z).
Òåîðåìà. Íåõàé G � äîâiëüíà îáëàñòü

êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó
0, à ϕ(z) òà ψ(z) � äîâiëüíi ôóíêöi¨ ç H(G).
Äëÿ òîãî, ùîá îïåðàòîðè L òà ∆ áóëè åêâi-
âàëåíòíèìè â ïðîñòîði H(G), íåîáõiäíî i
äîñèòü, ùîá:

à) ôóíêöi¨ ϕ(z) òà ϕ(z) + zψ(z) íå ìàëè
íóëiâ â îáëàñòi G;

á) ôóíêöiÿ g(z) =z/(ϕ(z) + zψ(z)) çäié-
ñíþâàëà êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ îáëàñòi
G íà ñåáå.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòè-
ìî ùî îïåðàòîðè L òà ∆ ¹ åêâiâàëåíòíèìè â
ïðîñòîði H(G). Òîäi iñíó¹ içîìîðôiçì T ïðî-
ñòîðó H(G), äëÿ ÿêîãî

LT = T∆. (2)

Íåõàé t(λ, z) = T [
1

λ− z
] � õàðàêòåðèñòè÷íà

çà Êåòå ôóíêöiÿ îïåðàòîðà T [4]. Ïîäiÿâ-
øè îáîìà ÷àñòèíàìè (2) íà ôóíêöiþ 1

λ− z
,

îäåðæèìî [4,5], ùî íà ìíîæèíi F =
∞⋃

n=1

(CGN(n))×Gn âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
(λ(ϕ(z)+ zψ(z))− z)t(λ, z) = λc(λ)ϕ(z), (3)

äå c(λ) = t(λ, 0) � äåÿêà ôóíêöiÿ, ÿêà ¹ àíà-
ëiòè÷íîþ íà ìíîæèíi CG.

Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ à) ç óðàõóâà-
ííÿì ëåìè 1 äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ
ϕ(z) íå ìà¹ íóëiâ â G. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó,
ùî ϕ(z0) = 0, äå z0 ∈ G, ïðè÷îìó z0 6= 0.
Òîäi, ïîêëàäàþ÷è â (3) z = z0, îäåðæèìî,
ùî t(λ, z0) = 0. Âèêîðèñòà¹ìî äàëi ôîðìó-
ëó âiäíîâëåííÿ äi¨ îïåðàòîðà T íà äîâiëüíó
ôóíêöiþ f ∈ H(G):

(Tf)(z) =
1

2πi

∫

γz

t(λ, z)f(λ)dλ, (4)

äå z ∈ G, à γz � êîíòóð àáî ñèñòåìà êîíòóðiâ,
ùî âèáèðà¹òüñÿ äëÿ òî÷êè z çà îçíà÷åííÿì
ëîêàëüíî àíàëiòè÷íî¨ íà ìíîæèíi CG × G
ôóíêöi¨ t(λ, z) [4]. Îñêiëüêè t(λ, z0) = 0,
òî (Tf)(z0) = 0 äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈
H(G) i îïåðàòîð T íå ìîæå áóòè içîìîðôi-
çìîì ïðîñòîðó H(G).

Íåõàé òåïåð ϕ(0) = 0. Òîäi ϕ(z) = zϕ1(z),
äå ϕ1(z) - äåÿêà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó H(G), i
ç (3) îäåðæó¹ìî, ùî íà ìíîæèíi F âèêîíó¹-
òüñÿ ðiâíiñòü

(λ(ϕ1(z)+ψ(z))−1)t(λ, z) = λc(λ)ϕ1(z). (5)

ßêùî á ϕ1(0) = 0, òî ç (5) àíàëîãi÷íî ïîïå-
ðåäíüîìó îäåðæàëè á, ùî (Tf)(0) = 0 äëÿ
êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ç ïðîñòîðó H(G), à öå íå-
ìîæëèâî. Òîìó ϕ1(0) 6= 0, îòæå, ϕ1(z) 6= 0
ïðè z ∈ G. Òîäi ç ëåìè 1 îäåðæó¹ìî, ùî
ϕ1(z) + ψ(z) 6= 0 ïðè z ∈ G. Çàïèøåìî (5) ó
âèãëÿäi

(λ− 1

ϕ1(z) + ψ(z)
)t(λ, z) =

λc(λ)ϕ1(z)

ϕ1(z) + ψ(z)
(6)

i ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ g1(z) = 1
ϕ1(z)+ψ(z)

âiäîáðàæà¹ îáëàñòü G â ñåáå. Äîâåäåìî öåé
ôàêò ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé äëÿ
äåÿêî¨ òî÷êè z1 ∈ G : λ1 = g1(z1) 6∈ G. Çà
îçíà÷åííÿì ëîêàëüíî àíàëiòè÷íî¨ íà ìíî-
æèíi CG × G ôóíêöi¨ [4] iñíó¹ íàòóðàëüíå
÷èñëî n òàêå, ùî z1 ∈ G(n), λ1 ∈ CGN(n) i íà
ìíîæèíi CGN(n) ×G(n) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
(6). Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé îêië V òî÷êè λ1,
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ÿêèé ìiñòèòüñÿ â CGN(n), i çíàéäåìî äëÿ íüî-
ãî îêië U òî÷êè z1, ÿêèé ìiñòèòüñÿ â G(n) i
äëÿ ÿêîãî g1(U) ìiñòèòüñÿ ó V . Ïîêàæåìî,
äàëi, ùî ôóíêöiÿ g1(z) íå çáiãàcòüñÿ çi ñòà-
ëîþ. Äiéñíî, ÿêáè g1(z) ≡const, òî ç ôîðìóë
(4) i (6) îäåðæàëè á, ùî Tf(z) = ϕ1(z)Λ(f),
äå Λ � äåÿêèé ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóí-
êöiîíàë íà H(G). À îäíîâèìiðíèé îïåðàòîð
íå ìîæå áóòè içîìîðôiçìîì ïðîñòîðó H(G).
Òîìó g1(z) íå ¹ ñòàëîþ i çà ïðèíöèïîì çáåðå-
æåííÿ îáëàñòi ïðè âiäîáðàæåííi çà äîïîìî-
ãîþ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ìíîæèíà g1(U) ¹
äåÿêîþ îáëàñòþ, ÿêà ëåæèòü â CGN(n). Òîäi
ç (6) âèïëèâà¹, ùî c(λ) = 0 ïðè λ ∈ g1(U), i
çà òåîðåìîþ ¹äèíîñòi äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóí-
êöié îäåðæó¹ìî, ùî c(λ) ≡ 0. Òîìó, çãiäíî ç
(6), t(λ, z) ≡ 0 i, îòæå, T = 0, ùî íåìîæëèâî.
Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ g1(z) äiéñíî âiäîáðà-
æà¹ îáëàñòü G â ñåáå i îïåðàòîð êîìïîçèöi¨
Kg1f(z) = (f ◦g1)(z) ëiíiéíî i íåïåðåðâíî äi¹
â ïðîñòîði H(G).

Îñêiëüêè c(λ) ∈ H(CG) i c(∞) = 0, òî
iñíó¹ ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé íà H(G) ôóí-
êöiîíàë Λ, äëÿ ÿêîãî ôóíêöiÿ c(λ) ¹ õàðà-
êòåðèñòè÷íîþ, òîáòî c(λ) = Λ[

1

λ− z
] [4]. Òî-

äi ôîðìóëîþ T1f(z) = Λ[
zf(z)− ζf(ζ)

z − ζ
] âè-

çíà÷à¹òüñÿ îïåðàòîð T1, ÿêèé ëiíiéíî i íå-
ïåðåðâíî äi¹ â ïðîñòîði H(G). Ïîêëàäåìî
h1(z) = ϕ1(z)/(ϕ1(z) + ψ(z)). Îñêiëüêè h1 ∈
H(G), òî îïåðàòîð Uh1 ìíîæåííÿ íà h1(z) òà-
êîæ íàëåæèòü äî L(H(G)). Ðîçãëÿíåìî äà-
ëi îïåðàòîð T̃ = Uh1Kg1T1. Çðîçóìiëî, ùî
T̃ ∈ L(H(G)). Áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåííÿì
ïåðåêîíó¹ìîñÿ â òîìó, ùî õàðàêòåðèñòè÷íà
ôóíêöiÿ îïåðàòîðà T̃ çáiãà¹òüñÿ ç ôóíêöi¹þ
t(λ, z), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (6), òîá-
òî ç õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ îïåðàòîðà
T . Îòæå,

T = Uh1Kg1T1. (7)

Çà ïðèïóùåííÿì îïåðàòîð T ¹ içîìîðôi-
çìîì ïðîñòîðó H(G). Îñêiëüêè h1 ∈ H(G)
i h1(z) 6= 0 ïðè z ∈ G, òî Uh1 � òàêîæ içî-
ìîðôiçì H(G). Ïîêàæåìî, ùî T1 ¹ içîìîð-
ôiçìîì ïðîñòîðó H(G). Îñêiëüêè T � içî-
ìîðôiçì H(G), òî îïåðàòîð T1 ií'¹êòèâíèé.

Àëå T1[
1

λ− z
] =

λc(λ)

λ− z
, λ ∈CG. Òîìó ôóí-

êöiÿ λc(λ) íå ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü íà ìíî-
æèíi CG [6]. Òàêèì ÷èíîì, îïåðàòîð T1 ¹ òà-
êîæ içîìîðôiçìîì H(G) [6]. Òîìó ç ðiâíîñòi
(7) îäåðæó¹ìî, ùî îïåðàòîð Kg1 içîìîðôíî
âiäîáðàæà¹ H(G) íà ñåáå. Çà ëåìîþ 2 çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ g1(z) =

1

ϕ1(z) + ψ(z)
çäiéñíþ¹ êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ îáëàñòi
G íà ñåáå. Àëå öå íåìîæëèâî, áî ç îäíîãî
áîêó 0 ∈ G, à ç iíøîãî � g1(z) 6= 0 ïðè z ∈ G.
Îòæå, ïðèïóùåííÿ ϕ(0) = 0 ïðèâîäèòü òà-
êîæ äî ñóïåðå÷íîñòi i òâåðäæåííÿ à) âèêî-
íó¹òüñÿ.

Äîâåäåìî òåïåð íåîáõiäíiñòü óìîâè á).
Îñêiëüêè à) ñïðàâäæó¹òüñÿ, òî çàïèøåìî (3)
ó âèãëÿäi (λ − z/(ϕ(z) + zψ(z)))t(λ, z) =
λc(λ)ϕ(z)/(ϕ(z) + zψ(z)).

Öiëêîì àíàëîãi÷íî, ÿê i ïðè äîâåäåííi
íåîáõiäíîñòi à), ïåðåêîíó¹ìîñÿ â òîìó, ùî
ôóíêöiÿ g(z) =

z

ϕ(z) + zψ(z)
âiäîáðàæà¹

îáëàñòü G â ñåáå, i òîìó

T = UhKgT1, (8)

äå h(z) = ϕ(z)
ϕ(z)+zψ(z)

, à îïåðàòîð T1 òîé ñàìèé,
ùî i ðàíiøå. Îñêiëüêè T � içîìîðôiçì, òî ç
(8) îäåðæó¹ìî, ùî îïåðàòîð êîìïîçèöi¨ Kg

¹ òàêîæ içîìîðôiçìîì H(G), à òîäi çà ëå-
ìîþ 2 ôóíêöiÿ g(z) êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹
îáëàñòü G íà ñåáå. Íåîáõiäíiñòü óìîâ òåîðå-
ìè äîâåäåíî.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé óìîâè à) òà á) âèêî-
íóþòüñÿ. Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð T , ÿêèé äi¹
â H(G) çà ïðàâèëîì T = UhKg, äå h(z) =
ϕ(z)/(ϕ(z) + zψ(z)). Ç à) òà á) âèïëèâà¹, ùî
îïåðàòîðè Uh òà Kg ¹ içîìîðôiçìàìè ïðî-
ñòîðó H(G), à òîìó T ¹ òàêîæ içîìîðôiçìîì
H(G). Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H(G) ïðè
z ∈ G ìà¹ìî

(LTf)(z) = ϕ(z)
(Tf)(z)− (Tf)(0)

z

+ψ(z)(Tf)(z) = ϕ(z)
h(z)f(g(z))− f(0)

z
+

+ψ(z)h(z)f(g(z)) = h(z)
f(g(z))− f(0)

g(z)
=
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= (T∆f)(z),

à òîìó L ¹ äiéñíî åêâiâàëåíòíèì äî îïåðà-
òîðà ∆.

Çàñòîñó¹ìî äîâåäåíó òåîðåìó äî âñòàíîâ-
ëåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi âêàçàíèõ îïåðàòîðiâ
ó ïðîñòîðàõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié H(G) äëÿ
äåÿêèõ êîíêðåòíèõ îáëàñòåé G. Äëÿ öüîãî
â êîæíîìó âèïàäêó ïîòðiáíî ìàòè çðó÷íèé
îïèñ êîíôîðìíèõ àâòîìîðôiçìiâ îáëàñòi G,
ÿêi çáåðiãàþòü íåðóõîìèì ïî÷àòîê êîîðäè-
íàò. ßêùî G = {z : |z| < R}, 0 < R < ∞,
òî çàãàëüíèé âèãëÿä óêàçàíèõ àâòîìîðôi-
çìiâ äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ g(z) = az, äå a ∈ C,
ïðè÷îìó |a| = 1. Îòæå, ïðàâèëüíå òàêå òâåð-
äæåííÿ.

Íàñëiäîê 1. Äëÿ òîãî, ùîá îïåðàòîðè
L òà ∆ áóëè åêâiâàëåíòíèìè â ïðîñòîði
AR, 0 < R < ∞, íåîáõiäíî é äîñèòü, ùîá
ϕ(z) 6= 0 ïðè |z| < R i ϕ(z) + zψ(z) = c ïðè
|z| < R, äå c � äåÿêà ñòàëà, ïðè÷îìó |c| = 1.

Çîêðåìà, ÿêùî ϕ(z) ≡ 1, òî îïåðàòîðè
L òà ∆ áóäóòü åêâiâàëåíòíèìè â AR òîäi é
òiëüêè òîäi, êîëè ψ(z) ≡ 0 ïðè |z| < R, òîá-
òî êîëè L òà ∆ çáiãàþòüñÿ. Öå òâåðäæåííÿ
ðàíiøå áóëî äîâåäåíå iíøèì ìåòîäîì ó [2].
ßêùî æ ψ(z) ≡ 0 ïðè |z| < R, òî L òà ∆
� åêâiâàëåíòíi â AR òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè
ϕ(z) ≡ c, äå |c| = 1. Öåé ôàêò iíøèì ìåòî-
äîì áóâ äîâåäåíèé â [1].

Íàñëiäîê 2. Äëÿ òîãî, ùîá îïåðàòîðè L
òà ∆ áóëè åêâiâàëåíòíèìè â ïðîñòîði A∞,
íåîáõiäíî é äîñèòü, ùîá ϕ(z) 6= 0 ïðè z ∈ C
i ϕ(z) + zψ(z) ≡ c ïðè z ∈ C, äå c � äåÿêà
ñòàëà, ïðè÷îìó c 6= 0.

Öå òâåðäæåííÿ öiêàâî ïîðiâíÿòè ç îñíîâ-
íèì ðåçóëüòàòîì ðîáîòè [3].

Íàñëiäîê 3. Íåõàé G = {z : Imz > −1}.
Äëÿ òîãî, ùîá îïåðàòîðè L òà ∆ áóëè åêâi-
âàëåíòíèìè â H(G), íåîáõiäíî é äîñèòü,
ùîá ϕ(z) 6= 0 ïðè z ∈ G i ϕ(z) + zψ(z) =
(−b(z + i) + a)/(a + bi) ïðè z ∈ G, äå a òà
b � äåÿêi äiéñíi ñòàëi, ÿêi îäíî÷àñíî íå äî-
ðiâíþþòü íóëåâi.

Äëÿ äîâåäåííÿ íàñëiäêó 3 äîñèòü ñêî-
ðèñòàòèñÿ òèì, ùî çàãàëüíèé âèãëÿä êîí-
ôîðìíîãî âiäîáðàæåííÿ âåðõíüî¨ ïiâïëîùè-
íè {z : Rez > 0} íà ñåáå äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

w = (az + b)/(cz + d), äå {a, b, c, d} ⊂ R,
ïðè÷îìó ad − bc > 0 [7]. Òîìó çàãàëüíèé
âèãëÿä êîíôîðìíîãî âiäîáðàæåííÿ îáëàñòi
{z : Rez > −1} íà ñåáå, ÿêå çáåðiãà¹ íåðóõî-
ìèì ïî÷àòîê êîîðäèíàò, âèçíà÷à¹òüñÿ ôîð-
ìóëîþ w = ((a + bi)z)/(−b(z + i) + a), äå
{a, b} ⊂ R, ïðè÷îìó a2 + b2 6= 0. Çàëèøà¹-
òüñÿ ñêîðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ.

Ïåðåëiê ïîäiáíèõ ïðèêëàäiâ ìîæíà çà
áàæàííÿì ïðîäîâæèòè. Îáìåæèìîñÿ ëèøå
îäíèì òâåðäæåííÿì çàãàëüíîãî ïîðÿäêó.

Íàñëiäîê 4. Íåõàé G � îäíîçâ'ÿçíà
îáëàñòü êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ÿêà ìi-
ñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò i ìåæà ÿêî¨ ìi-
ñòèòü áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè. Äëÿ òîãî, ùîá
îïåðàòîðè L òà ∆ áóëè åêâiâàëåíòíèìè â
H(G), íåîáõiäíî é äîñèòü, ùîá ϕ(z) 6= 0 ïðè
z ∈ G òà iñíóâàëà ñòàëà c, ìîäóëü ÿêî¨ äî-
ðiâíþ¹ îäèíèöi i äëÿ ÿêî¨ z/(ϕ(z)+ zψ(z)) =
g−1(cg(z)), z ∈ G, äå g(z) - äåÿêå êîíôîðìíå
âiäîáðàæåííÿ îáëàñòi G íà îäèíè÷íèé êðóã
{z : |z| < 1}, äëÿ ÿêîãî g(0) = 0.
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