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Äëÿ íåëîêàëüíî�� ïàðàáîëi÷íî�� çàäà÷i ç îäíîðiäíèìè íîðìàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè
îõàðàêòåðèçîâàíî êëàñ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ iíòåãðàëàìè Ïóàññîíà åëåìåíòiâ Lp-
ïðîñòîðiâ òà ñêií÷åííèõ óçàãàëüíåíèõ áîðåëüîâèõ ìið.

The class of solutions of non-local parabolic problem with homogeneous normal boundary
conditions is characterized. These solutions are represented in the form of Poisson integrals of
elements from Lp-spaces and �nite generalized Borel measures.

Êëàñ âàæëèâèõ äëÿ çàñòîñóâàííÿ íå-
ëîêàëüíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ âèçíà÷èëè
À.Â.Áiöàäçå òà Î.À.Ñàìàðñüêèé. Âîíè
ïåðøi ïîøèðèëè òåîðiþ êðàéîâèõ çàäà÷
íà âèïàäîê íåëîêàëüíèõ êðàéîâèõ óìîâ.
Çàãàëüíi åëiïòè÷íi çàäà÷i ç òàêèìè óìîâàìè
âèâ÷àëè ß.À.Ðîéòáåðã i Ç.Ã.Øåôòåëü [1],
à çàãàëüíi ïàðàáîëi÷íi òà äåÿêi åëiïòè÷íi
çàäà÷i � Ñ.Ä.Åéäåëüìàí, Ì.Â.Æèòàðàøó,
À.Ï.Äóáðîâñüêà [2�5].

Ó öié ñòàòòi âèâ÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòi âè-
çíà÷åíèõ â îáìåæåíié öèëiíäðè÷íié îáëàñòi
ðîçâ'ÿçêiâ íåëîêàëüíî�� ïàðàáîëi÷íî�� êðàéî-
âî�� çàäà÷i ç îäíîðiäíèìè íîðìàëüíèìè êðà-
éîâèìè óìîâàìè. Âñòàíîâëþþòüñÿ íåîáõiäíi
òà äîñòàòíi óìîâè, çà ÿêèõ öi ðîçâ'ÿçêè çî-
áðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi iíòåãðàëiâ Ïóàññîíà
åëåìåíòiâ Lp-ïðîñòîðiâ òà ïðîñòîðiâ ñêií-
÷åííèõ óçàãàëüíåíèõ áîðåëüîâèõ ìið. Çà öèõ
óìîâ äàíi ïðîñòîðè c ìíîæèíàìè ïî÷àòêî-
âèõ çíà÷åíü äîñëiäæóâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Àíà-
ëîãi÷íi ðåçóëüòàòè ðàíiøå îäåðæàíi â [6] äëÿ
íîðìàëüíî�� ïàðàáîëi÷íî�� çàäà÷i ñïðÿæåííÿ,
ÿêà ôîðìàëüíî c ÷àñòèííèì âèïàäêîì íîð-
ìàëüíî�� íåëîêàëüíî�� ïàðàáîëi÷íî�� êðàéîâî��
çàäà÷i.

1. Íåõàé n, b � çàäàíi íàòóðàëüíi ÷èñëà;
q ≡ 2b/(2b − 1); T � çàäàíå äîäàòíå ÷èñëî;
Ω � îáìåæåíà îáëàñòü ç ïðîñòîðó Rn, ðîç-
äiëåíà ãiïåðïîâåðõíåþ S1 ⊂ Rn−1 íà äâi ïi-
äîáëàñòi Ω1 i Ω2; S � ìåæà Ω, S ∩ S1 = ∅;
Qi ≡ (0, T ] × Ωi, i ∈ {1, 2}, Q ≡ (0, T ] × Ω,

Q̄ ≡ (0, T ]× Ω̄,
=

Q ≡ [0, T ]× Ω̄ � öèëiíäðè÷íi
îáëàñòi â Rn+1; Γ1 ≡ (0, T ]×S1, Γ ≡ (0, T ]×S
� ái÷íi ìåæi öèëiíäðiâ Q1 i Q; f i � çâóæåí-
íÿ ôóíêöi�� f íà i-òó ïiäîáëàñòü; γ : S 3 x 7→
y ≡ γ(x) ∈ S1 � äèôåîìîðôiçì, ïðè÷îìó
γ ∈ C∞ i y ∈ S1

ε , ÿêùî x ∈ Sε, äå S1
ε i Sε

� ε-îêîëè ïîâåðõîíü âiäïîâiäíî S1 i S; J �
òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöÿ ßêîái ïåðåòâîðåííÿ
γ−1; |k| ≡ k1 + ... + kn, ÿêùî k ≡ (k1, ..., kn)
� ìóëüòèiíäåêñ; Ec(t, z) ≡ exp{−ct1−qzq},
c > 0, t > 0, z ∈ R; C � ìíîæèíà êîìïëå-
êñíèõ ÷èñåë.

Ðîçãëÿíåìî â
=

Q òàêó íåëîêàëüíó êðàéîâó
çàäà÷ó:

A(i)(t, x, ∂t, ∂x)u
i(t, x) ≡

≡

∂1

t −
∑

|k|≤2b

ai
k(t, x)∂k

x


 ui(t, x) = 0,

(t, x) ∈ Qi, i ∈ {1, 2}, (1)

(B
(1)
j (t, γ(x), J∂x)u

1(t, γ(x))+

+B
(2)
j (t, γ(x), J∂x)u

2(t, γ(x))+

+B
(3)
j (t, x, ∂x)u

2(t, x))|Γ = 0,

j ∈ {1, ..., b}, (2)

ui(t, x)|t=0 = ϕ(i)(x), x ∈ Ωi, i ∈ {1, 2}, (3)

äå ai
k : Q̄i → C, |k| ≤ 2b, ui : Qi → C,

ϕ(i) : Ω̄i → C, i ∈ {1, 2}; ïîðÿäêè rj ëiíiéíèõ
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äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ B
(s)
j , j ∈ {1, ..., b},

s ∈ {1, 2, 3}, íå ïåðåâèùóþòü 2b− 1.
Ïðèïóñêàòèìåìî âèêîíàíèìè íàñòóïíi

óìîâè.
À. Çàäà÷à (1)�(3) c íåëîêàëüíîþ ïàðà-

áîëi÷íîþ êðàéîâîþ çàäà÷åþ, òîáòî âèðàçè
A(i), i ∈ {1, 2}, ðiâíîìiðíî ïàðàáîëi÷íi çà Ïå-
òðîâñüêèì [7], à âèðàçè B

(s)
j , j ∈ {1, ..., b}, s ∈

{1, 2, 3}, çàäîâîëüíÿþòü íåëîêàëüíó óìîâó
äîïîâíÿëüíîñòi [2,3].

Á. Êîåôiöicíòè äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ
A(i), B

(i)
j i B

(3)
j , i ∈ {1, 2}, j ∈ {1, ..., b}, íà-

ëåæàòü âiäïîâiäíî äî ïðîñòîðiâ H l+α(Qi),
H2b−rj+l+α(Γ1) i H2b−rj+l+α(Γ), à ìåæi S i S1

� äî êëàñó C2b+l+α, äå l ≥ 2b, α ∈ (0, 1). Äàíi
ïðîñòîðè i êëàñ âèçíà÷åíi â [8].

Â. Ìàòðèöÿ (B
(s)
j )s=1,2,3

j=1,...,b íîðìàëüíà [1,5].
Ó [5] äîâåäåíî, ùî çà óìîâ À i Á iñíóc

ôóíêöiÿ Ãðiíà (ÔÃ) G ≡ (Gj
i , i ∈ {1, 2}, j ∈

{1, 2}), ïðè÷îìó ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|∂k0
t ∂k

x∂ν0
τ ∂ν

ξ Gj
i (t, x; τ, ξ)| ≤

≤ C(t− τ)
−n + 2b(k0 + ν0) + |k|+ |ν|

2b ×
×Ec(t− τ, |x− ξ|), 0 ≤ τ < t ≤ T,

x ∈ Ωi, ξ ∈ Ωj, 2bk0 + |k| ≤ 2b,

2bν0 + |ν| ≤ 2b, i ∈ {1, 2}, j ∈ {1, 2}, (4)

äå C, c � äîäàòíi ñòàëi. ßêùî ôóíêöi�� ϕ(i) :
Ωi → C, i ∈ {1, 2}, íåïåðåðâíi òà îáìåæåíi,
òî ôóíêöiÿ u ç

ui(t, x) ≡
2∑

j=1

∫

Ωj

Gj
i (t, x; 0, ξ)ϕj(ξ)dξ,

(t, x) ∈ Qi, i ∈ {1, 2},
c ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1)�(3).

Âèêîíàííÿ óìîâè Â, ïîðÿä ç óìîâàìè À
i Á, äîçâîëÿc ïîñòàâèòè ñïðÿæåíó iç çàäà-
÷åþ (1)�(3) çàäà÷ó òà çàïèñàòè òàêó ôîð-
ìóëó Ãðiíà [5]:

2∑
j=1




t1∫

t0

dt

∫

Ωj

A(j)uj(t, x)vj(t, x)dx+

+

∫

Ωj

uj(t0, x)vj(t0, x)dx


 +

+
b∑

s=1

t1∫

t0

dt

∫

S

Bsu(t, x)C∗
s v(t, x)dx =

=
2∑

j=1




t1∫

t0

dt

∫

Ωj

uj(t, x)A(j)∗vj(t, x)dx+

+

∫

Ωj

uj(t1, x)vj(t1, x)dx


 +

+
b∑

s=1

t1∫

t0

dt

∫

S

Csu(t, x)B∗
sv(t, x)dx, (5)

äå A(j)∗ � âèðàç, ñïðÿæåíèé ó ðîçóìiííi Ëà-
ãðàíæà ç âèðàçîì A(j), j ∈ {1, 2}, Cs, C∗

s ,
B∗

s � âèçíà÷åíi íà Γ äèôåðåíöiàëüíi âèðà-
çè âiäïîâiäíî ïîðÿäêiâ ms,m

∗
s, r∗s , ïðè÷îìó

rs + m∗
s = ms + r∗s = 2b − 1; u, v :

=

Q → C �
ôóíêöi�� ç âiäïîâiäíîþ ãëàäêiñòþ.

Òóò i äàëi ðèñêà íàä âèðàçîì îçíà÷àc ïå-
ðåõiä ó íüîìó äî êîìïëåêñíîãî ñïðÿæåííÿ.

Äëÿ ñïðÿæåíî�� çàäà÷i iñíóc ÔÃ G∗ ≡
(Gj∗

i , i ∈ {1, 2}, j ∈ {1, 2}) i c ïðàâèëüíèìè
îöiíêè

|∂k0
τ ∂k

ξ Gj∗
i (τ, ξ; t, x)| ≤

≤ C(t− τ)−(n + 2bk0 + |k|)/(2b)×
×Ec(t− τ, |x− ξ|), 0 ≤ τ < t ≤ T,

ξ ∈ Ωi, x ∈ Ωj, 2bk0 + |k| ≤ 2b,

i ∈ {1, 2}, j ∈ {1, 2}. (6)

ÔÃ G ìàc âëàñòèâiñòü íîðìàëüíîñòi, òîá-
òî

Gj
i (t, x; τ, ξ) = Gi∗

j (τ, ξ; t, x),

0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Ωi, ξ ∈ Ωj,

i ∈ {1, 2}, j ∈ {1, 2}. (7)

2. ×åðåç Lp(V ), 1 ≤ p ≤ ∞, V ⊂ Rn,
ïîçíà÷èìî ïðîñòið óñiõ âèìiðíèõ ôóíêöié
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f : V → C, äëÿ ÿêèõ ñêií÷åííà íîðìà

‖f‖p ≡








∫

V

|f(x)|pdx




1/p

, 1 ≤ p < ∞,

ess sup
x∈V

|f(x)|, p = ∞,

à ÷åðåç M(V ) � ñóêóïíiñòü óñiõ σ-àäèòèâíèõ
ôóíêöié g : B(V ) → C (B(V ) � σ-àëãåáðà
áîðåëüîâèõ ïiäìíîæèí îáëàñòi V ⊂ Rn) òà-
êèõ, ùî ‖g‖ ≡ |g|(V ) < ∞, äå |g| � ïîâ-
íà âàðiàöiÿ g. Çàóâàæèìî, ùî ïðîñòið L1(V )
âêëàäàcòüñÿ ó ïðîñòið M(V ) òàê: ÿêùî f ∈
L1(V ), òî ôóíêöiÿ g(A) =

∫

A

f(x)dx, A ∈

B(V ), íàëåæèòü äî M(V ), ïðè÷îìó ‖g‖ =
‖f‖1.

Ââàæàòèìåìî, ùî ϕ c åëåìåíòîì ïðîñòî-
ðó Φp, 1 ≤ p ≤ ∞, ÿêùî ϕi ∈ Lp(Ω

i) ïðè
1 < p ≤ ∞ i ϕi ∈ M(Ωi) ïðè p = 1, i ∈ {1, 2}.
Äëÿ ϕ ∈ Φp âèçíà÷èìî íîðìè

‖ϕ‖Φp ≡





2∑
i=1

‖ϕi‖p, 1 < p ≤ ∞,

2∑
i=1

‖ϕi‖, p = 1,

à äëÿ ôóíêöi�� u, äå ui : Qi → C � âèìiðíà
çà x ïðè êîæíîìó t ∈ [0, T ] ôóíêöiÿ, íîðìè

‖u(t, ·)‖p ≡
2∑

i=1

‖ui(t, ·)‖p, 1 ≤ p ≤ ∞.

Ïðîñòið óñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f :
V → C òàêèõ, ùî |f(x)| → 0, |x| → ∞, ïî-
çíà÷àòèìåìî ÷åðåç C0(V ).

Ôóíêöiÿ Ãðiíà G çàäà÷i (1)�(3) ïîðîäæóc
iíòåãðàë Ïóàññîíà Pϕ åëåìåíòà ϕ ∈ Φp, 1 ≤
p ≤ ∞, òîáòî

(Pϕ)(t, x) ≡
{

(P1ϕ)(t, x), (t, x) ∈ Q1,
(P2ϕ)(t, x), (t, x) ∈ Q2,

(8)
äå

(Piϕ)(t, x) ≡

≡





2∑
j=1

∫

Ωj

Gj
i (t, x; 0, ξ)ϕj(ξ)dξ, 1 < p ≤ ∞,

2∑
j=1

∫

Ωj

Gj
i (t, x; 0, ξ)dϕj(ξ), p = 1,

(t, x) ∈ Qi, i ∈ {1, 2}. (9)

×åðåç Up, 1 ≤ p ≤ ∞, ïîçíà÷èìî êëàñ óñiõ
êëàñè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ u çàäà÷i (1), (2) â Q̄,
ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

‖u‖Up ≡ sup
t∈(0,T ]

‖u(t, ·)‖p < ∞, 1 ≤ p ≤ ∞.

(10)
Ïðàâèëüíîþ c òàêà òåîðåìà.
Òåîðåìà. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè À,

Á, Â i 1 ≤ p ≤ ∞. Òîäi êëàñ Up c ìíîæèíîþ
çíà÷åíü îïåðàòîðà Ïóàññîíà P (8), âèçíà-
÷åíîãî íà ïðîñòîði Φp. Ïðè öüîìó îïåðàòîð
P çäiéñíþc içîìîðôiçì ìiæ ïðîñòîðàìè Φp

òà Up. ßêùî ϕ ∈ Φp i u ∈ Up � âiäïîâiä-
íi åëåìåíòè, òî u çàäîâîëüíÿc óìîâó (3) â
òàêîìó ðîçóìiííi: ïðè 1 < p < ∞

lim
t→0+

‖u(t, ·)− ϕ(·)‖p = 0, (11)

ïðè p = 1 i p = ∞ u(t, ·) → ϕ, t → 0+,
ñëàáêî, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêî�� ôóíêöi�� ψ òà-
êî��, ùî ψj, j ∈ {1, 2}, íàëåæàòü âiäïîâiäíî
äî ïðîñòîðiâ C0(Ω

j) i L1(Ω
j), ñïðàâäæóþ-

òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
t→0+

2∑
j=1

∫

Ωj

ψj(x)uj(t, x)dx =

=





2∑
j=1

∫

Ωj

ψj(x)dϕj(x), p = 1,

2∑
j=1

∫

Ωj

ψj(x)ϕj(x)dx, p = ∞.

(12)

3. Äîâåäåìî ñôîðìóëüîâàíó â ï.2 òåîðå-
ìó.

1) Íåõàé ϕ ∈ Φp. Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ

u = Pϕ (13)
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c cäèíèì ðîçâ'ÿçêîì ç êëàñó Up i
çàäîâîëüíÿc óìîâó (3) â ðîçóìiííi (11),
(12).

Íà ïiäñòàâi âëàñòèâîñòåé ÔÃ G òà îçíà÷å-
ííÿ iíòåãðàëà Ïóàññîíà (8), (9) ôóíêöiÿ (13)
c ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1), (2) â Q̄. Âðàõîâóþ-
÷è (9), çà äîïîìîãîþ îöiíêè (4) i íåðiâíîñòi
Ãåëüäåðà (ó âèïàäêó 1 < p < ∞) îäåðæócìî

|ui(t, x)| ≤

≤





C‖ϕ‖Φ∞ , p = ∞,

C

2∑
j=1

(∫

Ωj

(
|ϕj(ξ)|t−n/2b×

×Ec/2(t, |x− ξ|)
)p

dξ

)1/p

, 1 < p < ∞,

C

2∑
j=1

∫

Ωj

t−n/(2b)×

×Ec(t, |x− ξ|)d|ϕj|(ξ), p = 1,

(t, x) ∈ Qi, i ∈ {1, 2},
çâiäêè

∀ t ∈ (0, T ] : ‖u(t, ·)‖p ≤ C‖ϕ‖Φp , (14)

òîáòî âèêîíócòüñÿ óìîâà (10). Îòæå, u ∈ Up.
Äîâåäåííÿ ñïiââiäíîøåíü (11) i (12) äëÿ

ðîçâ'ÿçêó (13) çäiéñíþcòüñÿ çà äîïîìîãîþ
ìåòîäèêè äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íèõ òâåðäæåíü
äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íî�� çà Ïåòðîâñüêèì
[7, c.230�241] i ~2b-ïàðàáîëi÷íî�� [9] ñèñòåì òà
âëàñòèâîñòåé ñåðåäíiõ ôóíêöié ç âèêîðèñòà-
ííÿì (14).

Òå, ùî ôóíêöiÿ (13) c cäèíèì ðîçâ'ÿçêîì
çàäà÷i (1)�(3), âñòàíîâëþcòüñÿ çà äîïîìî-
ãîþ ôîðìóëè Ãðiíà (5) àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê
â [9]. Äëÿ öüîãî ôiêñócòüñÿ òî÷êà (t, x) ∈ Q i
â (5) çà u áåðåòüñÿ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1)�(3)
â

=

Q, ÿêèé çàäîâîëüíÿc óìîâó (3) â ðîçóìií-
íi (11), (12), ñòàâèòüñÿ vj = Gi∗

j , j ∈ {1, 2},
i ∈ {1, 2}, t0 = h, t1 = t − ε, äå 0 < h < t/2,
0 < ε < t/2. Íà ïiäñòàâi âëàñòèâîñòåé ÔÃ i
ôîðìóë (7) îäåðæócìî ñïiââiäíîøåííÿ

2∑
j=1

∫

Ωj

Gj
i (t, x; t− ε, ξ)uj(t− ε, ξ)dξ =

=
2∑

j=1

∫

Ωj

Gj
i (t, x; h, ξ)uj(h, ξ)dξ,

i ∈ {1, 2},
çâiäêè, ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè ε → 0+,
ìàcìî

ui(t, x) =
2∑

j=1

∫

Ωj

Gj
i (t, x; h, ξ)uj(h, ξ)dξ,

i ∈ {1, 2}. (15)

Äàëi ïåðåõîäèìî äî ãðàíèöi ïðè h → 0+.
Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ
∣∣∣∣∣∣

2∑
j=1

∫

Ωj

Gj
i (t, x; h, ξ)uj(h, ξ)dξ − (Piϕ)(t, x)

∣∣∣∣∣∣
≤

≤
∣∣∣∣∣∣

2∑
j=1

∫

Ωj

Gj
i (t, x; 0, ξ)(uj(h, ξ)− ϕj(ξ))dξ

∣∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣∣

2∑
j=1

∫

Ωj

(Gj
i (t, x; h, ξ)−

−Gj
i (t, x; 0, ξ))uj(h, ξ)dξ

∣∣∣∣ ≡ I
(1)
ih + I

(2)
ih ,

i ∈ {1, 2}. (16)

Îñêiëüêè

I
(2)
ih ≤





Cht−(1 + n/(2bp))‖u(h, ·)‖p,
1 ≤ p < ∞,

Cht−1‖u(h, ·)‖∞, p = ∞,

òî
I

(2)
ih → 0, h → 0 + . (17)

Ïðè 1 < p < ∞ I
(1)
ih ≤ Ct−n/(2bp)

‖u(h, ·)− ϕ(·)‖p, çâiäêè íà ïiäñòàâi (11)

I
(1)
ih → 0, h → 0 + . (18)

Ó âèïàäêó p = 1 òà p = ∞ îäåðæèìî (18),
âèêîðèñòàâøè (12) ç ψj = Gj

i , îñêiëüêè âíà-
ñëiäîê (4)

Gj
i ∈ L1(Ω

j) ∩ C0(Ω
j), j ∈ {1, 2}.
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Òàêèì ÷èíîì, ç (15)�(18) ïðè h → 0+
îäåðæócòüñÿ çîáðàæåííÿ (13) äëÿ ôóíêöi��
u ∈ Up.

2) Êëàñ Up ñêëàäàcòüñÿ òiëüêè ç ôóíêöié
(13), ÿêi c iíòåãðàëàìè Ïóàññîíà åëåìåíòiâ
ϕ ∈ Φp. Äëÿ öüîãî ùå òðåáà äîâåñòè, ùî äëÿ
êîæíî�� ôóíêöi�� u ∈ Up iñíóc cäèíèé åëåìåíò
ϕ ∈ Φp, ç ÿêèì c ïðàâèëüíèì çîáðàæåííÿ
(13). Âèêîðèñòàcìî ìåòîäèêó ç ïðàöi [9].

Íåõàé 1 < p ≤ ∞. Íà ïiäñòàâi óìîâè (10)
ïîñëiäîâíiñòü

{u(1/s, x), x ∈ Ω : s ≥ 1} (19)

îáìåæåíà â ïðîñòîði Lp(Ω), ÿêèé içîìåòðè-
÷íèé ïðîñòîðîâi Lp′(Ω), p′ ≡ p/(p−1). Çà òå-
îðåìîþ ïðî ñëàáêó êîìïàêòíiñòü îáìåæåíî��
ìíîæèíè ó ñïðÿæåíîìó ïðîñòîði ïîñëiäîâ-
íiñòü (19) ñëàáêî êîìïàêòíà â Lp(Ω). Îòæå,
iñíóc ïiäïîñëiäîâíiñòü

{u(1/sr, x), x ∈ Ω : r ≥ 1} (20)

i ôóíêöiÿ ϕ ∈ Φp òàêi, ùî äëÿ áóäü-ÿêî�� ôóí-
êöi�� ψ ç ψj ∈ Lp′(Ω

j), j ∈ {1, 2}, âèêîíóþòüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ

lim
r→∞

2∑
j=1

∫

Ωj

uj(1/sr, ξ)ψj(ξ)dξ =

=
2∑

j=1

∫

Ωj

ϕj(ξ)ψj(ξ)dξ. (21)

Âiçüìåìî ôiêñîâàíó òî÷êó (t, x) ∈ Q i

ψj(ξ) = Gi∗
j (0, ξ; t, x), ξ ∈ Ωj, j ∈ {1, 2}. (22)

Íà ïiäñòàâi (6) ψj ∈ Lp′(Ω
j), j ∈ {1, 2}. Òîìó

ç (21), âðàõîâóþ÷è (7) òà (9), îäåðæèìî

lim
r→∞

2∑
j=1

∫

Ωj

Gj
i (t, x; 0, ξ)uj(1/sr, ξ)dξ =

=
2∑

j=1

∫

Ωj

Gj
i (t, x; 0, ξ)ϕj(ξ)dξ =

= (Piϕ)(t, x), i ∈ {1, 2}. (23)

Çà äîïîìîãîþ (15) ç h = 1/sr òà (23)
ìàcìî

|ui(t, x)− (Piϕ)(t, x)| =

=

∣∣∣∣∣∣

2∑
j=1

∫

Ωj

Gj
i (t, x; 1/sr, ξ)u

j(1/sr, ξ)dξ −

−
2∑

j=1

∫

Ωj

Gj
i (t, x; 0, ξ)ϕj(ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣
≤

≤
∣∣∣∣

2∑
j=1

∫

Ωj

(
Gj

i (t, x; 1/sr, ξ)−

−Gj
i (t, x; 0, ξ)

)
uj(1/sr, ξ)dξ

∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣

2∑
j=1

∫

Ωj

Gj
i (t, x; 0, ξ)uj(1/sr, ξ)dξ −

−
2∑

j=1

∫

Ωj

Gj
i (t, x; 0, ξ)ϕj(ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣
≡

≡ J
(1)
ir + J

(2)
ir , i ∈ {1, 2}. (24)

Ç (23) âèïëèâàc, ùî J
(2)
ir → 0, r → ∞.

Âèêîðèñòàâøè (4), íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà (ïðè
1 < p < ∞) i òå, ùî ìîæíà ïðèïóñêàòè
1/sr ≤ t/2 äëÿ áóäü-ÿêîãî r ≥ 1, îäåðæèìî

J
(1)
ir ≤





C(1/sr)t
−(1+n/(2bp))‖u(1/sr, ·)‖p,

1 < p < ∞,

C(1/sr)t
−1‖u(1/sr, ·)‖∞, p = ∞,

çâiäêè ç óðàõóâàííÿì (10) J
(1)
ir → 0, r →∞.

Òàêèì ÷èíîì, ç (24) îäåðæócòüñÿ çîáðà-
æåííÿ (13) ç ϕ ∈ Φp, 1 < p ≤ ∞.

Ó âèïàäêó p = 1 ç óìîâè (10) âèïëèâàc,
ùî ïîñëiäîâíiñòü (19) îáìåæåíà â ïðîñòî-
ði L1(Ω). Öåé ïðîñòið, ÿê óæå çàçíà÷àëîñü,
âêëàäàcòüñÿ ó ïðîñòið M(Ω) ñêií÷åííèõ óçà-
ãàëüíåíèõ ìið, ÿêèé içîìåòðè÷íèé ïðîñòîðî-
âi C0(Ω). Ç îáìåæåíîñòi â L1(Ω) ïîñëiäîâ-
íîñòi (19) âèïëèâàc îáìåæåíiñòü âiäïîâiä-
íî�� ïîñëiäîâíîñòi óçàãàëüíåíèõ ìið ó M(Ω)
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i, îòæå, ñëàáêà êîìïàêòíiñòü îñòàííüî��. Òî-
ìó iñíóc ïiäïîñëiäîâíiñòü (20) òà óçàãàëüíå-
íà ìiðà ϕ ∈ Φ1 òàêi, ùî äëÿ áóäü-ÿêî�� ôóí-
êöi�� ψ ç ψj ∈ C0(Ω

j), j ∈ {1, 2}, âèêîíóþòüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ

lim
r→∞

2∑
j=1

∫

Ωj

ψj(ξ)uj(1/sr, ξ)dξ =

=
2∑

j=1

∫

Ωj

ψj(ξ)dϕj(ξ). (25)

ßê âèïëèâàc ç îöiíîê (6), ôóíêöi�� (22) íà-
ëåæàòü äî ïðîñòîðiâ C0(Ω

j), j ∈ {1, 2}, äëÿ
áóäü-ÿêî�� ôiêñîâàíî�� òî÷êè (t, x) ∈ Q. Òîìó
íà ïiäñòàâi (7) i (25) îäåðæócìî (23) äëÿ âè-
ïàäêó p = 1. Äàëi, ÿê i ïðè p > 1, çàïèñócìî
íåðiâíiñòü (24), äîâîäèìî, ùî J

(1)
ir → 0, r →

∞, i ∈ {1, 2}, à ç (25) ìàcìî J
(2)
ir → 0, r →∞.

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî iñíóâàííÿ åëåìåí-
òà ϕ ∈ Φp òàêîãî, ùî u = Pϕ. Cäèíiñòü ϕ
âèïëèâàc ç äîâåäåíîãî â ÷àñòèíi 1).

Íàñëiäîê. Ïðîñòîðè Φp, 1 ≤ p ≤ ∞,
c ìíîæèíàìè ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü êëàñè-
÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (1), (2) â Q̄ i çà äî-
ïîìîãîþ åëåìåíòiâ öèõ ïðîñòîðiâ ðîçâ'ÿçêè
çîáðàæóþòüñÿ iíòåãðàëàìè Ïóàññîíà (8)
òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíócòüñÿ óìî-
âà (10).
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