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ЗАСТОСУВАННЯ ТЕОРЕМ ПРО ПРОДОВЖЕННЯ

З допомогою теорем про продовження берiвських функцiй дослiджується берiвська кла-
сифiкацiя нарiзно неперервних вiдображень.

Using extension theorems for Baire functions we investigate the Baire classification of
separately continuous mappings.

Вступ
Для топологiчних просторiв X i Y че-

рез C(X,Y ) ми позначаємо сукупнiсть всiх
неперервних вiдображень мiж X i Y . Вiд-
ображення f : X → Y називається
вiдображенням першого класу Бера, якщо
iснує послiдовнiсть неперервних вiдобра-
жень fn : X → Y , така, що f(x) = lim

n→∞
fn(x)

для кожного x ∈ X. Сукупнiсть всiх вiд-
ображень f : X → Y першого класу Бера
ми позначатимемо через B1(X,Y ). Припу-
стимо, що класи Bξ(X,Y ) вже визначенi для
всiх ординалiв ξ < α для деякого 1 < α <
ω1. Тодi вiдображення f : X → Y належить
до α-го класу Бера, f ∈ Bα(X,Y ), якщо
iснує така послiдовнiсть вiдображень fn ∈⋃
ξ<α

Bξ(X, Y ), що f(x) = lim
n→∞

fn(x) для всiх

x ∈ X. Крiм того, покладемо B0(X,Y ) =
C(X,Y ).

Нехай X, Y i Z – топологiчнi просто-
ри i 0 ≤ α < ω1. Через CBα(X × Y, Z)
ми позначаємо сукупнiсть всiх вiдображень
f : X × Y → Z, якi неперервнi вiдносно пер-
шої змiнної i належать до берiвського класу
α вiдносно другої змiнної.

Набiр (X, Y, Z) топологiчних просторiв
X, Y i Z називається α-трiйкою Лебеґа,
якщо має мiсце включення

CBα(X × Y, Z) ⊆ Bα+1(X × Y, Z).
Ще А. Лебеґ [1] у 1898 роцi довiв вклю-

чення CC(R2,R) ⊆ B1(R2,R). Впродовж на-
ступних рокiв α-трiйки активно вивчалися
багатьма математиками (див. [2] i вказану
там лiтературу). Серед iнших вiдмiтимо ре-
зультат В. Рудiна [3], який встановив, що на-

бiр (X, Y, Z) є α-трiйкою Лебеґа для кожно-
го ординала 0 ≤ α < ω1, якщо X – метри-
зовний простiр, Y – топологiчний простiр, а
Z – локально опуклий простiр.

Добре вiдомо, що топологiчний простiр,
який є об’єднанням двох чи бiльшої кiлько-
стi метризовних пiдпросторiв, не обов’язко-
во метризовний. Тому природно виникає на-
ступне питання.
Питання 1. Нехай 0 ≤ α < ω1.

Чи буде утворювати α-трiйку Лебеґа на-
бiр топологiчних просторiв (X,Y, Z), якщо

X =
N⋃

n=1

Xn, де 2 ≤ N ≤ +∞, i (Xn, Y, Z) є

α-трiйкою для кожного n?
Нагадаємо, що топологiчний простiр на-

зивається σ-метризовним, якщо його можна
подати у виглядi об’єднання зростаючої по-
слiдовностi замкнених метризовних пiдпро-
сторiв. В. Маслюченко i О. Собчук [4] дове-
ли, що набiр (X, Y,R) є α-трiйкою Лебеґа,
якщо X – σ-метризовний простiр, Y – топо-
логiчний простiр i добуток X×Y досконало
нормальний. А. Каланча, В. Маслюченко i
В. Михайлюк [5] встановили, що (X, Y, Z) є
α-трiйкою Лебеґа у випадку, коли X – iде-
ально σ-метризовний простiр, Y – локаль-
но компактний метризовний простiр i Z –
локально опуклий простiр. Слiд зазначити,
що у цих результатах iстотно застосовую-
ться класичнi теорема Тiтце-Урисона i тео-
рема Дуґунджi про продовження неперерв-
них вiдображень.

У цiй статтi ми даємо позитивну вiдпо-
вiдь на питання 1 для iнших класiв просто-
рiв X, Y i Z, нiж у [4] i [5], використовуючи
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теореми про продовження берiвських фун-
кцiй класу α ≥ 1. Крiм того, ми наводимо
приклади просторiв X, Y i Z, для яких вiд-
повiдь на питання 1 негативна.

1. Продовження берiвських функцiй
Через G∗0 i F∗

0 позначимо сукупностi всiх
функцiонально вiдкритих i функцiонально
замкнених пiдмножин топологiчного про-
стору X вiдповiдно. Припустимо, що класи
G∗ξ i F∗

ξ визначенi для всiх ξ < α, де 0 < α <
ω1. Тодi, якщо α непарне, то клас G∗α /F∗

α/
складається з усiх злiченних перетинiв /об’-
єднань/ множин з нижчих класiв, а якщо α
парне, то клас G∗α /F∗

α/ складається з усiх
злiченних об’єднань /перетинiв/ множин з
нижчих класiв. Класи F∗

α для непарних α i
G∗α для парних α називаються функцiональ-
но адитивними, а класи F∗

α для парних α
i G∗α для непарних α називаються функцiо-
нально мультиплiкативними. Якщо мно-
жина належить одночасно до функцiональ-
но адитивного i функцiонально мультиплi-
кативного класу α, то вона називається фун-
кцiонально двосторонньою множиною кла-
су α. Зауважимо також, що A ∈ F∗

α тодi i
тiльки тодi, коли X \ A ∈ G∗α.

Ми кажемо, що вiдображення f : X → Y
мiж топологiчними просторами X i Y нале-
жить до класу Kα(X,Y ) при 0 < α < ω1,
якщо прообраз f−1(V ) довiльної вiдкритої в
Y множини V є множиною функцiонально
адитивного класу α в X.

Нехай 0 ≤ α < ω1. Пiдмножина E
топологiчного простору X називається α-
вкладеною в X, якщо для довiльної мно-
жини A функцiонально адитивного (муль-
типлiкативного) класу α в E iснує множина
B функцiонально адитивного (мультиплiка-
тивного) класу α в X, така, що A = B ∩ E.

Якщо 0 < α < ω1, то пiдмножини A i
B топологiчного простору X називаються
α-вiдокремними, якщо iснує така функцiя
f ∈ Kα(X), що A ⊆ f−1(0) i B ⊆ f−1(1).

Ми кажемо, що набiр (X,E, Y ), який
складається з топологiчного простору X,
його пiдпростору E i топологiчного просто-
ру Y , має властивiсть Bα-продовження,
якщо кожне вiдображення f ∈ Bα(E, Y )
можна продовжити до вiдображення g ∈

Bα(X, Y ).
Теорема 1. Нехай α > 0 – скiнченний

ординал, X – топологiчний простiр, E ⊆ X
i Y – повнометризовний сепарабельний лi-
нiйно зв’язний i локально лiнiйно зв’язний
простiр. Тодi наступнi умови рiвносильнi:

1. E – α-вкладена в X i для довiль-
ної множини A функцiонально муль-
типлiкативного класу α в X, такої,
що E ∩ A = Ø, множини E i A є α-
вiдокремними;

2. (X, E, Y ) має властивiсть Bα-
продовження.

Доведення. Зауважимо спочатку, що
для скiнченних ординалiв α має мiсце рiв-
нiсть Bα(X, Y ) = Kα(X,Y ) для довiльно-
го топологiчного простору X i метризовного
сепарабельного лiнiйно зв’язного i локаль-
но лiнiйно зв’язного простору Y (див. [8,
Lemma 2.4] i [10, Теорема 1]). Тому умова
(ii) еквiвалентна тому, що набiр (X, E, Y )
має властивiсть Kα-продовження, а це рiв-
носильне умовi (i) теореми.
Наслiдок 1. Нехай α ≥ 1 – скiнченний

ординал, X – цiлком регулярний простiр,
E ⊆ X – множина функцiонально мульти-
плiкативного класу α i Y – повнометри-
зовний сепарабельний лiнiйно зв’язний i ло-
кально лiнiйно зв’язний простiр. Якщо ви-
конується одна з наступних умов

1. X – досконало нормальний;

2. E – лiнделефовий;

3. X – нормальний, E – функцiонального
типу Fσ,

то (X, E, Y ) має властивiсть Bα-
продовження.

Доведення. Зауважимо спочатку, що
якщо A – множина функцiонально мульти-
плiкативного класу α в X, така, що E ∩
A = Ø, то iснує функцiя f ∈ Kα(X), та-
ка, що A = f−1(0) i B = f−1(1) (див. [?,
Proposition 3.2]), тобто множини E i A є α-
вiдокремними.

Крiм того, у кожному з випадкiв (i)–(iii)
множина E є α-вкладеною в X.
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Таким чином, за теоремою 1 набiр
(X,E, Y ) має властивiсть Bα-продовження.

Слiд зазначити, що в деяких випадках
умови на простiр Y можна послабити до стя-
гуванностi. Правда, при цьому доводиться
накладати бiльш жорсткi умови на пiдмно-
жину E простору X.

Нагадаємо, що топологiчний простiр X
називається стягуванним, якщо iснують не-
перервне вiдображення γ : X × [0, 1] → X
i точка x0 ∈ X, такi, що γ(x, 0) = x i
γ(x, 1) = x0 для всiх x ∈ X.
Теорема 2. Нехай 0 < α < ω1, X –

топологiчний простiр, G ⊆ X – функцiо-
нально вiдкрита множина, Y – стягуван-
ний простiр. Тодi (X,G, Y ) має власти-
вiсть Bα-продовження.

Доведення. Нехай y0 ∈ Y i γ : Y ×
[0, 1] → Y – такi, що γ(y, 0) = y i γ(y, 1) = y0

для всiх y ∈ Y . Вiзьмемо вiдображення f ∈
Bα(G, Y ), покладемо

g(x) =

{
f(x), якщо x ∈ G,
y0, якщо x ∈ X \G,

i покажемо, що g є шуканим продовженням
вiдображення f .

Нехай ϕ : X → [0, 1] – така неперервна
функцiя, що G = ϕ−1((0, 1]). Для кожного
n ∈ N покладемо

Fn,1 = X \G, Fn,2 = ϕ−1([
1

n + 1
, 1]),

Un,1 = ϕ−1([0,
1

n + 3
)) Un,2 = ϕ−1((

1

n + 2
, 1]).

Для всiх n ∈ N та i = 1, 2 має мiсце включе-
ння Fn,i ⊆ Un,i, тому iснує така неперервна
функцiя ψn,i : X → [0, 1], що

Un,i = ψ−1
n,i ((0, 1])

i
Fn,i = ψ−1(1).

Виберемо послiдовнiсть вiдображень
fn ∈ Bαn(G, Y ), де αn < α для кожного
n ∈ N, таку, що lim

n→∞
fn(x) = f(x) для

всiх x ∈ G. Для кожного номера n по-
кладемо fn,1(x) = y0 для всiх x ∈ X i
fn,2(x) = fn(x) для всiх x ∈ G. Визначимо

вiдображення gn : X → Y наступним чином:
gn(x) = γ(fn,i(x), 1 − ψn,i(x)), якщо x ∈ Un,i

для деякого i = 1, 2, i gn(x) = y0, iнакше.
Розглянемо випадок α = 1. Тодi αn = 0

для всiх n ∈ N. Зауважимо, що для кожного
n ∈ N gn(x) = γ(fn,i(x), 1 − ψn,i(x)) при i =
1, 2 i x ∈ Un,i. Отже, звуження функцiї gn

на замкненi множини Un,1 i Un,2 i X \ (Un,1∪
Un,2) є неперервними. Тому всi функцiї gn

неперервнi.
Нехай α > 1. Без обмеження загально-

стi вважатимемо, що αn ≥ 1 для кожного
n ∈ N. Тодi для всiх n ∈ N множини Un,1

i Un,2 та X \ (Un,1 ∪ Un,2) є функцiонально
двостороннiми класу αn i функцiя gn є фун-
кцiєю класу αn.

Зафiксуємо x ∈ X i доведемо, що
lim

n→∞
gn(x) = g(x).

Якщо x ∈ X \ G, то x ∈ Un,1 для всiх
n ∈ N. Тодi

gn(x) = γ(fn,1(x), 0) = fn,1(x) = y0 = g(x)

для всiх n ∈ N. Якщо x ∈ G, то iснує таке
n0, що x ∈ Fn,2 ⊆ Un,2 для всiх n ≥ n0. Тодi

gn(x) = γ(fn,2, 0) = fn,2(x),

звiдки

lim
n→∞

gn(x) = lim
n→∞

fn(x) = f(x) = g(x).

Отже, g ∈ Bα(X,Y ) i g|G = f .
Теорема 3. Нехай 0 ≤ α ≤ β < ω1, X

– топологiчний простiр, Y – стягуванний
простiр, E ⊆ X – множина функцiональ-
но мультиплiкативного класу α i (X, E, Y )
має властивiсть Bα-продовження.

Тодi довiльне вiдображення f ∈
Bβ(E, Y ), яке є поточковою границею на E
послiдовностi вiдображень fn ∈ B<β(E, Y )
можна продовжити до вiдображення
g ∈ Bβ(X, Y ), яке є поточковою грани-
цею на X послiдовностi вiдображень
gn ∈ B<β(X,Y ) так, щоб fn = gn|E для
кожного n ∈ N.

Доведення. Нехай y0 ∈ Y i γ : Y ×
[0, 1] → Y – такi, що γ(y, 0) = y i γ(y, 1) = y0

для всiх y ∈ Y .
Оскiльки множина X \ E належить до

функцiонально адитивного класу α, то iснує
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така зростаюча послiдовнiсть множин An

функцiонально мультиплiкативних класiв

αn < α, що X \ E =
∞⋃

n=1

An. З [8, Lemma

2.1] випливає, що для кожного n ∈ N iснує
функцiя ϕn ∈ Bα(X, [0, 1]), така, що

An = ϕ−1
n (1)

i
E = ϕ−1

n (0).

Мiркуватимемо iндукцiєю по β > α. При
β = α твердження очевидне. Нехай β = α+1
i fn ∈ Bβn(E, Y ), де βn < β для кожного
n ∈ N. Оскiльки βn ≤ α, то fn ∈ Bα(E, Y )
для кожного n ∈ N. Для кожного номера n
виберемо вiдображення hn ∈ Bα(X, Y ), яке
є продовженням fn. Для всiх n ∈ N та x ∈ X
покладемо

gn(x) = γ(hn(x), ϕn(x)). (1)

Тодi gn ∈ Bα(X, Y ). Для всiх x ∈ X розгля-
немо вiдображення

g(x) =

{
f(x), x ∈ E,
y0, x ∈ X \ E,

(2)

i покажемо, що lim
n→∞

gn(x) = g(x). Справдi,
зафiксуємо x ∈ X. Якщо x ∈ E, то ϕn(x) = 0
для кожного номера n. Тодi

gn(x) = hn(x) = fn(x),

звiдки випливає, що lim
n→∞

gn(x) = f(x). Якщо
ж x 6∈ E, то iснує таке n0 ∈ N, що x ∈ An

для всiх n ≥ n0. Тодi ϕn(x) = 1 i gn(x) = y0

для всiх n ≥ n0. Таким чином, lim
n→∞

gn(x) =

g(x) для всiх x ∈ X. Отже, g ∈ Bβ(X,Y ),
причому g|E = f i gn|E = fn.

Припустимо, що твердження теореми вiр-
не для всiх ординалiв α ≤ ξ < β i дове-
демо його для β. Без обмеження загально-
стi можна вважати, що fn ∈ Bβn(E, Y ), де
α ≤ βn < β для кожного n ∈ N. З iндуктив-
ного припущення випливає, що для кожного
n ∈ N iснує вiдображення hn ∈ Bβn(X,Y ),
яке є продовженням вiдображення fn. Не-
складно переконатися, що для кожного но-
мера n вiдображення gn : X → Y , яке визна-
чається формулою (1), належить до класу

Bβn i gn|E = fn. Крiм того, аналогiчно, як ви-
ще, перевiряється, що lim

n→∞
gn(x) = g(x) для

кожного x ∈ X i g|E = f , де g : X → Y –
вiдображення, яке визначається формулою
(2). Отже, теорема вiрна для всiх ординалiв
β ≥ α.

З теореми 3 негайно випливає наступний
факт.
Наслiдок 2. Нехай 0 ≤ α < β < ω1, X

– топологiчний простiр, Y – стягуванний
простiр i E ⊆ X. Якщо (X, E, Y ) має вла-
стивiсть Bα-продовження i E – множина
функцiонально мультиплiкативного класу
α в X, то (X, E, Y ) має властивiсть Bβ-
продовження.

2. Застосування теорем про продов-
ження до берiвської класифiкацiї
Теорема 4. Нехай 0 ≤ α < ω1, X – то-

пологiчний простiр, Y – стягуванний про-

стiр, X =
∞⋃

n=1

Xn i f : X → Y , причому

a. Xn ⊆ Xn+1;

b. Xn – функцiонально мультиплiкатив-
ного класу α в Xn+1;

c. (X, Xn, Y ) має властивiсть Bα-
продовження;

d. f |Xn ∈ Bα+1(Xn, Y )

для кожного n ∈ N. Тодi f ∈ Bα+1(X, Y ).
Доведення. Позначимо fn = f |Xn , n ∈

N.
Оскiльки f1 ∈ Bα+1(X1, Y ), то iснує послi-

довнiсть вiдображень g1,k ∈ Bα(X1, Y ), така,
що lim

k→∞
g1,k(x) = f1(x) на X1. Зрозумiло, що

f2|X1 = f1. Зауважимо, що з властивостей
(a) i (c) випливає, що набiр (X2, X1, Z) має
властивiсть Bα-продовження. Застосувавши
теорему 3, ми одержимо, що iснує послiдов-
нiсть (g2,k)

∞
k=1 вiдображень g2,k ∈ Bα(X2, Y ),

така, що g2,k|X1 = g1,k i lim
k→∞

g2,k(x) = f2(x)

для всiх x ∈ X2. Продовжуючи цей процес
до нескiнченностi, ми отримаємо послiдов-
нiсть (gn,k)

∞
k=1 вiдображень gn,k ∈ Bα(Xn, Y ),

таку, що
gn+1,k|Xn = gn,k, i
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lim
k→∞

gn,k(x) = fn(x) на Xn

для кожного n ∈ N.
Згiдно з властивiстю (c), для кожного n ∈

N iснує вiдображення gn ∈ Bα(X, Y ), таке,
що

gn|Xn = gn,n.

Залишилось довести, що lim
n→∞

gn(x) = f(x)

на X. Справдi, нехай x ∈ X. Вiзьмемо таке
n0 ∈ N, що x ∈ Xn для всiх n ≥ n0. Тодi

gn(x) = gn,n(x) = gn0,n(x)

для всiх n ≥ n0, звiдки

lim
n→∞

gn(x) = lim
n→∞

gn0,n(x) = fn0(x) = f(x).

Таким чином, f ∈ Bα+1(X,Y ).
Теорема 5. Нехай 0 ≤ α < ω1, X =

∞⋃
n=1

Xn i Y – топологiчнi простори, Z –

стягуванний простiр, причому для кожно-
го n ∈ N виконуються наступнi умови:

1. (Xn, Y, Z) – α-трiйка Лебеґа;

2. Xn ⊆ Xn+1;

3. Xn – множина функцiонально муль-
типлiкативного класу α в Xn+1;

4. (X×Y, Xn×Y, Z) має властивiсть Bα-
продовження.

Тодi (X, Y, Z) – α-трiйка Лебеґа.
Доведення. Нехай f ∈ CBα(X × Y, Z).

Для кожного n ∈ N покладемо En = Xn×Y i
fn = f |En . З умови (i) теореми випливає, що
fn ∈ Bα+1(En, Z) для всiх n ∈ N. Зрозумiло,
що En – множина функцiонально мультиплi-
кативного класу в En+1 для кожного n ∈ N.
Застосувавши теорему 4, ми одержимо, що
f ∈ Bα+1(X × Y, Z).
Наслiдок 3. Нехай 1 ≤ α < ω0, α ≤

β < ω1, X =
∞⋃

n=1

Xn – цiлком регуляр-

ний простiр, Y – топологiчний простiр i Z
– повнометризовний сепарабельний стягу-
ванний локально зв’язний простiр, причому
для кожного n ∈ N виконуються наступнi
умови:

1. (Xn, Y, Z) – β-трiйка Лебеґа;

2. Xn – множина функцiонально муль-
типлiкативного класу α в Xn+1;

3. Xn × Y – лiнделефовий або X × Y – до-
сконало нормальний.

Тодi (X, Y, Z) є β-трiйкою Лебеґа.
Доведення. Зауважимо спочатку, що з

властивостi (iii) випливає, що добуток X×Y
цiлком регулярний. Тодi (X × Y, Xn × Y, Z)
має властивiсть Bα-продовження згiдно з
наслiдком 1 для кожного n ∈ N, адже мно-
жина Xn × Y належить до функцiонально
мультиплiкативного класу α в X×Y , а про-
стiр Z є локально лiнiйно зв’язним згiдно з
[7, c. 259]. Застосувавши наслiдок 2, ми одер-
жимо, що (X×Y,Xn×Y, Z) має властивiсть
Bβ-продовження для кожного n ∈ N. Таким
чином, з теореми 5 випливає, що (X, Y, Z) є
β-трiйкою Лебеґа.

Як показує наступне твердження, з умо-
ви (iv) теореми 5 випливає, що для кожного
n ∈ N набiр (X,Xn, Z) має властивiсть Bα-
продовження.
Твердження 1. Нехай 0 ≤ α < ω1, X,

Y i Z – топологiчнi простори, E ⊆ X, при-
чому набiр (X × Y, E × Y, Z) має власти-
вiсть Bα-продовження. Тодi (X,E, Z) має
властивiсть Bα-продовження.

Доведення. Нехай f ∈ Bα(E, Z). Для
всiх x ∈ E i y ∈ Y покладемо g(x, y) = f(x).
Зрозумiло, що g ∈ Bα(E × Y, Z). Тодi iснує
вiдображення g̃ ∈ Bα(X × Y, Z), яке є про-
довженням вiдображення g. Виберемо до-
вiльне y ∈ Y i для всiх x ∈ X покладемо
f̃(x) = g̃(x, y). Тодi f̃ ∈ Bα(X, Z), причому
f̃ |E = f .

Але обернене твердження до тверджен-
ня 1 не вiрне.
Приклад 2. Iснують гаусдорфовi ком-

пактнi простори X та Y i множина
E ⊆ X, такi, що кожну неперервну фун-
кцiю f : E → [0, 1] можна продовжити
до неперервної функцiї f̃ : X → [0, 1],
але для деякої неперервної функцiї
g : E × Y → [0, 1] не iснує функцiї першо-
го класу Бера g̃ : X × Y → [0, 1], такої, що
g̃(x, y) = g(x, y) для довiльних (x, y) ∈ E×Y .
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Доведення. Нехай E – довiльний не-
злiченний дискретний простiр, X = βE
– компактифiкацiя Стоуна-Чеха простору
E i Y = αE = {∞} ∪ E – компактифiкацiя
Александрова простору E. Згiдно з [9], ко-
жну неперервну функцiю f : E → [0, 1]
можна продовжити до неперервної функцiї
f̃ : X → [0, 1].

Розглянемо функцiю g : E × Y → [0, 1],
g(x, y) = 0, якщо x 6= y, i g(x, y) = 1, якщо
x = y. Легко бачити, що функцiя g непе-
рервна. Припустимо, що iснує функцiя пер-
шого класу Бера g̃ : X × Y → [0, 1] така, що
g̃(x, y) = g(x, y) для довiльних (x, y) ∈ E×Y .
Нехай (gn)∞n=1 – послiдовнiсть неперервних
функцiй gn : X × Y → [0, 1], яка поточково
на X × Y збiгається до функцiї g̃. Для ко-
жного n ∈ N, використовуючи компактнiсть
простору X, виберемо окiл Vn точки ∞ в
просторi Y такий, що

|gn(x,∞)− gn(x, y)| < 1

n

для довiльних x ∈ X i y ∈ Y . Оскiльки всi
множини Y \ Vn скiнченнi, а множина E не-

злiченна, то множина B = E ∩
( ⋂

n∈N
Vn

)
не-

порожня.
Нехай y0 ∈ B. Зауважимо, що

|gn(y0,∞)− gn(y0, y0)| < 1

n

для кожного n ∈ N. Тепер маємо

1 = g(y0, y0) = g̃(y0, y0) = lim
n→∞

gn(y0, y0) =

= lim
n→∞

gn(y0,∞) = g̃(y0,∞) = g(y0,∞) = 0,

що дає суперечнiсть.
3. Приклади не лебеґiвських трiйок
Для вiдображення f : X×Y → Z i точки

(x, y) ∈ X × Y ми використовуємо позначе-
ння

fx(y) = fy(x) = f(x, y).

Для множини A ⊆ X через χA ми позначає-
мо характеристичну функцiю множини A.

Нагадаємо, що з теореми Рудiна випли-
ває, що для довiльного метризовного про-
стору X набiр (X, Y,R) є трiйкою Лебеґа для
довiльних топологiчного простору Y i орди-
нала 0 ≤ α < ω1.

Приклад 3. Iснує компактний гаусдор-
фовий простiр X, такий, що X = X1 ∪X2,
де простори X1 i X2 метризовнi, але

CC(X2,R) 6∈ B1(X
2,R).

Доведення. Зафiксуємо 0 ≤ α < ω1.
Нехай X = D∪{∞} – компактифiкацiя Але-
ксандрова незлiченного дискретного просто-
ру D. Покладемо X1 = D, X2 = {∞}. Тодi
за теоремою Рудiна [3] набiр (Xi, Y,R) є α-
трiйкою Лебеґа для довiльного топологiчно-
го простору Y при i = 1, 2, адже простори
X1 i X2 метризовнi.

Розглянемо функцiю f : X2 → R,

f(x, y) =

{
1, якщо x = y ∈ D,
0, iнакше.

Тодi f ∈ CC(X × X,R). Справдi, якщо
x ∈ D, то fx = χ{x}. Зауважимо, що фун-
кцiя χ{x} : X → R неперервна, адже мно-
жина {x} вiдкрито-замкнена в X. Якщо ж
x = ∞, то fx ≡ 0.

Припустимо, що f ∈ B1(X
2,R). Тодi про-

образ f−1(V ) довiльної вiдкритої множини
в R є типу Fσ в X2. Таким чином, множина
f−1(1) = {(x, x) : x ∈ D} є типу Fσ в X2.
Оскiльки X2 – компактний простiр, то мно-
жина f−1(1) є σ-компактною. З iншого боку,
пiдпростiр {(x, x) : x ∈ D} дискретний в X2,
звiдки випливає суперечнiсть, адже довiль-
ний дискретний σ-компактний простiр є не
бiльше, нiж злiченним.

Нагадаємо, що топологiчний простiр на-
зивається σ-дискретним, якщо вiн подає-
ться у виглядi об’єднання зростаючої по-
слiдовностi своїх замкнених дискретних пiд-
просторiв. Очевидно, кожний σ-дискретний
простiр є σ-метризовним.
Приклад 4. Iснують цiлком регуляр-

ний σ-дискретний простiр X i топологi-
чний простiр Y , такi, що

CC(X × Y,R) 6∈ B1(X × Y,R).

Доведення. Згiдно з [11, Theorem 3.3]
iснує цiлком регулярний несепарабельний

простiр X =
∞⋃

n=1

, де (Xn)∞n=1 – зростаюча по-

слiдовнiсть замкнених дискретних пiдпро-
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сторiв Xn, з властивiстю злiченностi лан-
цюжкiв. Тодi для кожного 0 ≤ α < ω1 i
для довiльного топологiчного простору Y
набiр (Xn, Y,R) є α-трiйкою Лебеґа, n ∈ N.
Але iснує топологiчний простiр Y , такий, що
CC(X×Y,R) 6⊆ B1(X×Y,R), оскiльки будь-
який цiлком регулярний простiр X з умовою
злiченностi ланцюжкiв, такий, що (X, Y,R)
є 0-трiйкою Лебеґа для довiльного топологi-
чного простору Y , є сепарабельним, як було
показано в [12].
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