
ÓÄÊ 514.76

c©2001 ð. Ð.Ô. Äîìáðîâñüêèé
×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à, ×åðíiâöi

ÌÅÒÎÄ Ã.Ô.ËÀÏÒCÂÀ Ó ÏÎÁÓÄÎÂI ÒÅÎÐI�I ÊÐÈÂÈÍÈ ËÎÊÀËÜÍÎ
ÎÄÍÎÐIÄÍÈÕ ËIÍIÉ ÍÅÉÒÐÀËÜÍÎÃÎ ÏÐÎÑÒÎÐÓ

Àíàëiòè÷íèì òåîðåòèêî-ãðóïîâèì ìåòîäîì Ã.Ô.Ëàïòcâà ïîáóäîâàíà òåîðiÿ iíâàðiàíòiâ-
êðèâèí ëîêàëüíî îäíîðiäíèõ ïðîñòîðîïîäiáíèõ ëiíié ÷îòèðèâèìiðíîãî íåéòðàëüíîãî ïðîñòî-
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The theory of invariants-curvatures of local uniform spacelike lines of four-dimensioned neutral
space was formed by analytic theory group method of G.F.Laptev.

1. Ó äèôåðåíöiàëüíié ãåîìåòði�� âiäîìi äâà
îñíîâíi iíâàðiàíòíi àíàëiòè÷íi ìåòîäè, ÿêi
çàñòîñîâóþòüñÿ ïðè äîñëiäæåííi äîâiëüíèõ
êëàñiâ äèôåðåíöiàëüíî-ãåîìåòðè÷íèõ ñòðó-
êòóð. Çà ïåðøèì ìåòîäîì äî äîñëiäæóâàíî-
ãî îá'cêòà iíâàðiàíòíî ïðècäíóþòüñÿ ñèñòå-
ìà ôóíêöié i äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ
òàê, ùî ïîäàëüøå äîñëiäæåííÿ çâîäèòüñÿ
äî äié íàä ïðècäíàíèìè ôóíêöiÿìè i îïåðà-
òîðàìè. Äðóãèé ìåòîä ïîëÿãàc ó ïðècäíàííi
äî äîñëiäæóâàíîãî îá'cêòà ñèñòåìè ôóíêöié
òà äèôåðåíöiàëüíèõ ôîðì. Ïåðøèé ìåòîä
ñèñòåìàòè÷íî çàñòîñîâóâàâ Ñ.Ëi, à äðóãèé
ñòâîðèâ i ðîçâèíóâ Å.Êàðòàí [1]. Íà îñíîâi
ìåòîäiâ Ñ.Ëi òà Å.Êàðòàíà Ñ.Ï.Ôiíiêîâ
i Ã.Ô.Ëàïòcâ ñòâîðèëè óíiâåðñàëüíèé ií-
âàðiàíòíèé òåîðåòèêî-ãðóïîâèé ìåòîä
äîñëiäæåííÿ äèôåðåíöiàëüíî-ãåîìåòðè÷íèõ
ñòðóêòóð íà äèôåðåíöiéîâíèõ ìíîãîâèäàõ
[2,3]. Ã.Ô. Ëàïòcâ ðîçðîáèâ iíâàðiàíòíèé
ìåòîä ïðîäîâæåíü i îõîïëåíü, ÿêèé óñïiøíî
çàñòîñîâócòüñÿ ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷ òåîði��
çîáðàæåíü ãðóï òà ïðè ïîáóäîâi ãåîìåòði��
ðîçøàðîâàíèõ ïðîñòîðiâ. Ó òåîði�� ãåîìå-
òðè÷íèõ îá'cêòiâ, ñòâîðåíié Ã.Ô. Ëàïòcâèì
[4], çàêîíè ñêií÷åííèõ ïåðåòâîðåíü êîìïî-
íåíò ãåîìåòðè÷íèõ îá'cêòiâ çàìiíÿþòüñÿ
âiäïîâiäíèìè ñèñòåìàìè äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü.

Ãåîìåòðè÷íèì îá'cêòîì, ïðècäíàíèì äî
äåÿêî�� ãðóïè Ëi G, íàçèâàcòüñÿ òî÷êà ïðî-
ñòîðó ëiíiéíîãî çîáðàæåííÿ ãðóïè G. ßêùî
â n-âèìiðíîìó ïðîñòîði ëiíiéíîãî çîáðàæåí-

íÿ r-÷ëåííî�� ãðóïè Ëi G ââåñòè ëîêàëüíó ñè-
ñòåìó êîîðäèíàò {xI}(I,K, L, ... = 1, n), òî
ãðóïà G c ãðóïîþ àíàëiòè÷íèõ ïåðåòâîðåíü
êîìïîíåíò îá'cêòà {xI}:

x̃I = f I(us, xK), (s = 1, r). (1)

Ïðè öüîìó f I(0, x) = xI , f I(u, fK(v, x)) =

f I(ϕ(u, v), x) i xI = f̃ I(
∗
u, x̃), äå ∗

u � ïàðà-
ìåòðè åëåìåíòà ãðóïè G, îáåðíåíîãî äî åëå-
ìåíòà ç ïàðàìåòðàìè u.

Ôîðìóëè (1) âèçíà÷àþòü ïåðåòâîðåííÿ
àáñîëþòíèõ êîîðäèíàò x̃I òî÷êè. ßêùî ãðó-
ïîâi ïàðàìåòðè us çàìiíèòè íåñêií÷åííî
ìàëèìè âåëè÷èíàìè, òî çìiíÿòüñÿ âiäíî-
ñíi êîìïîíåíòè xI ãåîìåòðè÷íîãî îá'cêòà çà
óìîâè, ùî éîãî àáñîëþòíi êîìïîíåíòè x̃I íå
çìiíèëèñÿ:

x̃I = f I(u+du, x+dx), us +dus ≈ ϕs(u,w).

Îòæå,

x̃I = f I(ϕ(u,w), x+dx) = f I(u, f(w, x+dx)).

Òàêèì ÷èíîì,

x̃I ≈ f I

(
u, f(0, x) +

∂f(w, x)

∂ws

∣∣∣∣
w=0

ωs+

+
∂f(0, x)

∂xK
dxK

)
= f I(u, x) +

∂f I(u, x)

∂xK
×

×
(

∂fK(0, x)

∂xL
dxL +

∂fk(w, x)

∂ws

∣∣∣∣
w=0

ωs

)
.
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Îñêiëüêè ïðè u = 0

∂fK(0, x)

∂xL
=

∂xK

∂xL
= δK

L =

=

{
1, K = L,
0, K 6= L,

det

(
∂f I(u, x)

∂xK

)
6= 0, òî äëÿ ìàëèõ u ìàcìî

x̃I ≈ f I(u, x) +
∂f I(u, x)

∂xK
(dxK + ξK

s (x)ωs).

Îòæå,
dxK + ξK

s (x)ωs = 0. (2)

Ñèñòåìà (2) öiëêîâèòî iíòåãðîâíà i ìàc íà-
çâó ðiâíÿíü iíâàðiàíòíîñòi ãåîìåòðè÷íîãî
îá'cêòà ç âiäíîñíèìè êîìïîíåíòàìè {xI}.
Ëiíiéíi ëiíiéíî íåçàëåæíi äèôåðåíöiàëüíi
ôîðìè ωs c ëiâîiíâàðiàíòíèìè ôîðìàìè ãðó-
ïè Ëi G.

Öiëêîâèòà iíòåãðîâíiñòü ñèñòåìè (2)
âèïëèâàc ç òîòîæíîñòåé, â ÿêi ïåðåòâîðþþ-
òüñÿ ñòðóêòóðíi ðiâíÿííÿ Ñ.Ëi äëÿ ôóíêöié
ξI
s (x):

∂ξI
p

∂xK
ξK
q − ∂ξI

q

∂xK
ξK
p = ξI

sC
s
pq,

äå Cs
pq � ñòðóêòóðíi êîíñòàíòè ãðóïè G.

Âèÿâëÿcòüñÿ, ùî òåíçîðè � öå ëiíiéíi
îäíîðiäíi ãåîìåòðè÷íi îá'cêòè, ïðècäíàíi äî
êîíêðåòíî�� ãðóïè ïåðåòâîðåíü. Ðîçøèðþþ-
÷è ÷è ðåäóêóþ÷è öþ ãðóïó, ìè ìîæåìî ñïî-
ñòåðiãàòè çà ãåîìåòðè÷íèìè îá'cêòàìè: ÷è
çàëèøàþòüñÿ âîíè iíâàðiàíòíèìè ïðè çìiíå-
íèõ óìîâàõ, ÷è iíâàðiàíòíiñòü âòðà÷àcòüñÿ.

Äëÿ ïðèêëàäó ðîçãëÿíåìî ñõåìó äîñëi-
äæåííÿ ãåîìåòði�� äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿí-
íÿ. Íåõàé íà äèôåðåíöiéîâíîìó ìíîãîâèäi
M çàäàíî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ E òà äic
ãðóïà G. Ïîòðiáíî çíàéòè òi âëàñòèâîñòi ñó-
êóïíîñòi iíòåãðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ ðiâíÿííÿ
E, ÿêi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî ãðóïè G.

Òîäi ðiâíÿííÿ E iíòåðïðåòócòüñÿ ÿê ðiâ-
íÿííÿ ïiäìíîãîâèäó N ïðîñòîðó T k(N) äî-
òè÷íèõ åëåìåíòiâ íåîáõiäíîãî ïîðÿäêó â
ìíîãîâèäi M . Íà T k(N) äic ïðîäîâæåíà
ãðóïà G. Ïðîäîâæóþ÷è ôóíäàìåíòàëüíèé

îá'cêò ïiäìíîãîâèäó N , îòðèìócìî ïîñëi-
äîâíiñòü ãåîìåòðè÷íèõ îá'cêòiâ, ÿêà îïèñóc
ãåîìåòðiþ ïiäìíîãîâèäó N , òîáòî ãåîìåòðiþ
ðiâíÿííÿ E.

Çàóâàæèìî, ùî 1) ãðóïà G, ÿê ïðàâè-
ëî, c íåñêií÷åííîþ (ïñåâäîãðóïîþ) ãðóïîþ
Ëi; 2) ìåòîä Ã.Ô.Ëàïòcâà äîçâîëÿc çíàéòè
ãåîìåòðè÷íi îáðàçè i êîíñòðóêöi��, iíâàði-
àíòíî ïðècäíàíi äî ðiâíÿííÿ E: çâ'ÿçíî-
ñòi, äèôåðåíöiàëüíî-ãåîìåòðè÷íi ñòðóêòóðè
i àñîöiéîâàíi ç ðiâíÿííÿì ìíîãîâèäè, îñíà-
ùåíi ñïåöiàëüíèìè ñòðóêòóðàìè, i ò.ï.; 3) ó
áàãàòüîõ âèïàäêàõ ïðîöåñ çíàõîäæåííÿ ií-
âàðiàíòiâ ðiâíÿííÿ E çíà÷íî ïðèñêîðþcòüñÿ
ìîæëèâiñòþ êàíîíiçàöi�� ðóõîìîãî áàçèñó.

Ïðîiëþñòðócìî çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó
Ã.Ô.Ëàïòcâà â ïîáóäîâi òåîði�� êðèâèíè
íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ëîêàëüíî
îäíîðiäíèõ ëiíié ÷îòèðèâèìiðíîãî ïñåâäî-
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó íóëüîâî�� ñèãíàòóðè.
Îêðåìi ðåçóëüòàòè ç òåîði�� êðèâèíè ëî-
êàëüíî îäíîðiäíèõ ÷àñîïîäiáíèõ ëiíié
÷îòèðèâèìiðíîãî íåéòðàëüíîãî ïðîñòîðó
àíîíñîâàíi â ïðàöÿõ [5�10].

2. ßêùî ΩI � ãîëîâíi ôîðìè òî÷êîâîãî
ïðîñòîðó An(g) ëiíiéíîãî çîáðàæåííÿ äåÿêî��
ãðóïè Ëi G ç iíâàðiàíòíèìè ôîðìàìè Ω̄K

I =
ΩK

I |ΩL=0, òî ðiâíÿííÿ

dΩI = ΩL ∧ ΩI
L, dΩI

L = ΩK
L ∧ ΩI

K

áóäóòü ñòðóêòóðíèìè ðiâíÿííÿìè ïðîñòîðó
An(g), ÿêùî âií ïñåâäîåâêëiäiâ. Óìîâè iíâà-
ðiàíòíîñòi ïîëÿ ìåòðè÷íîãî òåíçîðà g íà An

íàáóâàþòü âèãëÿäó

dgIK − gLKΩL
I − gILΩL

K = gIKLΩL. (3)

Çäiéñíèìî ïåðåòâîðåííÿ ôîðì

ΩL
I = ωL

I + ΓL
IKΩK

i ïiäáåðåìî ôóíêöi�� ΓL
IK òàê, ùîá ó òåðìiíàõ

ôîðì ωL
I óìîâè (3) íàáóëè âèãëÿäó

dgIK − gLKωL
I − gILωL

K = 0. (4)

Òàêi ôóíêöi�� iñíóþòü

ΓL
IK = −1

2
gLJ(gJIK + gJKI − gIKJ),
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��õ íàçèâàþòü êîìïîíåíòàìè íåéòðàëüíî��
çâ'ÿçíîñòi, à ôîðìè ωL

I ñòàþòü ôîðìàìè íåé-
òðàëüíî�� çâ'ÿçíîñòi [9].

Ñèñòåìà (4) âèðàæàc ôàêò êîâàðiàíòíî��
ñòàëîñòi ìåòðè÷íîãî òåíçîðà {gIK} âiäíîñíî
íåéòðàëüíî�� çâ'ÿçíîñòi.

ßêùî n = 4 i {~e
xI
} � òîé áàçèñ ó òî÷öi

x ∈ A4(g), â ÿêîìó

gij = (~e
xi

, ~e
xj

) = δij, i, j, k, ... = 1, 2;

giα = gαi = (~e
xi

, ~e
xα

) = 0, α, β, γ, ... = 3, 4;

gαβ = (~e
xα

, ~e
xβ

) = −δαβ,

òî ÷èñëà (~e
xI

, ~e
xK

) âèçíà÷àþòü ïñåâäîñêàëÿð-
íèé äîáóòîê ó ëiíåàëi íåéòðàëüíîãî ïðîñòî-
ðó A4(g).

Óìîâè iíâàðiàíòíîñòi ïñåâäîñêàëÿðíîãî
äîáóòêó íàáóâàþòü âèãëÿäó

ωj
i = ωi

j, ωα
i = ωi

α, ωβ
α = −ωα

β . (5)

Äëÿ ÷îòèðèâèìiðíîãî íåéòðàëüíîãî ïðî-
ñòîðó óìîâè (5) � öå çàëåæíîñòi ìiæ iíâà-
ðiàíòíèìè ôîðìàìè íåéòðàëüíî�� çâ'ÿçíîñòi.
Ìàcìî

ω1
1 = ω2

2 = ω3
3 = ω4

4 = 0, ω2
1 = −ω1

2,

ω3
1 = ω1

3, ω4
1 = ω1

4

ω3
2 = ω2

3, ω4
2 = ω2

4, ω4
3 = −ω3

4.

Îòæå, ëiíiéíî íåçàëåæíèìè ôîðìàìè
íåéòðàëüíî�� çâ'ÿçíîñòi ïðîñòîðó A4(g) ñòà-
þòü ôîðìè ω2

1, ω
3
1, ω

4
1, ω

3
2, ω

4
2, ω

4
3.

Ðiâíÿííÿ ñòðóêòóðè öèõ ôîðì òàêi:

dω2
1 = ω3

1∧ω3
2+ω4

1∧ω4
2, dω3

1 = ω2
1∧ω3

2−ω4
1∧ω4

3,

dω4
1 = ω2

1∧ω4
2+ω3

1∧ω4
3, dω3

2 = ω3
1∧ω2

1−ω4
2∧ω4

3,

dω4
2 = ω4

1∧ω2
1−ω3

2∧ω4
3, dω4

3 = ω3
1∧ω4

1+ω3
2∧ω4

2.

3. Ðîçãëÿíåìî â A4(g) ëîêàëüíî îäíîði-
äíó íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíó ëiíiþ (γ),
âèçíà÷åíó ñèñòåìîþ çîâíiøíèõ äèôåðåíöi-
àëüíèõ ðiâíÿíü

ΩI = ΛIθ,

äå θ = dt, t � äiéñíà çìiííà.

Âåêòîðíå ïîëå ~Λ
x

= ΛI~e
xI

íà ëiíi�� (γ) áó-
äå ïîëåì äîòè÷íèõ âåêòîðiâ, ÿêùî ôóíêöi��
ΛI = ΛI(x) çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

dΛI + ΛKωI
K = ΛI

1θ,

dΛI
1 + ΛK

1 ωI
K = ΛI

11θ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
dΛI

1...1︸︷︷︸
m

+ ΛK
1...1︸︷︷︸

m

ωI
K = ΛI

1...1︸︷︷︸
m+1

θ.

Ôóíêöi�� {ΛI}, {ΛI , ΛI
1}, {ΛI , ΛI

1, Λ
I
11}, ...

{ΛI , ΛI
1, ..., Λ

I
1...1︸︷︷︸

m

} óòâîðþþòü ôóíäàìåí-

òàëüíi ãåîìåòðè÷íi îá'cêòè ëiíi�� (γ) ó íåé-
òðàëüíîìó ïðîñòîði A4(g). Ïîðÿäîê ôóí-
äàìåíòàëüíîãî îá'cêòà {ΛI , ΛI

1, ..., Λ
I
1...1︸︷︷︸

m

}

äîðiâíþc (m + 1).
Ôóíêöiÿ s = gIKΛIΛK c òåíçîðîì òè-

ïó (0, 0). Çà óìîâ (5) s = (Λ1)2 − (Λ2)2 −
(Λ3)2 − (Λ4)2 = ‖~Λx‖2. Îñêiëüêè s � äiéñíà
çìiííà, òî âîíà ìîæå íàáóâàòè äîäàòíèõ,
âiä'cìíèõ òà íóëüîâîãî çíà÷åíü. Ëîêàëüíà
îäíîðiäíiñòü ëiíi�� (γ) îçíà÷àc iñíóâàííÿ îêî-
ëó äîâiëüíî�� çâè÷àéíî�� òî÷êè x ëiíi��, â ÿêîìó
çáåðiãàcòüñÿ òèï���� äîòè÷íîãî âåêòîðà. ßêùî
s > 0, òî ~Λ

x
� ÷àñîïîäiáíèé âåêòîð, ÿêùî

s < 0, òî ~Λ
x
� ïðîñòîðîïîäiáíèé i ÿêùî s = 0,

~Λ
x
6= 0, òî ~Λ

x
� içîòðîïíèé. Î÷åâèäíî, ùî

äëÿ ëîêàëüíî îäíîðiäíî�� ÷àñîïîäiáíî�� ëiíi��
ïðè s = 1, à äëÿ ëîêàëüíî îäíîðiäíî�� ïðî-
ñòîðîïîäiáíî�� ëiíi�� ïðè s = −1 çìiííà t c
íàòóðàëüíèì ïàðàìåòðîì âiäïîâiäíî�� ëiíi��.

Áàçèñ {~e
xI
} ëiíåàëó íåéòðàëüíîãî ïðîñòî-

ðó A4(g), â ÿêîìó êâàäðàòè÷íà ôîðìà g ìàc
íîðìàëüíèé âèãëÿä, íàçâåìî ñòàíäàðòíèì
áàçèñîì íåéòðàëüíîãî ïðîñòîðó A4(g). Âå-
êòîðè {~e

xi
} ñòàíäàðòíîãî áàçèñó íåéòðàëü-

íîãî ïðîñòîðó ÷àñîïîäiáíi, à âåêòîðè {~e
xα
}

� ïðîñòîðîïîäiáíi. Äèôåðåíöiàëüíà ãåîìå-
òðiÿ ëîêàëüíî îäíîðiäíî�� ÷àñîïîäiáíî�� ëi-
íi�� áóäócòüñÿ ÿê ãåîìåòðiÿ iíòåãðàëüíî�� êðè-
âî�� âåêòîðíîãî ïîëÿ {~e

xi
} ïðè ôiêñîâàíîìó i.

Îñêiëüêè ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ëîêàëüíî
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îäíîðiäíî�� ÷àñîïîäiáíî�� ëiíi�� â A4(g) îïóáëi-
êîâàíi â [9], òî ìè çóïèíèìîñÿ íà ïðîñòîðî-
ïîäiáíèõ êðèâèõ.

4. Íåõàé (γ) � iíòåãðàëüíà êðèâà âåêòîð-
íîãî ïîëÿ ~e

x4
, x ∈ (γ). Òîäi êîìïîíåíòè ôóí-

äàìåíòàëüíîãî îá'cêòà ïåðøîãî ïîðÿäêó öic��
ëîêàëüíî îäíîðiäíî�� ïðîñòîðîïîäiáíî�� ëiíi��
íàáóâàþòü çíà÷åíü

Λ1 = Λ2 = Λ3 = 0, Λ4 = 1. (6)

Çà óìîâ (6) ìàcìî

~Λ
x

= ~e
x4

, Ω1 = Ω2 = Ω3 = 0, Ω4 = θ = dt.

Ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ëî-
êàëüíî îäíîðiäíî�� ïðîñòîðîïîäiáíî�� ëiíi��,
âiäíåñåíî�� äî íàòóðàëüíî�� ïàðàìåòðèçàöi�� ó
íåéòðàëüíîìó ïðîñòîði A4(g), òàêà:

Ω1 = 0, Ω2 = 0, Ω3 = 0, Ω4 = θ, dθ = 0,

ω4
1 = Λ1

1θ, ω
4
2 = Λ2

1θ, ω
4
3 = −Λ3

1θ, Λ
4
1 = 0,

dΛ1
1 − Λ2

1ω
2
1 + Λ3

1ω
3
1 = Λ1

11θ,

dΛ2
1 + Λ1

1ω
2
1 + Λ3

1ω
3
2 = Λ2

11θ,

dΛ3
1 + Λ1

1ω
3
1 + Λ2

1ω
3
2 = Λ3

11θ,

Λ4
11 = (Λ1

1)
2 + (Λ2

1)
2 − (Λ3

1)
2.

dΛI
11 + ΛK

11ω
I
K = ΛI

111θ, ... (7)

ßêùî Λ1
1 = 0, Λ2

1 = 0, òî d ~Λ
x

= Λ3
1~e
x3

θ i ñèñòå-
ìà (7) ñïðîùócòüñÿ

Ω1 = Ω2 = Ω3 = 0, Ω4 = θ, dθ = 0,

ω4
1 = 0, ω4

2 = 0, ω4
3 = −Λ3

1θ,

Λ1
1 = 0, Λ2

1 = 0, Λ4
1 = 0,

Λ3
1ω

3
1 = Λ1

11θ, Λ
3
1ω

3
2 = Λ2

11θ,

dΛ3
1 = Λ3

11θ, Λ
4
11 = −(Λ3

1)
2,

dΛI
11 + ΛK

11ω
I
K = ΛI

111θ, ... . (8)

Îòæå, ôóíêöiÿ Λ3
1 c âiäíîñíèì iíâàðiàí-

òîì óçäîâæ ëîêàëüíî îäíîðiäíî�� ïðîñòîðî-
ïîäiáíî�� ëiíi�� (γ) � iíòåãðàëüíî�� êðèâî�� ïîëÿ
~e
x4
. Íàçâåìî öþ ôóíêöiþ ïåðøîþ êðèâèíîþ

ëiíi�� (γ) i ïîçíà÷èìî ���� ÷åðåç k1. Îñêiëüêè

k1 = Λ3
1, òî ðiâíiñòü d ~Λ

x
= k1~e

x3
θ c ïåðøîþ

ôîðìóëîþ Ôðåíå ëiíi�� (γ).
Òåîðåìà 1. Ëîêàëüíî îäíîðiäíà ïðîñòî-

ðîïîäiáíà ëiíiÿ íóëüîâî�� ïåðøî�� êðèâèíè c
ïðîñòîðîïîäiáíîþ ïðÿìîþ.

Äiéñíî, îñêiëüêè k1 = Λ3
1 = 0, òî ΛI

1 = 0,
ΛI

11 = 0, ... i ëiíiÿ (γ) c ïðîñòîðîïîäiáíîþ
ïðÿìîþ ç íàïðÿìíèì âåêòîðîì ~Λ

x
= ~e

x4
, ~Λ

x
=

−→
const, áî d ~Λ

x
= ~0.

Ðîçãëÿíåìî ëîêàëüíî îäíîðiäíi ïðîñòî-
ðîïîäiáíi ëiíi�� íåíóëüîâî�� ïåðøî�� êðèâèíè.
Äëÿ òàêèõ ëiíié ñèñòåìà (8) íàáóâàc âèãëÿ-
äó

Ω1 = Ω2 = Ω3 = 0, Ω4 = θ, dθ = 0, ω4
1 = ω4

2 = 0,

ω4
3 = −k1θ, ω

3
1 =

Λ1
11

k1

θ, ω3
2 =

Λ2
11

k1

θ, dk1 = Λ3
11θ,

Λ1
1 = Λ2

1 = Λ4
1 = 0, Λ4

11 = −k2
1,

dΛ1
11 − Λ2

11ω
2
1 =

(
Λ1

111 −
Λ1

11Λ
3
11

k1

)
θ,

dΛ2
11 + Λ1

11ω
2
1 =

(
Λ2

111 −
Λ2

11Λ
3
11

k1

)
θ,

dΛ3
11 =

=

(
Λ3

111 −
1

k1

(
(Λ1

11)
2 + (Λ2

11)
2 + (Λ4

11)
2)

))
θ,

Λ4
111 = −3k1Λ

3
11, dΛI

111 + ΛK
111ω

I
K = ΛI

1111θ, ....
(9)

ßêùî Λ1
11 = 0, òî ôóíêöiþ

k2 :=
Λ2

11

k1

(10)

íàçâåìî äðóãîþ êðèâèíîþ ëîêàëüíî îäíî-
ðiäíî�� ïðîñòîðîïîäiáíî�� ëiíi��. Äèôåðåíöiàëè
d~e

x3
ìàþòü áóäîâó

d~e
x3

= (k2~e
x2
− k1~e

x4
)θ. (11)

Ôîðìóëó (8) íàçâåìî äðóãîþ ôîðìóëîþ
Ôðåíå. Çà óìîâ (10) i Λ1

11 = 0 ñèñòåìà (9)
çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó

Ω1 = Ω2 = Ω3 = 0, Ω4 = θ, dθ = 0,

ω4
1 = ω4

2 = ω3
1 = 0, ω4

3 = −k1θ, ω
3
2 = k2θ,
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dk1 = Λ3
11θ, Λ

1
1 = Λ2

1 = Λ4
1 = 0, Λ3

1 = k1,

Λ1
11 = 0, Λ2

11 = k1k2, Λ
4
11 = −k2

1,

Λ4
111 = −3k1Λ

3
11, k1k2ω

2
1 = −Λ1

111θ,

dk2 =
1

k1

(Λ2
111 − 2k2Λ

3
11)θ,

dΛ3
11 = (Λ3

111 − k1k
2
2 − k3

1)θ,

dΛI
111 + ΛK

111ω
I
K = ΛI

(4)θ, ... . (12)

Ëîêàëüíî îäíîðiäíi ïðîñòîðîïîäiáíi ëiíi��
ç íóëüîâîþ ïåðøîþ êðèâèíîþ íàçâåìî îäíî-
ðiäíèìè ïðîñòîðîïîäiáíèìè ëiíiÿìè ðîäó 1.
Î÷åâèäíî, ùî îäíîðiäíi ïðîñòîðîïîäiáíi ëi-
íi�� ðîäó 1 çãiäíî ç òåîðåìîþ 1 c ïðîñòîðî-
ïîäiáíèìè ïðÿìèìè i äëÿ íèõ äðóãà êðè-
âèíà íå âèçíà÷åíà. Òàêi æ âëàñòèâîñòi ìàc
ïðÿìà åâêëiäîâî�� ïëîùèíè. Ëîêàëüíî îäíî-
ðiäíi ïðîñòîðîïîäiáíi ëiíi�� íåíóëüîâî�� ïåð-
øî�� êðèâèíè i íóëüîâî�� äðóãî�� êðèâèíè íà-
çâåìî îäíîðiäíèìè ïðîñòîðîïîäiáíèìè ëiíi-
ÿìè ðîäó 2. Äëÿ îäíîðiäíèõ ïðîñòîðîïîäi-
áíèõ ëiíié ðîäó 2 k1 6= 0, k2 = 0 i òîìó òðåòÿ
êðèâèíà k3 íå âèçíà÷åíà.

Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ùîá îäíîðiäíà
ïðîñòîðîïîäiáíà ëiíiÿ ðîäó 2 ó ÷îòèðèâè-
ìiðíîìó íåéòðàëüíîìó ïðîñòîði áóëà ïðî-
ñòîðîïîäiáíèì êîëîì, íåîáõiäíî i äîñèòü,
ùîá âiäíîñíèé iíâàðiàíò Λ3

11 äîðiâíþâàâ íó-
ëåâi.

Äîâåäåííÿ. Ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü (12) äëÿ îäíîðiäíî�� ïðîñòîðîïîäi-
áíî�� ëiíi�� ðîäó 2 ñïðîùócòüñÿ i íàáóâàc âè-
ãëÿäó

Ω1 = Ω2 = Ω3 = 0, Ω4 = θ, dθ = 0,

ω4
1 = 0, ω4

2 = 0, ω3
1 = 0, ω4

3 = −k1θ, ω
3
2 = 0,

dk1 = Λ3
11θ, Λ

1
1 = Λ2

1 = Λ4
1 = Λ1

11 = Λ2
11 = 0,

Λ3
1 = k1, Λ

4
11 = −k2

1, Λ
1
111 = Λ2

111 = 0,

Λ4
111 = −3k1Λ

3
11, Λ

1
(4) = 0, Λ2

(4) = 0,

dΛ3
11 = (Λ3

111 − k3
1)θ, dΛ3

111 = (Λ3
(4) − k1Λ

4
111)θ,

dΛ4
111 = (Λ4

(4) + k1Λ
3
111)θ,

dΛI
(4) + ΛK

(4)ω
I
K = ΛI

(5)θ, ... . (13)

Òîìó, ÿêùî îäíîðiäíà ëiíiÿ ðîäó 2 c ïðî-
ñòîðîïîäiáíèì êîëîì, òî ���� ïåðøà êðèâèíà

k1 = c1, äå c1 = const 6= 0. Îòæå, Λ3
11 = 0.

Íàâïàêè, ÿêùî äëÿ äåÿêî�� îäíîðiäíî�� ïðî-
ñòîðîïîäiáíî�� ëiíi�� ðîäó 2 âiäíîñíèé iíâàði-
àíò Λ3

11 íóëüîâèé, òî çi ñïiââiäíîøåíü (13)
âèïëèâàc, ùî dk1 = 0 i òîìó k1 = const 6= 0.

Íàñëiäîê. Ëîêàëüíî îäíîðiäíå ïðî-
ñòîðîïîäiáíå êîëî ðàäióñà 1

k1

ó ÷îòè-
ðèâèìiðíîìó íåéòðàëüíîìó ïðîñòîði
õàðàêòåðèçócòüñÿ ñèñòåìîþ çîâíiøíiõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

Ω1 = Ω2 = Ω3 = 0, Ω4 = θ, dθ = 0,

ω4
1 = ω4

2 = ω3
1 = ω3

2 = 0, ω4
3 = −k1θ

òà ñóêóïíiñòþ ñêií÷åííèõ ñïiââiäíîøåíü
äëÿ êîìïîíåíò éîãî ôóíäàìåíòàëüíèõ
îá'cêòiâ

Λ1 = Λ2 = Λ3 = 0, Λ4 = 1,

Λ1
1 = Λ2

1 = Λ4
1 = 0, Λ3

1 = k1,

Λ1
11 = Λ2

11 = Λ3
11 = 0, Λ4

11 = −k2
1,

Λ1
111 = Λ2

111 = Λ4
111 = 0, Λ3

111 = k3
1,

Λ1
(4) = Λ2

(4) = Λ3
(4) = 0, Λ4

(4) = −k4
1,

Λ1
(5) = Λ2

(5) = Λ4
(5) = 0, Λ3

(5) = −k5
1,

Λ1
(6) = Λ2

(6) = Λ3
(6) = 0, Λ4

(6) = k6
1,

Λ1
(7) = Λ2

(7) = 0, Λ3
(7) = k7

1, Λ
4
(7) = 0,

Λ1
(8) = Λ2

(8) = Λ3
(8) = 0, Λ4

(8) = −k8
1, ... .

5. Ðîçãëÿíåìî ëîêàëüíî îäíîðiäíi ïðî-
ñòîðîïîäiáíi ëiíi�� ç íåíóëüîâèìè êðèâèíàìè
k1 i k2. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ñêií÷åí-
íi ñïiââiäíîøåííÿ ñèñòåìè (12) ìiñòÿòü ðiâ-
íÿííÿ

ω2
1 = − 1

k1k2

Λ1
111θ,

dΛ1
111 =

(
Λ1

(4) −
Λ1

111Λ
2
111

k1k2

)
θ,

dΛ2
111 =

(
Λ2

(4) +
1

k1k2

(Λ1
111)

2 − k2Λ
3
111

)
θ,

dΛ3
111 = (Λ3

(4) − k1Λ
4
111 − k2Λ

2
111)θ,

dΛ4
111 = (Λ4

(4) + k1Λ
3
111)θ,

dΛI
(4) + ΛK

(4)ω
I
K = ΛI

(5)θ, ... .
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Îòæå, âåëè÷èíè {Λ1
111}, {Λ2

111}, {Λ3
111} i

{Λ4
111} óòâîðþþòü ñàìîñòiéíi ãåîìåòðè÷íi

îá'cêòè. Âîíè c âiäíîñíèìè iíâàðiàíòà-
ìè âçäîâæ êîæíî�� ëîêàëüíî îäíîðiäíî��
ïðîñòîðîïîäiáíî�� ëiíi�� ç k1 6= 0 i k2 6= 0.

Òðåòüîþ êðèâèíîþ ëiíi�� öüîãî êëàñó íà-
çâåìî iíâàðiàíò

k3 := − 1

k1k2

Λ1
111.

Ëîêàëüíî îäíîðiäíi ïðîñòîðîïîäiáíi ëiíi�� ç
íåíóëüîâèìè ïåðøîþ i äðóãîþ êðèâèíàìè
òà ç âèçíà÷åíîþ ó âñiõ òî÷êàõ ëiíi�� òðå-
òüîþ êðèâèíîþ íàçâåìî îäíîðiäíèìè ïðî-
ñòîðîïîäiáíèìè ëiíiÿìè çàãàëüíîãî ïîëîæå-
ííÿ ó ÷îòèðèâèìiðíîìó íåéòðàëüíîìó ïðî-
ñòîði. Îäíîðiäíi ïðîñòîðîïîäiáíi ëiíi�� çà-
ãàëüíîãî ïîëîæåííÿ ç íóëüîâîþ òðåòüîþ
êðèâèíîþ ñêëàäàþòü êëàñ îäíîðiäíèõ ïðî-
ñòîðîïîäiáíèõ ëiíié ðîäó 3.

Òåîðåìà 3. Ðiä îäíîðiäíî�� ïðîñòîðîïî-
äiáíî�� ëiíi�� â íåéòðàëüíîìó ÷îòèðèâèìið-
íîìó ïðîñòîði çáiãàcòüñÿ ç íàéìåíøèì ÷è-
ñëîì, ÿêå c âèìiðíiñòþ òic�� àôiííî�� ïëîùè-
íè, ùî ìiñòèòü óñi òî÷êè öic�� ëiíi��.

Òåîðåìà 4. Äëÿ îäíîðiäíî�� ïðîñòîðîïî-
äiáíî�� ëiíi�� çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ â ÷îòè-
ðèâèìiðíîìó íåéòðàëüíîìó ïðîñòîði êîì-
ïîíåíòè ôóíäàìåíòàëüíèõ îá'cêòiâ íàáó-
âàþòü çíà÷åíü

Λ1 = Λ2 = Λ3 = 0, Λ4 = 1,

Λ1
1 = Λ2

1 = Λ4
1 = 0, Λ3

1 = k1,

Λ1
11 = 0, Λ2

11 = k1k2, Λ
4
11 = −k2

1,

Λ1
111 = −k1k2k3, Λ

4
111 = −3k1Λ

3
11, ..., (14)

Λ3
11, Λ2

111, Λ3
111 � äîâiëüíi ôóíêöi��.

Òåîðåìà 5. Äëÿ îäíîðiäíî�� ïðîñòîðîïî-
äiáíî�� ëiíi�� çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ â ÷îòè-
ðèâèìiðíîìó íåéòðàëüíîìó ïðîñòîði ïðà-
âèëüíi ôîðìóëè Ôðåíå

d~e
x1

= k3~e
x2

θ,

d~e
x2

= (−k3~e
x4

+ k2~e
x3

)θ,

d~e
x3

= (k2~e
x2
− k1~e

x4
)θ,

d~e
x4

= k1~e
x3

θ.

Òåîðåìà 6. Ñèñòåìà çîâíiøíiõ äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ îäíîðiäíèõ ïðî-
ñòîðîïîäiáíèõ ëiíié çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ
â ÷îòèðèâèìiðíîìó íåéòðàëüíîìó ïðîñòî-
ði ìàc âèãëÿä

Ω1 = Ω2 = Ω3 = 0, Ω4 = θ, dθ = 0,

ω4
1 = ω4

2 = ω3
1 = 0, ω4

3 = −k1θ, ω
3
2 = k2θ,

ω2
1 = k3θ, dk1 = Λ3

11θ, dk2 =
1

k1

(Λ2
111−2k2Λ

3
11)θ,

dΛ3
11 = (Λ3

111 − k1k
2
2 − k3

1)θ,

dk3 =
1

k1k2

(k2k3Λ
3
11 − 2k3Λ

2
111 − Λ1

(4))θ,

dΛ1
111 = (Λ1

(4) + k3Λ
2
111)θ,

dΛ2
111 = (Λ2

(4) + k1k2k
2
3 − k2Λ

3
111)θ,

dΛ3
111 = (Λ3

(4) − k1Λ
4
111 − k2Λ

2
111)θ,

dΛ4
111 = (Λ4

(4) + k1Λ
3
111)θ,

dΛI
(p) + ΛK

(p)ω
I
K = ΛI

(p+1)θ, p = 4, 5, ... .

Òâåðäæåííÿ òåîðåì 4 i 6 äîâîäÿòüñÿ õî-
äîì iíâàðiàíòíèõ ïîáóäîâ äëÿ îäíîðiäíèõ
ïðîñòîðîïîäiáíèõ ëiíié çàãàëüíîãî ïîëîæå-
ííÿ. ßêùî êîìïîíåíòè ôóíäàìåíòàëüíèõ
îá'cêòiâ ìàþòü çíà÷åííÿ, âêàçàíi â ôîðìó-
ëàõ (14), òî ñòàc î÷åâèäíèì òâåðäæåííÿ òå-
îðåìè 5. Äîâåäåìî òåîðåìó 3. ßêùî a (a =
1, 2, 3) � ðiä îäíîðiäíî�� ïðîñòîðîïîäiáíî�� ëi-
íi��, òî â êîæíié çâè÷àéíié òî÷öi êðèâî�� ðîäó
a iñíóc a êðèâèí òà a ôîðìóë Ôðåíå. Îòæå,
óñi òî÷êè ëiíi�� ðîäó a ìiñòÿòüñÿ â äåÿêié a-
âèìiðíié àôiííié ïëîùèíi íåéòðàëüíîãî ÷î-
òèðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó.
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