
ÓÄÊ 517.95

c©2001 ð. Ã.Ï. Äîìàíñüêà
Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi iâàíà Ôðàíêà, Ëüâiâ

ÏÐÎ IÑÍÓÂÀÍÍß ÐÎÇÂ'ßÇÊÓ ÌIØÀÍÎ� ÇÀÄÀ×I ÄËß ÎÄÍI��
ÏÑÅÂÄÎÏÀÐÀÁÎËI×ÍÎ� ÑÈÑÒÅÌÈ Â ÍÅÎÁÌÅÆÅÍIÉ ÎÁËÀÑÒI

Ðîçãëÿíóòî ìiøàíó çàäà÷ó äëÿ íåëiíiéíî¨ ïñåâäîïàðàáîëi÷íî¨ ñèñòåìè â íåîáìåæåíié (çà
ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè) îáëàñòi. Âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó âêàçàíî¨ çàäà÷i.

The initial-boundary value problem for a nonlinear pseudoparabolic system in unbounded
(with respect to space variables) domain is considered. Conditions of the existence of solution for
the problem are obtained.

Ìàòåìàòè÷íå îïèñàííÿ áàãàòüîõ ôiçè-
÷íèõ òà ìåõàíi÷íèõ ïðîöåñiâ çâîäèòüñÿ äî
êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ïñåâäîïàðàáîëi÷íèõ ðiâ-
íÿíü òà ñèñòåì. Ïðèêëàäàìè òàêèõ ïðîöåñiâ
¹ ôiëüòðàöiÿ ðiäèíè â ñåðåäîâèùàõ ç ïîäâié-
íîþ ïîðèñòiñòþ [1], ïåðåäà÷à òåïëà â ãåòåðî-
ãåííîìó ñåðåäîâèùi [2], ïåðåíåñåííÿ âîëîãè
â ãðóíòi [3], äèôóçiÿ ó òðiùèíóâàòîìó ñåðå-
äîâèùi ç ïîãëèíàííÿì àáî ÷àñòêîâèì íàñè-
÷åííÿì, ïðîöåñ çàñòèãàííÿ êëåþ [4] òà ií.
Ñàìå òîìó, ïî÷èíàþ÷è ç 50-õ ðîêiâ äâàäöÿ-
òîãî ñòîëiòòÿ, âèâ÷åííþ ðiçíîìàíiòíèõ çà-
äà÷ äëÿ âêàçàíèõ ðiâíÿíü òà ñèñòåì ïðèñâÿ-
÷åíî ÷èìàëî ïðàöü [5�10]. Ïðîòå ó çãàäàíèõ
âèùå ðîáîòàõ äîñëiäæóâàëèñÿ ëèøå ëiíiéíi
ðiâíÿííÿ. Ìè æ ðîçãëÿíåìî íåëiíiéíó ñèñòå-
ìó i äîâåäåìî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ìiøàíî¨
çàäà÷i äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè.

Íåõàé Ω � íåîáìåæåíà îáëàñòü â Rn ç
ìåæåþ Γ. Ùîäî ãåîìåòði¨ îáëàñòi Ω çðîáè-
ìî òàêå ïðèïóùåííÿ: ââàæàòèìåìî, ùî iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü îáëàñòåé {Ωτ}, ÿêi çàëåæàòü
âiä ïàðàìåòðà τ ∈ Π (òóò Π � çëi÷åííà ìíî-
æèíà äîäàòíèõ ÷èñåë) i ìàþòü âëàñòèâîñòi:

1) Ω =
⋃

τ∈Π

Ωτ , Ωτ = Ω ∩ Bτ , äå Bτ � n-
âèìiðíà êóëÿ ðàäióñà τ ç öåíòðîì ó íóëi;

2) ∂Ωτ = Γτ
1 ∪ Γτ

2, äå Γτ
1, Γ

τ
2 � êóñêîâî-

ãëàäêi ïîâåðõíi; mes{Γτ
1 ∩ Γτ

2} = 0, Γτ
1 6= ®,

Γτ
1 ∩ Γ 6= ®, ∀τ ∈ Π; Γ =

⋃
τ∈Π

Γτ
1.

Íåõàé QT = Ω × (0, T ), T < ∞; ST =
Γ× (0, T ). Ââåäåìî ïîòðiáíi ïðîñòîðè. Ãîâî-
ðèòèìåìî, ùî äåÿêà ôóíêöiÿ íàëåæèòü äî

Lγ
loc(Ω) (γ > 2), ÿêùî âîíà íàëåæèòü äî

ïðîñòîðó Lγ(Ωτ ) äëÿ äîâiëüíîãî τ ç ìíî-
æèíè Π. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lγ

loc(QT ) ïðîñòið
Lγ ((0, T ); Lγ

loc(Ω)). Äëÿ ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà
âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ñòàíäàðòíi ïîçíà÷åí-
íÿ H1 òà W 1,γ.

Â îáëàñòi QT ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

|ut|γ−2ut −
n∑

i,j=1

(Aij(x, t)uxit)xj
−

−
n∑

i,j=1

(Bij(x, t)uxi
)xj

+

+D(x, t) |u|γ−2 u = F (x, t) (1)

ç óìîâàìè
u|Γ×[0,T ] = 0, (2)

u|t=0 = u0. (3)

Òóò Aij, Bij, D � êâàäðàòíi ìàòðèöi ðîçìi-
ðó m×m, ïðè÷îìó ìàòðèöÿ D äiàãîíàëüíà ç
åëåìåíòàìè ds(x, t) (s = 1,m) íà ãîëîâíié äi-
àãîíàëi; u = (u1, ..., um)T , F = (F1, ..., Fm)T ;
γ > 2. Íåõàé íàäàëi (·, ·) � ñêàëÿðíèé äîáó-
òîê â Rm; | · | � ìîäóëü â Rm.

Îçíà÷åííÿ 1. Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1) �
(3) íàçèâàòèìåìî ôóíêöiþ u, ÿêà ìà¹ òàêi
âëàñòèâîñòi:

1) ôóíêöiÿ u íàëåæèòü äî ïðîñòîðó
W 1,γ ((0, T ); Lγ

loc (Ω)) ∩H1
(
(0, T ); H1

0,loc (Ω)
)
;

2) ôóíêöiÿ u çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü
∫

QT

[ (|ut|γ−2 ut, v
)
+
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+
n∑

i,j=1

(
Aij(x, t)uxit + Bij(x, t)uxi

, vxj

)
+

+
(
D(x, t) |u|γ−2 u, v

) ]
dxdt =

=

∫

QT

(F (x, t), v) dxdt (4)

äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ v ç ïðîñòîðó
C∞([0, T ]; C∞

0 (Ω)).
Ãîâîðèòèìåìî, ùî äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ñè-

ñòåìè âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A), (B), (D),
ÿêùî:

(A) : a

n∑
i=1

|ξi|2 ≤
n∑

i,j=1

(
Aij(x, t)ξi, ξj

)
, a > 0;

n∑
i,j=1

(
Aijtξ

i, ξj
) ≤ 0;

Aij(x, t) = Aji(x, t),

Aij(x, t) = AT
ij(x, t), ∀i, j ∈ {1, ..., n};

Aij ∈ L∞(QT ),

Aijt ∈ L∞(QT ), ∀i, j ∈ {1, ..., n};

(B) : b

n∑
i=1

|ξi|2 ≤
n∑

i,j=1

(
Bij(x, t)ξi, ξj

)
, b > 0;

n∑
i,j=1

(
Bijtξ

i, ξj
) ≤ 0;

Bij(x, t) = Bji(x, t),

Bij(x, t) = BT
ij(x, t), ∀i, j ∈ {1, ..., n};

Bij ∈ L∞(QT ),

Bijt ∈ L∞(QT ), ∀i, j ∈ {1, ..., n};
(D) : 0 < d ≤ ds(x, t), dst(x, t) ≤ 0, s = 1,m;

D ∈ L∞(QT ), Dt ∈ L∞(QT );

äëÿ ìàéæå âñiõ òî÷îê (x, t) ç QT òà äëÿ äî-
âiëüíèõ âåêòîðiâ ξi i ξj ç Rm, 1 ≤ i, j ≤ n.

Ïåðø íiæ ïåðåõîäèòè äî íåîáìåæåíî¨
îáëàñòi QT , äîâåäåìî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó
çàäà÷i (1) � (3) â îáìåæåíîìó öèëiíäði. Äëÿ
öüîãî â Q∗

T = Ω∗ × (0, T ) (òóò Ω∗ � îáìå-
æåíà ïiäîáëàñòü Ω, ìåæà ÿêî¨ Γ∗ ¹ êóñêîâî-
ãëàäêîþ ïîâåðõíåþ, ùî ìà¹ íåïîðîæíié ïå-

ðåòèí ç Γ) ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó

εutt + |ut|γ−2ut −
n∑

i,j=1

(Aij(x, t)uxit)xj
−

−
n∑

i,j=1

(Bij(x, t)uxi
)xj

+

+D(x, t) |u|γ−2 u = F ∗(x, t), (5)

u|t=0 = u∗0, u|Γ∗×(0,T ) = 0, (6)

ut|t=0 = 0. (7)

Îçíà÷åííÿ 2. Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5)
� (7) íàçèâàòèìåìî òàêó ôóíêöiþ u∗,ε

ç W 1,γ ((0, T ); Lγ (Ω∗)) ∩ H1 ((0, T ); H1
0 (Ω∗)),

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü
∫

Q∗T

[
− ε (u∗,εt , vt) +

(
|u∗,εt |γ−2

u∗,εt , v
)

+

+
n∑

i,j=1

(
Aij(x, t)u∗,εxit + Bij(x, t)u∗,εxi

, vxj

)
+

+
(
D(x, t) |u∗,ε|γ−2 u∗,ε, v

) ]
dxdt =

=

∫

Q∗T

(F ∗(x, t), v) dxdt− ε

∫

Ω∗T

(u∗,εt , v) dx (8)

äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ v ç ïðîñòîðó
C∞([0, T ]; C∞

0 (Ω∗)).
Ëåìà 1. Íåõàé äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ñèñòå-

ìè (5) âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A), (B), (D);
γ > 2; F ∗ ∈ L

γ
γ−1 (Q∗

T ), u∗0 ∈ Lγ(Ω∗)∩H1
0 (Ω∗).

Òîäi iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5) � (7).
Äîâåäåííÿ. Íåõàé

{
ϕ∗,k(x)

}
� îðòî-

íîðìîâàíà áàçà ïðîñòîðó Lγ(Ω∗) ∩ H1
0 (Ω∗).

Ïðèéìåìî, ùî u∗,ε,N =
N∑

k=1

ϕ∗,k(x)ck(t), äå
ck(t) âèçíà÷à¹òüñÿ iç çàäà÷i

ε

N∑

k=1

c′′k

∫

Ω∗

(
ϕ∗,k, ϕ∗,s

)
dx =

=−
∫

Ω∗







∣∣∣∣∣
N∑

k=1

c′kϕ
∗,k

∣∣∣∣∣

γ−2 N∑

k=1

c′kϕ
∗,k, ϕ∗,s


+
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+
n∑

i,j=1

(
Aij(x, t)

N∑

k=1

c′kϕ
∗,k
xi

, ϕ∗,sxj

)
+

+
n∑

i,j=1

(
Bij(x, t)

N∑

k=1

ckϕ
∗,k
xi

, ϕ∗,sxj

)
+

+


D(x, t)

∣∣∣∣∣
N∑

k=1

ckϕ
∗,k

∣∣∣∣∣

γ−2 N∑

k=1

ckϕ
∗,k, ϕ∗,s


−

− (F ∗(x, t), ϕ∗,s)] dx ≡ Φ (c′k, ck, t) , (9)

ck(0) =
(
u∗0, ϕ

∗,k)
Lγ(Ω∗)∩H1

0 (Ω∗) , (10)

c′k(0) = 0, (k = 1, N). (11)

Çà òåîðåìîþ Êàðàòåîäîði [11, ñ.54] çàäà÷à
(9) � (11) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê. Ïiñëÿ íåñêëàäíèõ
ïåðåòâîðåíü ç ñèñòåìè (9) ìîæíà îòðèìàòè
îöiíêó

∫

Ω∗T

[
ε

2
|u∗,ε,Nt |2 +

d

γ
|u∗,ε,N |γ +

+
1

2

n∑
i,j=1

(
Bij(x, T )u∗,ε,Nxi

, u∗,ε,Nxj

)]
dx+

+

∫

Q∗T

[(
1− 1

γ

)
|u∗,ε,Nt |γ+

+ a

n∑
i=1

|u∗,ε,Nxit |2
]

dxdt ≤

≤ γ − 1

γ

∫

Q∗T

|F ∗(x, t)| γ
γ−1 dxdt+

+

∫

Ω∗0

[
1

2

n∑
i,j=1

(
Bij(x, 0)u∗0xi

, u∗0xj

)
+

+
D̂

γ
|u∗0|γ

]
dx, (12)

äå D̂ = max
1≤i≤m

sup
QT

di(x, t). Ç (12) âèïëè-

âà¹, ùî íîðìè ‖u∗,ε,Nt ‖, ‖u∗,ε,N‖, ‖u∗,ε,Nxi
‖ i

‖u∗,ε,Nxit ‖, i ∈ {1, ..., n}, � îáìåæåíi âiä-
ïîâiäíî â â Lγ(Q∗

T ), L∞ ((0, T ); Lγ(Ω∗)),
L∞ ((0, T ); L2(Ω∗)) i L2(Q∗

T ).

Îñêiëüêè 2 < γ < ∞, òî äëÿ îáìåæåíî¨
îáëàñòi Ω∗

L∞(Ω∗) ⊂ Lγ(Ω∗) ⊂ L2(Ω∗),

âêëàäåííÿ W 1,γ(Q∗
T ) â Lγ(Q∗

T ) ¹ êîìïà-
êòíèì. Îòæå, ç ïîñëiäîâíîñòi {u∗,ε,N} ìîæíà
âèáðàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü {u∗,ε,Nk}, ÿêà çáiãà-
¹òüñÿ ñëàáêî äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ u∗,ε â ïðîñòî-
ði H1 ((0, T ); H1

0 (Ω∗)), à â ïðîñòîði Lγ(Q∗
T )

çáiãà¹òüñÿ ñèëüíî i ìàéæå ñêðiçü. Êîðèñòó-
þ÷èñü ìåòîäîì ìîíîòîííîñòi [12, ñ.233�239],
ìîæíà äîâåñòè, ùî

∣∣∣u∗,ε,Nk
t

∣∣∣
γ−2

u∗,ε,Nk
t ñëàáêî

çáiãà¹òüñÿ â L
γ

γ−1 (Q∗
T ) äî |u∗,εt |γ−2

u∗,εt . Òàêèì
÷èíîì, u∗,ε ¹ ðîçâ'ÿçêîì (5)�(7), òîáòî çàäî-
âîëüíÿ¹ (8).

Ëåìà 2. Çà ïðèïóùåíü ëåìè 1 iñíó¹ ðîç-
â'ÿçîê çàäà÷i (5)�(6) ïðè ε = 0.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ðîçâ'ÿç-
êó u∗,ε çàäà÷i (5)�(7) îöiíêà (12) òàêîæ ïðà-
âèëüíà. Äàëi âèáèðà¹ìî {u∗,εm}, ÿêà çáiãà¹-
òüñÿ äî u∗ ïðè εm → +0, i ïåðåõîäèìî ó (8)
äî ãðàíèöi ïðè εm → 0. Ëåãêî ïîìiòèòè, ùî

ε

∫

Ω∗

(u∗,εt , v) dx ≤ ε




∫

Ω∗

|u∗,εt |2dx




1
2

×

×




∫

Ω∗

|v|2dx




1
2

≤ ε
4
3

2

∫

Ω∗

|u∗,εt |2dx +

+
ε

2
3

2

∫

Ω∗

|v|2dx → 0, ε → 0,

à òîìó u∗ áóäå ðîçâ'ÿçêîì (5)�(6) ïðè ε = 0,
à, îòæå, i ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1)�(3) â îáìå-
æåíîìó öèëiíäði Q∗

T .
Òåîðåìà. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè

(1) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (A), (B), (D);
γ > 2;

F ∈ L
γ

γ−1

loc (QT ); u0 ∈ Lγ
loc(Ω) ∩H1

0,loc(Ω).

Òîäi iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1) � (3).
Äîâåäåííÿ.Îáëàñòü Ω áóëà ââåäåíà ñïå-

öiàëüíèì ñïîñîáîì, òîìó ìè ìîæåìî âè-
áðàòè ïîñëiäîâíiñòü âêëàäåíèõ öèëiíäðiâ
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Qτ
T = Ωτ × (0, T ) i â êîæíîìó ç íèõ ðîçãëÿ-

íóòè çàäà÷ó

|ut|γ−2ut −
n∑

i,j=1

(Aij(x, t)uxit)xj
−

−
n∑

i,j=1

(Bij(x, t)uxi
)xj
−

+D(x, t) |u|γ−2 u = F τ (x, t), (13)

u|t=0 = uτ
0, u|Γτ×(0,T ) = 0, (14)

äå ôóíêöiÿ F τ ¹ çâóæåííÿì ôóíêöi¨ F íà
îáëàñòü Qτ

T , òîáòî

F τ (x, t) =

{
F (x, t), (x, t) ∈ Qτ

T ,
0, (x, t) ∈ QT \Qτ

T ;

à çà ôóíêöiþ uτ
0 âiçüìåìî u0(x)ζτ (|x|), ïðè-

÷îìó ôóíêöiÿ ζτ íàëåæèòü äî C∞
0 (R1) i òàêà,

ùî ζτ (r) = 1 ïðè |r| ≤ τ − δ, ζτ (r) = 0 ïðè
|r| ≥ τ , 0 ≤ ζτ (r) ≤ 1 ïðè τ − δ < |r| < τ ;
ôiêñîâàíå äîäàòíå ÷èñëî δ ìåíøå çà áóäü-
ÿêå τ ∈ Π.

Çà ëåìîþ 2 çàäà÷à (13)�(14)
ìà¹ ðîçâ'ÿçîê uτ , ùî íàëåæèòü äî
W 1,γ ((0, T ); Lγ (Ωτ )) ∩ H1 ((0, T ); H1

0 (Ωτ )).
Ïðîäîâæèìî éîãî íóëåì íà âñþ îáëàñòü
QT . Çðîçóìiëî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨
v ∈ C∞ ([0, T ]; C∞

0 (Ω)) òà áóäü-ÿêîãî ÷èñëà
η ç ïðîìiæêó (0, T ) ïðàâèëüíîþ ¹ òàêà
òîòîæíiñòü:

η∫

0

∫

Ωη

[(|uτ
t |γ−2 uτ

t , v
)
+

+
n∑

i,j=1

(
Aij(x, t)uτ

xit
+ Bij(x, t)uτ

xi
, vxj

)
+

+
(
D(x, t) |uτ |γ−2 uτ , v

)]
dxdt =

=

η∫

0

∫

Ωη

(F τ (x, t), v) dxdt. (15)

Çàóâàæèìî, ùî ðiâíiñòü (15) áóäå ïðàâèëü-
íîþ i äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ v ç ïðîñòî-
ðó Lγ (Qτ

T ) ∩ H1 ((0, T ); H1
0 (Ωτ )). Ïðèéìåìî

â (15) v = (uτ + uτ
t )ψ(x), ψ ∈ C∞

0 (Ω) i îöiíè-
ìî êîæåí ç äîäàíêiâ çîêðåìà:

I1 =

η∫

0

∫

Ωη

(|uτ
t |γ−2uτ

t +

+ D(x, t)|uτ |γ−2uτ , (uτ + uτ
t )ψ

)
dxdt ≥

≥
∫

Ωη

d

γ
|uτ |γψdx−

∫

Ω0

D̂

γ
|uτ

0|γψdx +

+

η∫

0

∫

Ωη

[|uτ
t |γ + d|uτ |γ]ψdxdt−

−




η∫

0

∫

Ωη

(
|uτ

t |γ−1δ
γ−1

γ

1

) γ
γ−1

ψdxdt




γ−1
γ

×

×




η∫

0

∫

Ωη

|uτ |γ
(

δ
− γ−1

γ

1

)γ

ψdxdt




1
γ

≥

≥
∫

Ωη

d

γ
|uτ |γψdx−

∫

Ω0

D̂

γ
|uτ

0|γψdx +

+

η∫

0

∫

Ωη

[(
1− (γ − 1)δ1

γ

)
|uτ

t |γ+

+

(
d− 1

γδγ−1
1

)
|uτ |γ

]
ψdxdt,

I2 =

η∫

0

∫

Ωη

n∑
i,j=1

(
Aij(x, t)uτ

xit
+

+ Bij(x, t)uτ
xi

, ((uτ + uτ
t )ψ)xj

)
dxdt ≥

≥ 1

2

∫

Ωη

n∑
i,j=1

((Aij(x, t)+

+ Bij(x, t)) uτ
xi

, uτ
xj

)
ψdx−

−1

2

∫

Ω0

n∑
i,j=1

((Aij(x, 0)+

+ Bij(x, 0)) uτ
0xi

, uτ
0xj

)
ψdx +
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+

η∫

0

∫

Ωη

[(
a− Ânδ2

) n∑
i=1

∣∣uτ
xit

∣∣2 +

+
(
b− B̂nδ2

) n∑
i=1

∣∣uτ
xi

∣∣2 −

− 2n2δ2

γ

(|uτ
t |2 + |uτ |2)

]
ψdxdt− TΨ,

I3 =

η∫

0

∫

Ωη

(F τ (x, t), (uτ
t + uτ )ψ) dxdt ≤

≤
η∫

0

∫

Ωη

[
δ3

γ
(|uτ

t |γ + |uτ |γ) +

+
2(γ − 1)

γδ
1

γ−1

3

|F τ (x, t)| γ
γ−1


 ψdxdt,

äå

Â = max
1≤i,j≤n

sup
QT

‖Aij(x, t)‖2,

B̂ = max
1≤i,j≤n

sup
QT

‖Bij(x, t)‖2,

Ψ =
γ − 2

2γδ
γ+2
γ−2

2

∫

Ω

n∑
i=1

|ψxi
| 2γ

γ−2

ψ
γ+2
γ−2

dx,

δi (i ∈ {1, 2, 3}) � äîâiëüíi äîäàòíi ÷èñëà. Iç
íàâåäåíèõ îöiíîê òà ðiâíîñòi (15) îòðèìó¹ìî

∫

Ωη

d

γ
|uτ |γψdx+

+

η∫

0

∫

Ωη

[(
a− Ânδ2

) n∑
i=1

|uτ
xit
|2+

+
(
b− B̂nδ2

) n∑
i=1

|uτ
xi
|2+

+

(
1− (γ − 1)δ1

γ
− 2n2δ2

γ
− δ3

γ

)
|uτ

t |γ+

+

(
d− 1

γδγ−1
1

− 2n2δ2

γ
−

− δ3

γ

)
|uτ |γ

]
ψdxdt ≤ Φτ (16)

äå

Φτ = TΨ +

∫

Ω0

[
1

2

n∑
i,j=1

((Aij(x, 0)+

+ Bij(x, 0))u0
τ
xi

, u0
τ
xj

) +
D̂

γ
|uτ

0|γ
]

ψdx

+
2(γ − 2)

γδ
1

γ−1

3

∫

QT

|F τ (x, t)| γ
γ−1 ψdxdt.

ßêùî ïiäiáðàòè δi (i ∈ {1, 2, 3}) ç óìîâ

δ1 ≤ γ
8(γ−1)

, δ2 ≤ min
{

a

2Ân
, b

2B̂n
, γ

8n2

}
,

δ3 ≤ γ
8
,

òî ñïðàâäæócòüñÿ íåðiâíiñòü
∫

Ωη

d

γ
|uτ |γψdx +

+
1

2
min{a, b, 1}

η∫

0

∫

Ωη

[
n∑

i=1

|uτ
xit
|2+

+
n∑

i=1

|uτ
xi
|2 + |uτ

t |γ
]

ψdxdt ≤

≤
η∫

0

∫

Ωη

(
D̂ +

1

γδγ−1
1

+

+
2n2δ2

γ
+

δ3

γ

)
|uτ |γψdxdt + Φτ .

Çà ëåìîþ Ãðîíóîëëà-Áåëìàíà îòðèìó¹ìî
η∫

0

∫

Ωη

|uτ |γψdx ≤ γΦτT

d
e

MT
d ,

min

{
a

2
,
b

2
,
1

2

} η∫

0

∫

Ωη

[
n∑

i=1

|uτ
xit
|2+

n∑
i=1

|uτ
xi
|2+

+|uτ
t |γ

]
ψdxdt ≤ MΦτT

d
e

MT
d + Φτ , (17)

äå
M = D̂γ +

1

δγ−1
1

+ 2n2δ2 + δ3.
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Íåõàé α > 0, R ∈ Π,

ψ(x) =

{ (
R2−|x|2

R

)α

, 0 ≤ |x| ≤ R,

0, |x| > R.

Òîäi

ψxi
(x) =




−α

(
R2−|x|2

R

)α−1
2xi

R

0 ≤ |x| ≤ R,
0 |x| > R,

à, îòæå,

|ψ| ≤ (2R)α, |ψxi
| ≤ α2αRα−1.

Ç íàâåäåíèõ îöiíîê âèïëèâà¹, ùî

Ψ =
γ − 2

2γδ
γ+2
γ−2

2

∫

Ω

n∑
i=1

|ψxi
| 2γ

γ−2

ψ
γ+2
γ−2

dx ≤

≤ γ − 2

2γδ
γ+2
γ−2

2

n2αα
2γ

γ−2 Rα− 2γ
γ−2

∫

BR

dx =

=
γ − 2

2γδ
γ+2
γ−2

2

n2αα
2γ

γ−2 Rn+α− 2γ
γ−2 Pn,

äå Pn � êîåôiöi¹íò, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâ-
íîñòi

∫

BR

dx = PnRn =

=

{
πk

k!
R2k, n = 2k,

2(2π)k

(2k+1)!!
R2k+1, n = 2k + 1.

Îöiíèìî iíòåãðàëè ç ëiâî�� ÷àñòèíè (17)
÷åðåç iíòåãðàëè ïî âóæ÷ié îáëàñòi ΩR0 , R0 ∈
Π, R0 < R, à ñàìå

T∫

0

∫

ΩR0

[
n∑

i=1

|uτ
xit
|2 +

n∑
i=1

|uτ
xi
|2 + |uτ

t |γ
]
×

× (R−R0)
α dxdt ≤

≤
T∫

0

∫

ΩR

[
n∑

i=1

|uτ
xit
|2 +

n∑
i=1

|uτ
xi
|2 + |uτ

t |γ
]
×

×
(

R2 − |x|2
R

)α

dxdt ≤

≤ 2

min{a, b, 1}
[
MΦRT

d
e

MT
d + ΦR

]
,

T∫

0

∫

ΩR0

|uτ |γ (R−R0)
α dxdt ≤

≤
T∫

0

∫

ΩR

|uτ |γ
(

R2 − |x|2
R

)α

dx ≤

≤ γΦRT

d
e

MT
d .

Î÷åâèäíî, ùî iñíó¹ òàêà ïiäïîñëiäîâíiñòü
{uτk} ïîñëiäîâíîñòi {uτ}, ùî

uτk → u ñëàáêî â W γ
1 ((0, T ); Lγ

loc(Ω)),
uτk

xi
→ uxi

ñëàáêî â H1 ((0, T ); L2
loc(Ω))

(i = 1, ...n).
Ïåðåéäåìî â (15) äî ãðàíèöi ïðè τk →

∞, âèêîðèñòîâóþ÷è âæå çãàäóâàíèé ìå-
òîä ìîíîòîííîñòi é êîìïàêòíiñòü âêëàäåí-
íÿ W 1,γ(Qτ

T ) â Lγ(Qτ
T ) â êîæíié îáìåæåíié

îáëàñòi Qτ
T . Çíàéäåíà ôóíêöiÿ u i ¹ ðîçâ'ÿç-

êîì âèõiäíî¨ çàäà÷i (1)�(3). Òåîðåìó äîâå-
äåíî.

Äîñëiäæåííÿ äàíî¨ çàäà÷i áóëî á ïîâíèì,
ÿêáè âäàëîñÿ äîâåñòè ùå é ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿç-
êó. Íà æàëü, äëÿ ñèñòåìè òèïó (1) òàêèé ðå-
çóëüòàò ùå íå âñòàíîâëåíèé.
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