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ÏÐÎ ÇÐÎÑÒÀÍÍß ÖIËÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ ÍÓËÜÎÂÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÓ
Äëÿ öiëî�� ôóíêöi�� íóëüîâîãî ïîðÿäêó â òåðìiíàõ êëàñó çáiæíîñòi âñòàíîâëåíèé çâ'ÿçîê

ìiæ çðîñòàííÿì ìàêñèìóìó ìîäóëÿ, ñïàäàííÿì òåéëîðîâèõ êîåôiöicíòiâ i ðîçïîäiëîì íóëiâ.

For an entire function of zero order a connection between the growth of the maximum of
modulus and the decrease of Taylor coe�cients and the zeroes distribution is established in terms
of a convergence class.

1. Íåõàé f � öiëà ôóíêöiÿ ç òåéëîðîâè-
ìè êîåôiöicíòàìè an i íóëÿìè zk, f(0) 6= 0,
à Mf (r) = max{|f(z)| : |z| = r}. Æ.Âà-
ëiðîí [1] ïîêàçàâ, ùî ÿêùî f ìàc ïîðÿäîê
% ∈ (0, +∞) i íàëåæèòü äî êëàñó çáiæíî-

ñòi, òîáòî
∞∫

1

r−(%+1) ln Mf (r)dr < +∞, òî

∞∑
n=1

|an|%/n < +∞ i
∞∑

k=1

|zk|−% < +∞. ßêùî

|an/an+1| ↗ +∞, òî óìîâà
∞∑

n=1

|an|%/n < +∞
c äîñòàòíüîþ äëÿ íàëåæíîñòi f äî êëàñó çái-
æíîñòi [2], à ÿêùî % � íåöiëå ÷èñëî, òî é óìî-

âà
+∞∑

k=1

|zk|−% < +∞ c äîñòàòíüîþ äëÿ íàëå-

æíîñòi f äî êëàñó çáiæíîñòi [3].
Ó âèïàäêó, êîëè % = +∞ àáî % = 0, äëÿ

õàðàêòåðèñòèêè çðîñòàííÿ öiëèõ ôóíêöié
ââîäÿòü iíøi øêàëè çðîñòàííÿ (íàïðèêëàä,
ëîãàðèôìi÷íi ïîðÿäêè, k-ëîãàðèôìi÷íi ïî-
ðÿäêè, óçàãàëüíåíi ïîðÿäêè) i â ��õ òåðìi-
íàõ âñòàíîâëþþòü çâ'ÿçîê ìiæ çðîcòàííÿì
Mf (r), ïîâîäæåííÿì êîåôiöicíòiâ an i ðîç-
ïîäiëîì íóëiâ zk. Òóò äëÿ âèïàäêó % = 0
âñòàíîâëþcòüñÿ òàêèé çâ'ÿçîê â òåðìiíàõ
ïåâíèõ êëàñiâ çáiæíîñòi.

2. Íåõàé

f(z) =
+∞∏

k=1

(
1− z

zk

)
=

+∞∑
n=1

anzn, f(0) 6= 0,

(1)
� öiëà ôóíêöiÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó, à l �

äîäàòíà íåïåðåðâíà íåñïàäíà íà [x0, +∞)

ôóíêöiÿ òàêà, ùî
∞∫

x0

ln x

l(x)
dx < +∞. Áóäåìî

ãîâîðèòè, ùî f íàëåæèòü äî l-êëàñó çáiæíî-
ñòi, ÿêùî

+∞∫

r0

ln Mf (r)

l(r)
dr < +∞. (2)

Î÷åâèäíî, ùî ÷èì øâèäøå ôóíêöiÿ l
çðîñòàc, òèì øèðøèì c l-êëàñ çáiæíîñòi, à
âàëiðîíiâ êëàñ çáiæíîñòi c l-êëàñîì çáiæíî-
ñòi ç l(r) = r%. Çðîçóìiëî, ùî öiëà ôóíêöiÿ
íóëüîâîãî ïîðÿäêó íàëåæèòü äî l-êëàñó çái-
æíîñòi ç l(r) = rε äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà ε >

0. Ùî ñòîñócòüñÿ óìîâè
∞∫

x0

ln x

l(x)
dx < +∞, òî

���� íå óíèêíóòè, îñêiëüêè äëÿ êîæíî�� òðàíñ-
öåíäåíòíî�� öiëî�� ôóíêöi�� (ln Mf (r))/(ln r) →
+∞, r → +∞.

Íàøîþ ìåòîþ c äîâåäåííÿ äâîõ òàêèõ òå-
îðåì.

Òåîðåìà 1. Íåõàé l � äîäàòíà íåïåðåðâ-
íà íåñïàäíà íà [x0, +∞) ôóíêöiÿ òàêà, ùî

l(x)/x ↗ +∞, (x → +∞) i
∞∫

x0

ln x

l(x)
dx < +∞.

Äëÿ òîãî, ùîá öiëà ôóíêöiÿ (1) ñêií÷åííîãî
ïîðÿäêó (i òèì áiëüøå íóëüîâîãî ïîðÿäêó)
íàëåæàëà äî l-êëàñó çáiæíîñòi, íåîáõiäíî,
à ó âèïàäêó, êîëè |an/an+1| ↗ +∞, (n →
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+∞), i äîñèòü, ùîá
∞∑

n=n0

L(|an|−1/n) < +∞,

äå L(x) =

∞∫

x

ln r − ln x

l(r)
dr.

Òåîðåìà 2. Íåõàé ôóíêöiÿ l òàêà, ÿê
â òåîðåìi 1. Äëÿ òîãî, ùîá öiëà ôóí-
êöiÿ (1) íóëüîâîãî ïîðÿäêó íàëåæàëà äî l-
êëàñó çáiæíîñòi, íåîáõiäíî é äîñèòü, ùîá
∞∑

n=n0

L(|zn|) < +∞.

3. Äëÿ äîâåäåííÿ öèõ òåîðåì âèêîðèñòà-
cìî ðåçóëüòàòè ç [4], îòðèìàíi äëÿ ðÿäiâ Äi-
ðiõëå. Íåõàé 0 = λ0 < λn ↑ +∞, ðÿä Äiðiõëå

F (s) =
∞∑

n=0

an exp(sλn), s = σ + it, (3)

c öiëèì i µ(σ, F ) = max{|an| exp(σλn) : n ≥
0} � éîãî ìàêñèìàëüíèé ÷ëåí. Ïðèïóñòèìî,
ùî ôóíêöiÿ β çàäîâîëüíÿc âèùåâêàçàíi óìî-
âè. Òîäi ïðàâèëüíîþ c íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà. Íåõàé β � äîäàòíà íåïåðåðâ-
íà íåñïàäíà íà [σ0, +∞) ôóíêöiÿ òà-

êà, ùî
∞∫

σ0

σdσ

β(σ)
< +∞. Äëÿ òîãî, ùîá

∞∫

σ0

ln µ(σ, F )

β(σ)
dσ < +∞, íåîáõiäíî é äîñèòü,

ùîá
∞∑

n=n0

(λn − λn−1)B

(
1

λn

ln
1

a0
n

)
< +∞,

B(x) =

∞∫

x

σ − x

β(σ)
dσ, (4)

à òàêîæ íåîáõiäíî é äîñèòü, ùîá
∞∑

n=n0

(λn − λn−1)B
(
κ0

n−1(F )
)

< +∞,

äå a0
n � êîåôiöicíòè ìàæîðàíòè Íüþ-

òîíà ðÿäó Äiðiõëå (3), à κ0
n(F ) =

=
ln a0

n − ln a0
n+1

λn+1 − λn

.

Ïåðøà ÷àñòèíà ëåìè c áåçïîñåðåäíiì íà-
ñëiäêîì òåîðåìè 1 ç [4] (ç A = +∞), à äðóãà
c òàêèì æå íàñëiäêîì ðiâíîñòi (23), îäåðæà-
íî�� ïðè äîâåäåííi öic�� òåîðåìè.

4. Ùîá äîâåñòè òåîðåìó 1, çðîáèìî â ðÿ-
äi (1) çàìiíó z = es. Òîäi îòðèìàcìî ðÿä
Äiðiõëå (3) ç λn = n. Îñêiëüêè äëÿ òàêîãî
ðÿäó Äiðiõëå µ(ln r, F ) = µf (r), äå µf (r) =
max{|an|rn : n ≥ 0} � ìàêñèìàëüíèé ÷ëåí
ðÿäó (1), i äëÿ öiëèõ ôóíêöié ñêií÷åííî-
ãî ïîðÿäêó çà òåîðåìîþ Áîðåëÿ ln Mf (r) ∼
ln µf (r), r → +∞, òî (2) âèêîíócòüñÿ ëè-

øå òîäi, êîëè
+∞∫

r0

ln µ(ln r, F )

l(r)
dr < +∞, òîá-

òî, êîëè
∞∫

σ0

ln µ(σ, F )

l(eσ)
eσdσ < +∞. Çà ëåìîþ

îñòàííc ñïiââiäíîøåííÿ âèêîíócòüñÿ òîäi é
òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíócòüñÿ óìîâà (4) ç
λn = n i

B(x) =

∞∫

x

σ − x

l(eσ)
eσdσ =

∞∫

ex

ln r − x

l(r)
dr = L(ex),

òîáòî, êîëè
∞∑

n=n0

L((a0
n)−1/n) < +∞, äå a0

n �

êîåôiöicíòè ìàæîðàíòè Íüþòîíà ðÿäó (1).
Îñêiëüêè |an| ≤ a0

n äëÿ êîæíî�� öiëî�� ôóíêöi��
i |an| = a0

n ó âèïàäêó, êîëè |an/an+1| ↗ +∞,
òî çâiäñè ëåãêî îòðèìócìî òâåðäæåííÿ òåî-
ðåìè 1.

5. Äîâåäåìî, íàðåøòi, òåîðåìó 2. Íåõàé
rk = |zk|, n(t) =

∑
rk≤t

1 � ëi÷èëüíà ôóíêöiÿ

íóëiâ ôóíêöi�� f , à N(r) =

r∫

0

n(t)

t
dt � íå-

âàíëiííiâñüêà ëi÷èëüíà ôóíêöiÿ. Îñêiëüêè
ôóíêöiÿ f ìàc íóëüîâèé ïîðÿäîê, òî N(r) ∼
ln Mf (r), r → +∞ [5]. Òîìó â ñïiââiäíîøåí-
íi (2) ln Mf (r) ìîæíà çàìiíèòè íà N(r).

Íåâàæêî ïîêàçàòè (i öå äîáðå âiäîìî), ùî

N(r) =
n∑

k=1

ln
1

rk

+ n ln r äëÿ rn ≤ r ≤ rn+1.
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Ç iíøîãî áîêó, ðÿä Äiðiõëå

F ∗(s) =
∞∑

n=1

(
n∏

k=1

1

rk

)
esn (5)

çàâäÿêè ìîíîòîííîìó ïðÿìóâàííþ rk äî

+∞ c öiëèì, à ln µ(σ, F ∗) =
n∑

k=1

ln
1

rk

+

nσ ïðè ln rn ≤ σ ≤ ln rn+1. Òîìó
N(r) = ln µ(ln r, F ∗). Îòæå, ó ñïiââiäíî-
øåííi (2) çàìiñòü ln Mf (r) ìîæíà ïîñòàâèòè
ln µ(ln r, F ∗).

Çàñòîñócìî äî ðÿäó Äiðiõëå (5)
äðóãó ÷àñòèíó ëåìè. Îñêiëüêè
κ0

n(F ∗) = ln rn+1 ↗ +∞, òî äëÿ òîãî,

ùîá
∞∫

σ0

ln µ(σ, F ∗)dσ

β(σ)
< +∞, íåîáõiäíî é

äîñèòü, ùîá
∞∑

n=1

B(ln rn) < +∞. Îñêiëüêè

B(x) = L(ex), ÿêùî β(σ) = e−σl(eσ), òî
òåîðåìà 2 äîâåäåíà.

6. Íà çàâåðøåííÿ íàâåäåìî îäíå òâåð-
äæåííÿ äëÿ öiëèõ ôóíêöié ñêií÷åííîãî ëî-
ãàðèôìi÷íîãî ïîðÿäêó. Ëîãàðèôìi÷íèì ïî-
ðÿäêîì öiëî�� ôóíêöi�� (1) íàçèâàcòüñÿ âåëè-
÷èíà p = lim

r→∞
ln ln Mf (r)

ln ln r
, à êëàñ çáiæíî-

ñòi âèçíà÷àcòüñÿ óìîâîþ
∞∫

r0

ln Mf (r)

r lnp+1 r
dr <

+∞. Âèáåðåìî l(r) = r lnp+1 r. Òîäi L(x) =
1

p(p− 1)
ln1−p r i ç òåîðåì 1 òà 2 âèïëèâàc

òàêå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê. Íåõàé öiëa ôóíêöiÿ (1) ìàc
ñêií÷åííèé ëîãàðèôìi÷íèé ïîðÿäîê p > 1.

Òîäi äëÿ òîãî, ùîá
∞∫

r0

ln Mf (r)

r lnp+1 r
dr < +∞,

íåîáõiäíî, à ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâ-
íiñòü (|an−1/an|) íåñïàäíà, é äîñèòü, ùîá
∞∑

n=1

(
1

n
ln

1

|an|
)1−p

< +∞, à òàêîæ íåîáõi-

äíî é äîñèòü, ùîá
∞∑

n=1

(ln |zn|)1−p < +∞.
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