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НЕРIВНIСТЬ ТИПУ ВIМАНА ДЛЯ IНТЕГРАЛIВ ЛАПЛАСА-СТIЛТ’ЄСА

Отримано новий опис виняткової множини в асимптотичнiй оцiнцi зверху типу Вiмана
через максимум пiдiнтегральної функцiї для iнтегралiв Лапласа–Стiлт’єса.

We obtain a new description of the exceptional set in an asymptotic estimate from above of
Wiman’s type in terms of maximum of integrand function of the Laplace–Stieltjes integrals.

За теоремою Вiмана-Валiрона [1,2] для
кожної цiлої функцiї

f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n

i для кожного ε > 0 iснує множина E ⊆
[1; +∞) скiнченної логарифмiчної мiри (тоб-
то

∫
E

1
r
dr < +∞), така, що для всiх r ∈

[1; +∞) \ E виконується нерiвнiсть Вiмана

Mf (r) ≤ µf (r)
(
ln µf (r)

) 1
2
+ε

, (1)

де

Mf (r)= max
{|f(z)| : |z|=r

}
,

µf (r) = max
{|an|rn : n≥0

}
.

Рiзноманiтнi аналоги цiєї теореми для цi-
лих рядiв Дiрiхле отримано в [3]. В [4] отри-
мано непокращуванi достатнi умови для
справедливостi аналогiв класичної нерiвно-
стi Вiмана. Певний аналог нерiвностi Вiмана
для цiлих кратних рядiв Дiрiхле отримано
в [5]. У статтях [6,7] доведено деякi твердже-
ння про нерiвностi типу Вiмана для iнтегра-
лiв типу Лапласа–Стiлт’єса вигляду

F (σ) =

∫

Rp
+

f(x)e〈σ,x〉ν(dx), (2)

де ν — злiченно-адитивна невiд’ємна на Rp
+

мiра з необмеженим носiєм, f — довiльна
невiд’ємна ν-вимiрна функцiя на Rp

+. Через
Ip(ν) позначимо клас функцiй F : Rp → R,
зображуваних для всiх σ ∈ Rp iнтегралом
вигляду (2).

Через ν(E) позначимо ν-мiру ν-вимiрної
множини E ⊆ Rp. Для 0 ≤ a ≤ b < +∞
покладемо

ν0(a, b] = ν{x ∈ Rp : a < ‖x‖ ≤ b},
де ‖ · ‖ – евклiдова норма на Rp.

Для F ∈ Ip(ν) i σ ∈ Rp позначимо

µ∗(σ, F ) = sup{f(x)e<σ,x> : x ∈ supp ν},
де supp ν – носiй мiри ν.

Нехай L — клас додатних неперервних на
[0, +∞) функцiй ψ(t), таких, що ψ(t) → +∞
(t → +∞); L+ — пiдклас L, в який входять
строго зростаючi до +∞ при t → +∞ фун-
кцiї, L+

1 — пiдклас L+, який складається з
функцiй ψ ∈ L+, таких, що

+∞∫

0

dt

ψ(t)
< +∞.

Для функцiї ψ ∈ L+ через ψ−1 позначимо
обернену до неї функцiю. Через L+

0 позначи-
мо пiдклас L+, в який входять такi функцiї
h ∈ L+, що h(t) ≥ ln t (t ≥ t0), i оберненi
функцiї до них задовольняють умови

h−1(tε(t)) = o(h−1(t)) (t → +∞),

(∀C > 0) : h−1(t + C) = O(h−1(t)) (t → +∞)

для кожної функцiї ε(t) → +0 (t → +∞).
У випадку, коли мiра ν є прямим добу-

тком злiченно-адитивних мiр νj на R+, тоб-
то

ν = ν1 × . . .× νp,
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в [6] отримано аналог нерiвностi Вiмана (1)
для iнтегралiв типу Лапласа-Стiлт’єса за мi-
рою ν.

Для довiльної мiри ν i класу Ip(ν) при
p ≥ 2 в [7] доведено таку теорему.
Теорема А. Нехай F ∈ Ip(ν). Якщо для
мiри ν виконується умова

lim
t→+∞

1

ln t
ln ν({x ∈ Rp : t−

√
ψ(t) ≤ ‖x‖ ≤

≤ t +
√

ψ(t)}) ≤ β < +∞,

де ψ ∈ L+
1 , то для кожного ε > 0 знайдеться

така множина E ⊆ Rp, що для всiх σ ∈ Rp\E
F (σ) ≤ Cµ∗(σ, F )(ln µ∗(σ, F ))β+ε

i

measp(E ∩ SR) = O(Rp−1) (R → +∞),

де measp — лебегова мiра на Rp, SR — образ
цилiндра {x = (x1, . . . , xp) ∈ Rp : x2

2 + . . . +
x2

p ≤ R2} при такому поворотi системи коор-
динат навколо початку координат, що дода-
тна пiввiсь Ox1 переходить у промiнь {x ∈
Rp : x1 = . . . = xp ≥ 0}.

Об’єктом розгляду в цiй статтi є клас
Ip(ν) iнтегралiв типу Лапласа-Стiлт’єса з
довiльною злiченно-адитивною мiрою ν на
Rp з необмеженим носiєм, а основним ре-
зультатом є отримання непокращуваних
умов достатнiх для справедливостi анало-
гiв класичної нерiвностi Вiмана для класу
Ip(ν).

Наступна теорема мiстить новий опис ве-
личини виняткових множин у нерiвностях
типу Вiмана для функцiй F : Rp → R+ з кла-
су Ip(ν).
Теорема 1. Нехай F ∈ Ip(ν) i h ∈ L+

0 .
Якщо виконується умова

+∞∫

0

dh(ν0(0, t])

t
< +∞, (3)

то iснує така множина E, що

νp(E ∩K) < +∞,

i спiввiдношення

F (σ) ≤ o(µ∗(σ, F )h−1(ln µ∗(σ, F ))) (4)

виконується при |σ| → +∞, σ ∈ K\E
для кожного конуса K ⊆ Rp

+ з верши-
ною в початку координат O, такого, що
K\{O} ⊆ Rp

+.
Нам буде потрiбна така лема.
Лема 1. Якщо v(t) — невiд’ємна дода-

тна при t > t0 ≥ 0 зростаюча на [0, +∞)
функцiя, така, що

+∞∫

0

v(t)

t2
dt < +∞, (5)

то iснує така додатна неперервна на
[0, +∞), зростаюча до +∞ при t → +∞
функцiя ψ(t), що

+∞∫

0

dt

ψ(t)
< +∞

i

v(t) = o(ψ−1(t)) (t → +∞).

Доведення. Зауважимо спочатку, що,
не зменшуючи загальностi мiркувань, може-
мо вважати, що функцiя v(t) строго зростає
на [0, +∞). Для цього досить вибрати за-
мiсть функцiї v(t) функцiю v1(t) = v(t) +
ln(1 + t2). Зрозумiло, що

+∞∫

0

v1(t)

t2
dt < +∞,

i v1(t) ≥ v(t) (t ≥ 0), та якщо

v1(t) = o(ψ−1(t)) (t → +∞),

то й
v(t) = o(ψ−1(t)) (t → +∞).

Припускаючи, що функцiя v(t) — строго
зростаюча, виберемо функцiю

V (t) =

et∫

0

v(x)

x
dx (t ≥ 0).

Зауважимо, що V (0) = 0 i

V (t) ≥
et∫

t

v(x)

x
dx ≥ v(t) (t ≥ 0), (6)
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а також, що з умови (5) i монотонностi v
випливає, що

v(t)

t
→ 0 (t → +∞),

i тому

V (t)

t
→ 0 (t → +∞).

Звiдси
+∞∫

0

v(et)

t2
dt =

+∞∫

0

1

t
dV (t) =

V (t)

t

∣∣∣∣∣

+∞

0

+

+

+∞∫

0

V (t)

t2
dt =

+∞∫

0

V (t)

t2
dt.

Тобто з умови (5) випливає, що

+∞∫

0

V (t)

t2
dt < +∞.

З огляду на (6) залишається вибрати непе-
рервну додатну зростаючу до +∞ функцiю
ψ, для якої виконуються умови

+∞∫

0

dt

ψ(t)
< +∞,

V (t) = o(ψ−1(t)) (t → +∞).

Нехай

l(t) =

+∞∫

t

V (x)

x2
dx,

C(t) = (l(t))−
1
2 (t ≥ 0).

Виберемо тепер таку додатну неперервну
зростаючу на [0, +∞) функцiю ψ, що обер-
нена до неї

ψ−1(t) =

{
C(t)V (t), t ≥ 2,
C(2)V (2)(t− 1), t ∈ [1; 2].

Зрозумiло, що функцiя ψ−1 — неперервна i
строго зростаюча на [1, +∞), тому такою ж
є на [0, +∞) функцiя ψ, при цьому ψ(0) = 1,
бо ψ−1(1) = 0.

Зауважимо тепер, що
+∞∫

1

ψ−1(t)

t2
dt =

2∫

1

C(2)V (2)(t− 1)

t2
dt+

+

+∞∫

2

C(t)V (t)

t2
dt = C(2)V (2)

(
ln 2− 1

2

)
−

−
+∞∫

2

dl(t)√
l(t)

= C(2)V (2)
(

ln 2− 1

2

)
+

+2
√

l(2) < +∞,

а, оскiльки,
+∞∫

A

ψ−1(t)

t2
dt ≥ ψ−1(A)

A
,

то ψ−1(t) = o(t) (t → +∞). Тому, iнтегруючи
частинами, отримаємо

+∞∫

1

ψ−1(t)

t2
dt =

ψ−1(t)

t

∣∣∣∣∣

+∞

1

+

+

+∞∫

1

dψ−1(t)

t
=

+∞∫

0

dx

ψ(x)
,

тобто функцiя ψ задовольняє всi потрiбнi
умови, позаяк, за вибором, при t → +∞

v(t) ≤ V (t) ≤ 1

C(t)
ψ−1(t) = o(ψ−1(t)).

Лему доведено.
Доведення теореми 1. Нехай F ∈

Ip(ν). Не зменшуючи загальностi, припуска-
ємо, що F (0) = 1. Справдi, зважаючи на те,
що F (0) 6= 0, у випадку F (0) 6= 1 досить
розглянути функцiю

F1(σ) = F (σ)/F (0), F1(0) = 1.

Оскiльки

µ∗(σ, F ) = F (0)µ∗(σ, F1)

i h ∈ L+
0 , то в конусi зростання спiввiдноше-

ння (4) виконується тодi i тiльки тодi, коли

F1(σ) ≤ o(µ∗(σ, F1)h
−1(ln µ∗(σ, F1))).
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Для кожного фiксованого σ0 ∈ Rp
+, |σ0| =

1, визначимо функцiю

g(t) = gσ0(t) = ln F (tσ0), t ∈ R+.

За лемою 1, застосованою до функцiї

v(t) =

{
h(ν0(0, t])− h(ν0(0, t0]), t ≥ t0;
h(ν0(0, t0]), t ∈ [0, t0],

де t0 таке, що h(ν0(0, t0]) > 0, отримуємо, що

∃ψ ∈ L+
1 : h(ν0(0, t]) = o(ψ−1(t)) (t → +∞).

Зауважимо тепер, що з умови (3) i того,
що h(t) ≥ ln t (t → +∞) випливає, що вико-
нується умова

+∞∫

0

d ln ν0(0, t]

t
< +∞, (7)

Тому, ввiвши як i в доведеннi теореми 1 ([8]),
для фiксованого σ0 ∈ K множину

E(σ0) =
{

σ = tσ0 : t > 0,
2

y∗
g′σ0

(t) >

> ψ
(gσ0(t)

2

)}

i

E =
⋃

σ0∈S1

E(σ0),

де S1 = {σ ∈ Rp
+ : |σ| = 1}, за теоремою 1

з [8] отримаємо, що

τp(E ∩K) < +∞
i

ln F (σ) ≤ (1 + o(1)) ln µ∗(σ, F )

при |σ| → +∞ (σ ∈ K\E). Зокрема, при
|σ| → +∞ (σ ∈ K\E)

1

2
ln F (σ) ≤ ln µ∗(σ, F ) (|σ| ≥ c0). (8)

З доведення цiєї ж теореми 1 з [8], для
кожного фiксованого σ0 ∈ Rp

+ (|σ0| = 1) i
для всiх t > 0 маємо

F (tσ0) ≤ 2µ∗(tσ0, F )ν0

(
0,

2g′(t)
y∗

]
,

крiм того, при t → +∞
inf{g′σ0

(t) : σ0 ∈ S1 ∩K} → +∞. (9)

Тодi при |σ| → +∞, σ = tσ0, σ ∈ K, завдя-
ки (9) i умовi h ∈ L+

0 отримуємо

F (σ) ≤ 2µ∗(σ, F )ν0

(
0,

2g′(t)
y∗

]
≤

≤ 2µ∗(σ, F )h−1
(
o
(
ψ−1

(2g′(t)
y∗

)))
=

= µ∗(σ, F )o
(
h−1

(
ψ−1

(2g′(t)
y∗

)))
.

Звiдки при |σ| → +∞ (σ ∈ K\E) одержуємо

F (σ) ≤ µ∗(σ, F )·
·o

(
h−1

(
ψ−1

(
ψ

( ln F (σ)

2

))))
≤

≤ µ∗(σ, F )o
(
h−1

( ln F (σ)

2

))
,

а отже, за нерiвнiстю (8), при |σ| → +∞ (σ ∈
K\E) остаточно отримуємо

F (σ) ≤ µ∗(σ, F )o
(
h−1

( ln F (σ)

2

))
≤

≤ o(µ∗(x, F )h−1(ln µ∗(σ, F ))).

Теорему 1 доведено.
Умову (3) теореми 1 в класi Ip(ν) посла-

бити, взагалi кажучи, не можна. Сформулю-
ємо спочатку наслiдок у випадку h(t) = tq,
q ∈ (0, +∞).

Наслiдок 1. Нехай F ∈ Ip(ν). Якщо ви-
конується умова

(∃ q > 0) :

+∞∫

t0

(ν0(0, t])
q

t2
dt < +∞, (10)

то спiввiдношення

F (σ) ≤ o
(
µ∗(σ, F ) ln1/q µ∗(σ, F )

)
(11)

виконується при |σ| → +∞, σ ∈ K\E
для кожного конуса K в Rp

+ з верши-
ною в початку координат O, такого, що
K\{O} ⊆ Rp

+, причому для множини E ви-
конується

τp(E ∩K) < +∞.
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Справдi, вище вже зазначалось, що для
додатної неспадної на [0, +∞) функцiї ψ
∫ +∞ dψ(t)

t
< +∞⇐⇒

∫ +∞ ψ(t)

t2
dt < +∞.

Наступна теорема, вказує на те, що оцiн-
ку (11) (в загальному) i саме твердження на-
слiдку 2 в класi Ip(ν) iстотно покращити не
можна.
Теорема 2. Для кожного q > 0 iснують

мiра ν, для якої виконується умова (10) i
для кожного η > 0

+∞∫

t0

(ν0(0, t])
q+η

t2
dt = +∞,

та функцiя F ∈ Ip(ν), такi, що для кожно-
го ε > 0 i для кожного конуса K ⊆ Rp

+ з
вершиною в початку координат O, такого,
що K\{O} ⊆ Rp

+, виконується

F (σ)

µ∗(σ, F )(ln µ∗(σ, F ))1/q−ε
→ +∞

при |σ| → +∞ (σ ∈ K).
Доведення. Нехай λ0 = 0, n0 = 0,

λk = ek, nk =

(
ek

k ln2(k + 1)

)1/q

(k ≥ 1).

Розглянемо цiлий ряд Дiрiхле

f(z) =
+∞∑

k=1

exp{−λk ln λk + zλk}.

Оскiльки при 1 ≤ k ↑ +∞

κk
def
=

λk ln λk − λk−1 ln λk−1

λk − λk−1

↑ +∞,

то, як добре вiдомо [3, c.19], у цьому випадку
при x ∈ [κk,κk+1]

µ(x, f) = exp{−λk ln λk + xλk}.
Зауважимо тепер, що для x ∈ [κk,κk+1]

ek

e− 1
≤ ln µ(x, f) ≤

(
1 +

1

e− 1

)
ek,

а також

x− 1− 1

e− 1
≤ k ≤ x− 1

e− 1
.

Виберемо мiру ν, зосереджену в точках ве-
кторної послiдовностi λ̂k = (λk, . . . , λk) ∈ Rp

+

(k ≥ 1) i таку, що

ν({λ̂k}) = nk.

для кожного фiксованого k ≥ 1
Безпосереднiми обчисленнями перевiряє-

ться виконання умови (10). Справдi,

+∞∫

λ1

d(ν0(0, t])
q

t
=

+∞∑

k=1

∆k

λk

,

де

∆k = (ν0(0, λk])
q − (ν0(0, λk − 0])q.

Зауважуючи, що ∆k ³ (nk)
q, звiдси отриму-

ємо, що умова (10) виконується.
Нехай функцiя f : Rp

+ → R+ така, що

f(λ̂k) = exp{−λk ln λk}.
Розглянемо функцiю

F (σ) =

∫

Rp
+

f(x) exp〈x, σ〉dν(x).

Оскiльки

F (σ) =
+∞∑

k=1

nk · f(λ̂k)e
‖σ‖λk

i для кожного фiксованого σ ∈ Rp
+

nk · f(λ̂k)e
‖σ‖λk =

= exp{−(1 + o(1))λk ln λk} (k → +∞),

то зрозумiло, що F ∈ Ip(ν). Далi, для всiх
σ ∈ Rp

+

µ∗(σ, F ) =

= sup{f(x) exp〈x, σ〉 : x ∈ supp ν} =

= sup{f(λ̂k) exp〈λ̂k, σ〉 : k ≥ 1} =

= µ(‖σ‖, f).

Тому, для всiх k ≥ 1 i всiх σ ∈ Rp
+, таких,

що ‖σ‖ ∈ [κk,κk+1], отримуємо

F (σ) ≥ nk · µ(‖σ‖, f) ≥ dp,qµ∗(σ, F )×
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×
(

ln µ∗(σ, F )

ln ln µ∗(σ, F ) ln2 ln ln µ∗(σ, F )

)1/q

, (12)

де dp,q > 0 — деяка стала, залежна лише вiд
p i q. Оскiльки, як встановлено вище,

ln µ∗(σ, F ) → +∞
при |σ| → +∞ (σ ∈ K), то з нерiвностi (12)
отримуємо потрiбне спiввiдношення.

Теорему 2 доведено.
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