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Çíàéäåíi óìîâè ñòiéêîñòi â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì ñèíãóëÿðíî âè-
ðîäæåíèõ ëiíiéíèõ piâíÿíü ç óðàõóâàííÿì âèïàäêîâèõ çáóðåíü êîåôiöicíòiâ çà äîïîìîãîþ
äðóãîãî ìåòîäó Ëÿïóíîâà.

Conditions of stability in the mean square of the solutions of the systems of singular degenerati-
ve linear equations with random perturbations of coe�cients with the help of the second Lyapunov
method are obtained.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i
Íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði (Ω, F,P) ç

ïîòîêîì σ-àëãåáð {Ft, t ≥ 0} ⊂ F
ðîçãëÿäàcòüñÿ ñèñòåìà ñòîõàñòè÷íèõ äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Iòî-Ñêîðîõîäà [1,2]

dx(t) = [A11x(t) + A12y(t)]dt+

+[B11x(t) + B12y(t)]dw(t)+

+

∫

U

[C11(u)x(t) + C12(u)y(t)]ν̃(du, dt),

µdy(t) = [A21x(t) + A22y(t)]dt+

+[B21x(t) + B22y(t)]dw(t)+

+

∫

U

[C21(u)x(t) + C22(u)y(t)]ν̃(du, dt), t > 0,

(1)
ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

x(0) = x0, y(0) = y0, (2)

äå {x(t) ≡ x(t, ω), t ≥ 0, ω ∈ Ω} ⊂
Rn; {y(t) ≡ y(t, ω), t ≥ 0, ω ∈ Ω} ⊂ Rm; µ >
0 � ìàëèé ñêàëÿðíèé ïàðàìåòð; Aij, Bij �
ñòàëi äiéñíi ìàòðèöi âiäïîâiäíîãî ðîçìiðó;
{Cij(u)} � ìàòðè÷íi ôóíêöi�� òàêi, ùî

∫

U

‖Cij(u)‖Π(du) < ∞, i, j = 1, 2; (3)

{w(t) ≡ w(t, ω)} � ñêàëÿðíèé ñòàíäàðòíèé
âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ, ν̃(du, dt) = ν(du, dt) −

Π(du)dt � öåíòðîâàíà ïóàññîíiâñüêà ìiðà
[1].

Íàäàëi ïðèïóñêàòèìåìî, ùî ìàòðèöÿ A22

i â'ÿçêà {A− Eµ, µ > 0} ãóðâiöåâi,

Reλi(A22) < 0, i = 1,m,

Re λk(A− Eµ) < 0, k = 1, n + m, (4)

äå λi(A) � i-òå âëàñíå çíà÷åííÿ ìàòðèöi A,

A ≡
[

A11 A12

A21 A22

]
, Eµ ≡

[
En×n On×m

Om×n µEm×m

]
.

Ïåðøà óìîâà ç (4) ãàðàíòóc êîðåêòíó ïî-
ñòàíîâêó ïî÷àòêîâî�� çàäà÷i [3]

dx(t) = (A11x(t) + A12y(t))dt,

µdy(t) = (A21x(t) + A22y(t))dt (5)

çà óìîâ (2).
Äðóãà óìîâà ç (4) ïîêàçóc, ùî òðèâi-

àëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (5) àñèìïòîòè÷íî
ñòiéêèé çà Ëÿïóíîâèì ïðè µ > 0 [4].

Ìè áóäåìî çíàõîäèòè àëãåáðà��÷íi óìîâè,
çà ÿêèõ òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1), (2)
ìàc âëàñòèâiñòü àñèìïòîòè÷íî�� ñòiéêîñòi â
ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó. Äëÿ ðîçâ'ÿçàí-
íÿ öic�� çàäà÷i âèêîðèñòîâócìî ìåòîä ñòîõà-
ñòè÷íèõ ôóíêöié Ëÿïóíîâà (ÑÔË).

2. Òåîðåìè ïðî àñèìïòîòè÷íó ñòié-
êiñòü ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó

Óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ

z ≡
[

x
y

]
, z0 ≡

[
x0

y0

]
, B ≡

[
B11 B12

µB21 µB22

]
,
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C(u) ≡
[

C11(u) C12(u)
µC21(u) µC22(u)

]
. (6)

Òåîðåìà 1. Òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
z(t) ≡ 0 çàäà÷i (1),(2) àñèìïòîòè÷íî
ñòiéêèé çà Ëÿïóíîâèì ó ñåðåäíüîìó êâà-
äðàòè÷íîìó òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ìàòðè÷íà â'ÿçêà {A − Eµ, µ > 0} ãóðâiöåâà
òà iñíóc äîäàòíî âèçíà÷åíèé ðîçâ'ÿçîê
H ìàòðè÷íîãî óçàãàëüíåíîãî ðiâíÿííÿ
Ñiëüâåñòðà

AT HEµ + ET
µ HA+

+BT HB +

∫

U

CT (u)HC(u)Π(du) = −G, (7)

äå G � äîâiëüíà ñèìåòðè÷íà äîäàòíî âè-
çíà÷åíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n+m.

Äîâåäåííÿ. Âèáèðàcìî ÑÔË ó âèãëÿäi
[4, 5]

v(z) = zT ET
µ HEµz. (8)

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ãóðâiöåâî�� ìàòðè÷íî��
â'ÿçêè {A − Eµ, µ > 0} çàâæäè iñíóc [4]
cäèíèé äîäàòíî âèçíà÷åíèé ðîçâ'ÿçîê H ðiâ-
íÿííÿ (7).

Îá÷èñëèìî ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë
âiä ÑÔË (8) çà óçàãàëüíåíîþ ôîðìóëîþ Iòî-
Ñêîðîõîäà [2]:

dv(z) = zT (t)[AT HEµ + ET
µ HA+

+BT HB +

∫

U

CT (u)HC(u)Π(du)]z(t)dt+

+zT (t)[BT H + HB]z(t)dw(t)+

+

∫

U

[C(u)z(t)]T Hz(t)ν̃(du, dt)+

+

∫

U

[C(u)z(t)]T HC(u)z(t)ν̃(du, dt)+

+

∫

U

zT (t)HC(u)z(t)ν̃(du, dt). (9)

Òîäi äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ïîâ-
íî�� ïîõiäíî�� M{dV

dt
} çà ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i

(1), (2) ìàòèìåìî ðiâíiñòü

M{dV

dt
} = M [zT (t)(AT HEµ + ET

µ HA+

+BT HB +

∫

U

CT (u)HC(u)Π(du))z(t)]. (10)

Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âiä'cìíå, ÿêùî
ìàòðèöÿ AT HEµ + ET

µ HA + BT HB +∫

U

CT (u)HC(u)Π(du) âiä'cìíî âèçíà÷åíà.

Òîìó, çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.1 [4, ñ.39] ïðî ñòié-
êiñòü ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó ðîçâ'ÿç-
êiâ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,
ïðàâèëüíå òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1.

Ñôîðìóëþcìî òåîðåìè, ÿêi ìiñòÿòü
äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî�� ñòiéêîñòi
ðîçâ'ÿçêiâ ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó.

Îñêiëüêè ìàòðè÷íà â'ÿçêà {A−Eµ, µ > 0}
ãóðâiöåâà, òî iñíóc cäèíà ñèìåòðè÷íà äîäà-
òíî âèçíà÷åíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ H0 ïîðÿä-
êó n + m ([4, ñ.47], ëåìà 1.1), ÿêà c ðîçâ'ÿç-
êîì ìàòðè÷íîãî äâî÷ëåííîãî ðiâíÿííÿ Ñiëü-
âåñòðà

AT H0Eµ + ET
µ H0A = −G, (11)

äå G � äîâiëüíà äîäàòíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ
ïîðÿäêó (n + m).

Òåîðåìà 2. Äëÿ ãóðâiöåâî�� ìàòðèöi A22

òà â'ÿçêè ìàòðèöü {A− Eµ, µ > 0} ðîçâ'ÿ-
çîê z(t) ≡ 0 çàäà÷i (1), (2) àñèìïòîòè÷íî
ñòiéêèé ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó òîäi,
êîëè âèêîíócòüñÿ íåðiâíiñòü

zT (AT H0Eµ + ET
µ H0A + BT H0B+

+

∫

U

CT (u)H0C(u)Π(du))z < 0, (12)

äå H0 - ðîçâ'ÿçîê ìàòðè÷íîãî äâî÷ëåííîãî
ðiâíÿííÿ Ñiëüâåñòðà (11).

Äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ çà ñõåìîþ äîâå-
äåííÿ òåîðåìè 1, ÿêùî âèáðàòè ÑÔË ó âè-
ãëÿäi

v(z) = zT ET
µ H0Eµz. (13)

Çàóâàæèìî, ùî ìàòðèöi B òà {C(u)} ìî-
æóòü áóòè âèðîäæåíèìè.

Òåîðåìà 3. Íåõàé A22 i â'ÿçêà {A −
Eµ, µ > 0} c ãóðâiöåâèìè ìàòðèöÿìè, ìà-
òðèöÿ B i ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ {C(u)} òàêi,
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ùî ìàòðèöi BT B i
∫

U

CT (u)C(u)Π(du) c äî-

äàòíî âèçíà÷åíèìè.
Òîäi äîñòàòíüîþ óìîâîþ àñèìïòîòè-

÷íî�� ñòiéêîñòi â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íî-
ìó ðîçâ'ÿçêó z(t) ≡ 0 çàäà÷i (1), (2) c
âiä'cìíà âèçíà÷åíiñòü ìàòðèöi H00−Eµ, äå
ìàòðèöÿ H00 � ðîçâ'ÿçîê òàêîãî ðiâíÿííÿ
Ñiëüâåñòðà

AT H00Eµ + ET
µ H00A =

= −BT B −
∫

U

CT (u)C(u)Π(du). (14)

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3 íåîáõiäíî âèêî-
ðèñòàòè ÑÔË ó âèãëÿäi êâàäðàòè÷íî�� ôîðìè
v(z) = zT ET

µ HEµz.
Òåîðåìà 4. Äëÿ ãóðâiöåâèõ ìàòðèöi A22

i ìàòðè÷íî�� â'ÿçêè {A−Eµ, µ > 0}, íåâèðî-
äæåíèõ ìàòðèöü çáóðåíü B i C(u) äîñòà-
òíüîþ óìîâîþ àñèìïòîòè÷íî�� ñòiéêîñòi
â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó òðèâiàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó z(t) ≡ 0 çàäà÷i (1),(2) c âèêîíà-
ííÿ íåðiâíîñòi trH00 < 1, äå trH00 � ñëiä
ìàòðèöi H00.

Äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äîâå-
äåííþ òåîðåìè 3.

Íåõàé ñèñòåìà (1) çáóðþcòüñÿ r
ñòàíäàðòíèìè âiíåðiâñüêèìè ïðîöåñàìè
{w1(t), ..., wr(t)} i r íåçàëåæíèìè çà ñóêóïíi-
ñòþ öåíòðîâàíèìè ïóàññîíiâñüêèìè ìiðàìè
{ν̃1(du, dt), ..., ν̃r(du, dt)}. Òîäi ðîçãëÿíåìî
ñèñòåìó ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü Iòî-Ñêîðîõîäà

Eµdz(t) = Az(t)dt +
r∑

k=1

Bkz(t)dwk(t)+

+
r∑

k=1

∫

U

Ck(u)z(t)ν̃k(du, dt), (15)

äå Bk ≡ (B
(k)
ij )2

i,j=1, Ck(u) ≡ (C
(k)
ij (u))2

i,j=1.
Äëÿ ñòiéêîñòi â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó
òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó (15) ëåãêî îäåðæà-
òè àëãåáðà��÷íi êðèòåði��, ÿê i â òåîðåìàõ 1�4
äëÿ çàäà÷i (1), (2), ïðèïóñòèâøè, ùî:

� óìîâà iñíóâàííÿ äîäàòíî âèçíà÷åíîãî
ðîçâ'ÿçêó ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ (7) ó òåîðåìi
1 çàìiíåíà óìîâîþ iñíóâàííÿ äîäàòíî âèçíà-
÷åíîãî ðîçâ'ÿçêó H òàêîãî ìàòðè÷íîãî ðiâ-
íÿííÿ Ñiëüâåñòðà:

AT HEµ + ET
µ HA +

r∑

k=1

BT
k HBk+

+
r∑

k=1

∫

U

CT
k (u)HCk(u)Π(du) = −G; (16)

� óìîâà (12) ç òåîðåìè 2 çàìiíåíà óìîâîþ
AT H0Eµ + ET

µ H0A +
r∑

k=1

BT
k HBk+

+
r∑

k=1

∫

U

CT
k (u)HCk(u)Π(du) = −G; (17)

� ïðèïóùåííÿ ïðî ìàòðèöi B i C(u) â
òåîðåìàõ 3 òà 4 çàìiíåíi ïðèïóùåííÿì ïðî
äîäàòíó âèçíà÷åíiñòü õî÷à á îäíic�� ç ìà-
òðèöü BT

k Bk,
∫
U

CT
k (u)Ck(u)Π(du), k = 1, r.

Ïðè öüîìó óçàãàëüíåíå ðiâíÿííÿ Ñiëüâåñò-
ðà (14) ñëiä çàìiíèòè òàêèì ðiâíÿííÿì Ñiëü-
âåñòðà AT H00Eµ + ET

µ H00A = −
r∑

k=1

BT
k Bk −

r∑
k=1

∫
U

CT
k (u)k(u)Π(du). Àíàëîãi÷íî ðîçâ'ÿçó-

þòüñÿ çàäà÷i ïðî îáìåæåíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ñè-
ñòåìè (1) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (2) íà ìíî-
ãîâèäàõ [4].
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