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×åðíiâåöüêèé äåðæàâíèé óíiâåðñèòåò iì.Þ.Ôåäüêîâè÷à, ×åðíiâöi

ÏÐÎ ÊÐÈÂI ÇI ÇÍÀ×ÅÍÍßÌÈ Â F -ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ
Íàâåäåíî êîðîòêèé îãëÿä ðåçóëüòàòiâ ïðî êðèâi çi çíà÷åííÿìè â F -ïðîñòîðàõ. Êðiì òîãî,

îòðèìàíî íîâi ðåçóëüòàòè ïðî êðèâi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ.

The short survey on F -space valued curves is presented. Besides, new results on vector valued
Lipschitz curves are obtained.

Ïðè ðîçãëÿäi çâè÷àéíèõ çàäà÷ ïðî äèôå-
ðåíöiéîâíiñòü òà iíòåãðîâíiñòü ó âèïàäêó âå-
êòîðíèõ ôóíêöié f : [a, b] → X, ÿêi ìè íàçè-
âàòèìåìî êðèâèìè, âèíèêàc áàãàòî ïèòàíü.
Îäíàê, öèì ïèòàííÿì ïðèñâÿ÷åíà äóæå ìà-
ëà êiëüêiñòü ñòàòåé.

Íåõàé X c F -ïðîñòîðîì (îçíà÷åííÿ äèâ.
â [10]). Ïåðøèé ïðèêëàä íåcòàëî�� êðèâî�� ç
íóëüîâîþ ïîõiäíîþ íàâiâ Ñ.Ðîëåâè÷ [9]:

f(t) = χ
[a,t)

äëÿ X = Lp ïðè 0 ≤ p < 1.
Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ âiäíîñíî ïðîñòå.
Òåîðåìà 1 [10, ñ.198]. ßêùî X? òîòàëü-

íèé íà X, òî êîæíà äèôåðåíöiéîâíà êðèâà
f : [a, b] → X ç f ′(t) ≡ 0 ñòàëà.

Òåîðåìà 2 [2]. ßêùî X? = {0}, òî iñíóc
X-çíà÷íà íåñòàëà êðèâà ç íóëüîâîþ ïîõi-
äíîþ.

Òåîðåìà 3 [7]. Íåõàé êâàçiáàíàõiâ ïðî-
ñòið X ìàc òàêó âëàñòèâiñòü: äëÿ áóäü-
ÿêîãî x0 ∈ X\{0} iñíóc êîíñòàíòà M òàêà,
ùî äëÿ äîâiëüíîãî y0 ∈ X iñíóc ëiíiéíèé íå-
ïåðåðâíèé îïåðàòîð T : X → X, äëÿ ÿêîãî
Tx0 = y0 òà ‖T‖ ≤ M‖y0‖ (çîêðåìà, Lp ïðè
0 < p < 1 ìàc öþ âëàñòèâiñòü). ßêùî iñíóc
íåñòàëà ôóíêöiÿ f : [a, b] → X ç íóëüîâîþ
ïîõiäíîþ, òî:

(i) ìíîæèíà âñiõ äèôåðåíöiéîâíèõ êðè-
âèõ ç íóëüîâîþ ïîõiäíîþ ùiëüíà â ïðîñòîði
C([a, b], X) âñiõ íåïåðåðâíèõ êðèâèõ;

(ii) iñíóc äèôåðåíöiéîâíà êðèâà x :
[a, b] → X ç ïîõiäíîþ, ÿêà ìàc òî÷êó ðîç-
ðèâó ïåðøîãî êëàñó;

(iii) äëÿ äîâiëüíî�� ïàðè íåïåðåðâíèõ êðè-
âèõ x, y : [a, b] → X iñíóc ïîñëiäîâíiñòü

xn : [a, b] → X äèôåðåíöiéîâíèõ êðèâèõ
òàêà, ùî xn ïðÿìóc ðiâíîìiðíî äî x i x′n
ïðÿìóc ðiâíîìiðíî äî y íà [a, b].

Ïðîáëåìà 1. ×è ìàc ïåðøó êàòåãîðiþ
ìíîæèíà âñiõ äèôåðåíöiéîâíèõ êðèâèõ f :
[a, b] → Lp, 0 < p < 1, ç íóëüîâîþ ïîõiäíîþ
â ïðîñòîði C([a, b], X) óñiõ íåïåðåðâíèõ êðè-
âèõ?

Òåîðåìà 4 [4]. F -ïðîñòið X ëîêàëüíî
îïóêëèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîæíà íå-
ïåðåðâíà êðèâà f : [a, b] → X iíòåãðîâíà çà
Ðiìàíîì.

Ïðèïóñòèìî, ùî y : [a, b] → X iíòåãðîâíà
(çà Ðiìàíîì) i íåõàé t0 ∈ [a, b]. Ïîêëàäåìî

x(t) =

t∫

t0

y(s) ds. (∗)

Òåîðåìà 5 [7]. Iñíóc íåïåðåðâíà iíòå-
ãðîâíà êðèâà y : [a, b] → Lp (0 < p < 1),
äëÿ ÿêî�� ôóíêöiÿ x, ùî âèçíà÷åíà çà äîïî-
ìîãîþ (∗), íå äèôåðåíöiéîâíà â äàíié òî÷öi
t0 ∈ [a, b].

Ïðîáëåìà 2. ×è iñíóþòü F -ïðîñòið X
òà êðèâà y : [a, b] → X, äëÿ ÿêèõ êðèâà x,
ùî âèçíà÷åíà çà äîïîìîãîþ (∗), íiäå íå äè-
ôåðåíöiéîâíà? Àáî íå äèôåðåíöiéîâíà â êî-
æíié òî÷öi äåÿêî�� ìíîæèíè, ÿêà:

(i) íåçëi÷åííà?
(ii) ìàc äðóãó êàòåãîðiþ?
Ïðîáëåìà 3. Íåõàé X c F -ïðîñòîðîì.

×è êîæíà íåïåðåðâíà êðèâà y : [a, b] → X
ìàc ïåðâiñíó?

Ó âèïàäêó êâàçiáàíàõîâîãî ïðîñòîðó âiä-
ïîâiäü ïîçèòèâíà.
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Òåîðåìà 6 [3].Íåõàé X c êâàçiáàíàõîâèì
ïðîñòîðîì ç íóëüîâèì ñïðÿæåíèì. Òîäi êî-
æíà íåïåðåðâíà êðèâà y : [a, b] → X ìàc
ïåðâiñíó.

Íàãàäàcìî, ùî F -ïðîñòið X íàçèâàcòüñÿ
ëîêàëüíî îáìåæåíèì, ÿêùî âií ìiñòèòü
îáìåæåíèé îêië íóëÿ. Òåîðåìà Àîêi-
Ðîëåâè÷à [10, ñ.95] ñòâåðäæóc, ùî F -ïðîñòið
X ëîêàëüíî îáìåæåíèé òîäi é òiëüêè òîäi,
êîëè âií c êâàçiáàíàõîâèì ïðîñòîðîì, òîáòî
êîëè iñíóþòü p, 0 < p ≤ 1 òà p-îäíîðiäíà
F -íîðìà íà X, åêâiâàëåíòíà âèõiäíié (�p-
îäíîðiäíà� îçíà÷àc, ùî ‖λx‖ = |λ|p‖x‖ äëÿ
äîâiëüíèõ x ∈ X òà ñêàëÿðó λ). Êâàçiáà-
íàõiâ ïðîñòið ç p-îäíîðiäíîþ F -íîðìîþ
íàçèâàcòüñÿ p-áàíàõîâèì ïðîñòîðîì.

Íåõàé X c p-áàíàõîâèì ïðîñòîðîì, 0 <
p ≤ 1. Iñíóc ïðèðîäíèé çâ'ÿçîê ìiæ ëiïøè-
öåâèìè êðèâèìè f : [0, 1] → X òà ëiíiéíè-
ìè íåïåðåðâíèìè îïåðàòîðàìè T : Lp → X.
Íàâåäåìî óçàãàëüíåíèé âàðiàíò ðåçóëüòàòó
ç [8].

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L(Lp, X) p-áàíàõiâ ïðî-
ñòið âñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ,
ùî äiþòü ç Lp â X, à ÷åðåç Lip(X) - ìíîæè-
íó âñiõ ëiïøèöåâèõ êðèâèõ f : [0, 1] → X ç
f(0) = 0 òà

‖f‖ def
= inf{M : (∀t, s ∈ [0, 1])

‖x(s)− x(t)‖ ≤ M |s− t|}.
Òåîðåìà 7. Íåõàé X � p-áàíàõiâ ïðî-

ñòið, 0 < p ≤ 1. Òîäi:
(i) Lip(X) c p-áàíàõîâèì ïðîñòîðîì ç âè-

ùåâèçíà÷åíîþ p-íîðìîþ ‖f‖;
(ii) âiäîáðàæåííÿ Ψ : L(Lp, X) →

Lip(X), ÿêå âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ Ψ(T )(t) =
Tχ

[0,t]
, äå t ∈ [0, 1], c içîìåòðicþ.

Ó äîâåäåííi âèêîðèñòîâócòüñÿ íàñòóïíèé
åëåìåíòàðíèé ôàêò.

Ëåìà 8. Íåõàé X � p-áàíàõiâ ïðîñòið,
0 < p ≤ 1, T ∈ L(Lp, X). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî
ε > 0 iñíóþòü s i t, 0 ≤ s < t ≤ 1, òàêi, ùî

‖Tχ
[s,t)
‖ > (‖T‖ − ε)(s− t).

Äîâåäåííÿ ëåìè 8. Äëÿ ôiêñîâàíî-
ãî ε > 0 âèáåðåìî ïðîñòó ôóíêöiþ x =

n∑
k=1

akχ
[ k−1

n , k
n )

, äëÿ ÿêî�� ‖Tx‖ > (‖T‖− ε)‖x‖.
Òîäi

‖Tx‖ ≤
n∑

k=1

|ak|p‖Tχ
[ k−1

n , k
n )
‖ ≤

≤ max
k
‖Tχ

[ k−1
n , k

n )
‖n

n∑

k=1

|ak|p 1

n
=

=
max

k
‖Tχ

[ k−1
n , k

n )
‖

‖χ
[ k−1

n , k
n )
‖ ‖x‖.

Çâiäñè âèïëèâàc òâåðäæåííÿ ëåìè.
Äîâåäåííÿ òåîðåìè 7. Âèêîðèñòàcìî

ìåòîä ç ïðàöi [8]. Ëåãêî ïåðåâiðÿcòüñÿ, ùî
Ψ(T ) çàäîâîëüíÿc óìîâó Ëiïøèöÿ çi ñòà-
ëîþ ‖T‖. Òîé ôàêò, ùî öå ìiíiìàëüíà ñòà-
ëà, âèïëèâàc ç ëåìè 8. Çàëèøàcòüñÿ äîâå-
ñòè, ùî Ψ ñþð'cêòèâíî âiäîáðàæàc L(Lp, X)
íà Lip(X). Íåõàé f ∈ Lip(X). Äëÿ åëåìåíòiâ
y ∈ Lp âèäó

y =
m∑

k=1

akχ[tk−1,tk)
, (∗∗)

äå 0 = t0 < t1 < ... < tm = 1, ïîêëàäåìî

T0y =
m∑

k=1

ak(f(tk)− f(tk−1)).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî T0 � ëiíiéíèé îïåðàòîð, êî-
ðåêòíî âèçíà÷åíèé íà ëiíiéíîìó ïiäïðîñòîði
E ⊂ Lp åëåìåíòiâ âèäó (∗∗), ïðè÷îìó

‖T0y‖ ≤
m∑

k=1

|ak|p‖f(tk)− f(tk−1)‖ ≤

≤ ‖f‖
m∑

k=1

|ak|p(tk − tk−1) = ‖f‖‖y‖.

Îñêiëüêè ïiäïðîñòið E ùiëüíèé â Lp, òî íà
ïiäñòàâi îòðèìàíî�� íåðiâíîñòi îïåðàòîð T0

ìîæíà ïðîäîâæèòè ëiíiéíî òà íåïåðåðâíî
íà âåñü ïðîñòið Lp äî äåÿêîãî îïåðàòîðà
T ∈ L(Lp, X) çi çáåðåæåííÿì íîðìè. Çà ïî-
áóäîâîþ Ψ(T ) = f . Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ïðîñëiäêócìî òåïåð çà çâ'ÿçêîì ìiæ âëà-
ñòèâîñòÿìè îïåðàòîðiâ òà ëiïøèöåâèõ êðè-
âèõ, ÿêi ïîâ'ÿçàíi çà äîïîìîãîþ içîìåòði�� Ψ.
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Äîáðå âiäîìî, ùî íå iñíóc ñêií÷åííî-
âèìiðíîãî (íàâiòü êîìïàêòíîãî) îïåðàòîðà ç
Lp, 0 < p < 1, â òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé
ïðîñòið (äèâ., íàïðèêëàä, [6]). Ç iíøîãî áîêó,
î÷åâèäíî, ùî ëiíiéíà ôóíêöiÿ, ÿêà íàáóâàc
çíà÷åíü â p-áàíàõîâîìó ïðîñòîði ç p < 1, íå
çàäîâîëüíÿc óìîâó Ëiïøèöÿ.

Íàñëiäîê 9. Íåõàé X � p-áàíàõiâ ïðî-
ñòið, 0 < p < 1. Â òàêîìó ðàçi, L(Lp, X) =
{0} òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Lip(X) = {0}.
Çîêðåìà, Lip(lp) = {0}.

Äëÿ f ∈ Lip(X) ïîçíà÷èìî ÷åðåç
Θ(f) çàìèêàííÿ ëiíiéíî�� îáîëîíêè ìíîæèíè
{

n∑
k=1

ak(f(tk)−f(tk−1))}, äå n, {ak}n
k=1, {tk}n

k=0

ïðîáiãàþòü âiäïîâiäíî ìíîæèíè âñiõ íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë, âñiõ íàáîðiâ ç n ñêàëÿðiâ òà
âñiõ ðîçáèòòiâ âiäðiçêà [0, 1] íà n ÷àñòèí:
0 = t0 < t1 < ... < tn = 1.

Òâåðäæåííÿ 10. Íåõàé T ∈ L(Lp, X),
äå X � p-áàíàõiâ ïðîñòið, 0 < p ≤ 1. Òîäi
T (Lp) = Θ(Ψ(T )). Çîêðåìà, T ñêií÷åííîâè-
ìiðíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Θ(Ψ(T )) c
ñêií÷åííîâèìiðíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó
X.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü âiäçíà÷èòè, ùî y ∈
T (Lp) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî
ε > 0 iñíóc x =

n∑
k=1

akχ[tk−1,tk)
∈ Lp òàêèé,

ùî ‖y − Tx‖ < ε, îñêiëüêè T (χ
[tk−1,tk)

) =

Ψ(T )(tk) − Ψ(T )(tk−1). Òâåðäæåííÿ äîâåäå-
íî.

Íàãàäàcìî, ùî îïåðàòîð T ∈ L(Lp, X)
(0 < p ≤ 1) íàçèâàcòüñÿ âóçüêèì [5], ÿêùî
äëÿ áóäü-ÿêî�� âèìiðíî�� ìíîæèíè A ⊆ [0, 1] i
áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíóc x ∈ Lp ç âëàñòèâîñòÿ-
ìè: x2 = χ

A
,
∫

xdµ = 0 òà ‖Tx‖ < ε.
Îçíà÷åííÿ. Êðèâó f : [0, 1] → X áóäåìî

íàçèâàòè çâîðîòíîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ s
i t, 0 ≤ s < t ≤ 1, òà äîâiëüíîãî ε > 0 iñíóc
ðîçáèòòÿ s = t0 < t1 < ... < tn = t òàêå, ùî
‖

n∑
k=1

(−1)k∆fk‖ < ε, äå ∆fk = f(tk)−f(tk−1).

Òåîðåìà 11. (i) (0 < p < 1) Íåõàé X
� p-áàíàõiâ ïðîñòið. Òîäi êîæíà çâîðîòíà
X-çíà÷íà ëiïøèöåâà êðèâà ñòàëà.

(ii) Äëÿ áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X íàñòóïíi

óìîâè åêâiâàëåíòíi:
a) êîæíà ëiïøèöåâà X-çíà÷íà êðèâà çâî-

ðîòíà;
b) êîæíèé îïåðàòîð T ∈ L(L1, X) âóçü-

êèé.
Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òàêó ëåìó.
Ëåìà 12. Íåõàé X � p-áàíàõiâ ïðîñòið,

äå 0 < p ≤ 1. Òîäi îïåðàòîð T ∈ L(Lp, X)
âóçüêèé â òîìó i òiëüêè â òîìó âèïàäêó,
êîëè êðèâà Ψ(T ) çâîðîòíà.

Äîâåäåííÿ ëåìè 12. Íåõàé T ∈
L(Lp, X) � âóçüêèé îïåðàòîð. Äëÿ çàäàíèõ
s i t, 0 ≤ s < t ≤ 1, òà ε > 0 âèáåðåìî x ∈ Lp

òàêèé, ùî

x2 = χ
[s,t]

,

∫
xdµ = 0, ‖Tx‖ < ε.

Íåõàé, äëÿ ïåâíîñòi, x = χ
A
−χ

B
, äå A

⊔
B =

[s, t]. Âèáåðåìî ðîçáèòòÿ s = t0 < t1 < ... <
t2n = t òàêå, ùî äëÿ

A1 =
n⋃

i=1

[t2i−2, t2i−1)

âèêîíócòüñÿ íåðiâíiñòü µ(A∆A1) < ε. Òîäi,
ïîêëàâøè B1 = [s, t] \ A1 òà x1 = χ

A1
− χ

B1
,

îäåðæèìî

‖Tx1‖ ≤ ‖Tx‖+ ‖T‖‖x− x1‖ < ε + ‖T‖2pε,

àäæå |x− x1| = 2χ
A∆A1

Ç iíøîãî áîêó,

Tx1 = T

2n∑

k=1

(−1)k−1χ
[tk−1,tk)

=

=
2n∑

k=1

(−1)k−1Tχ
[tk−1,tk)

=

=
2n∑

k=1

(−1)k−1(Ψ(T )(tk)−Ψ(T )(tk−1)).

Îòæå, êðèâà Ψ(T ) çâîðîòíà.
Íåõàé T ∈ L(Lp, X), êðèâà Ψ(T ) çâîðî-

òíà, A ⊆ [0, 1], µ(A) > 0 òà ε > 0. Âèáåðåìî
ðîçáèòòÿ 0 = τ0 < τ1 < ... < τ2m = 1 òàêå, ùî
äëÿ

A0 =
m⋃

i=1

[τ2i−2, τ2i−1)
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ìàcìî µ(A∆A0) < ε. Äëÿ êîæíîãî i =
1, ..., m âèáåðåìî ðîçáèòòÿ

τ2i−2 = ti0 < ti1 < ... < ti2ni
= τ2i−1,

äëÿ ÿêîãî

‖
2ni∑
j=1

(−1)jTχ
[ti

j−1
,ti

j
)
‖ =

= ‖
2ni∑
j=1

(−1)j(ΨT (tij)−ΨT (tij−1))‖ <
ε

m
.

Òîäi, ïîêëàâøè

B0 =
m⋃

i=1

ni⋃
j=1

[ti2j−1, t
i
2j), C0 = A0 \B0

i x0 = χ
B0
− χ

C0
, áóäåìî ìàòè, ùî x2

0 = χ
A0

i

‖Tx0‖ = ‖
m∑

i=1

2ni∑
j=1

(−1)jTχ
[ti

j−1
,ti

j
)
‖ < m

ε

m
= ε.

Ïîêëàäåìî B = A
⋂

B0, C = A \ B i x =
χ

B
− χ

C
. Òîäi x2 = χ

A
. Îñêiëüêè A = B

⊔
C

i A0 = B0

⊔
C0, ïðè÷îìó B ∩ C0 = B0 ∩ C =

Ø, òî A ∩ A0 = (B ∩ B0)
⊔

(C ∩ C0). Îòæå,
x(t) = x0(t) íà A∩A0. Êðiì òîãî, x(t) = x0(t)
ïîçà A∪A0. Òàêèì ÷èíîì, |x−x0| ≤ 2χA∆A0 .
Îòæå,

‖Tx‖ ≤ ‖Tx0‖+ ‖T‖‖x− x0‖ < ε + ‖T‖2pε.

Âíàñëiäîê [5, c.54] öüîãî äîñòàòíüî äëÿ âóçü-
êîñòi îïåðàòîðà T .

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 11. (i) âèïëèâàc ç
ëåìè 12 òà òîãî ôàêòó ç [6], ùî ïðè 0 < p <
1 íå iñíóc íåíóëüîâèõ âóçüêèõ îïåðàòîðiâ ç
Lp â áóäü-ÿêèé F -ïðîñòið X. (ii) âèïëèâàc ç
ëåìè 12.

Áàíàõîâi ïðîñòîðè X, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó b) ç òåîðåìè 11, âèâ÷àëèñÿ â [1]. Òàê,
öþ óìîâó çàäîâîëüíÿþòü óñi ðåôëåêñèâíi
ïðîñòîðè, áiëüøå òîãî, ïðîñòîðè ç âëàñòè-
âiñòþ Ðàäîíà-Íèêîäèìà. Íàâïàêè íåâiðíî:
ïðîñòið c0 çàäîâîëüíÿc óìîâó b), àëå íå
ìàc âëàñòèâîñòi Ðàäîíà-Íèêîäèìà. Íàéïðî-
ñòiøèé ïðèêëàä áàíàõîâîãî ïðîñòîðó, ÿêèé

íå ìàc âëàñòèâîñòi b) � öå ïðîñòið L1. Çâè-
÷àéíî, êîæíèé ïðîñòið, â ÿêèé L1 içîìîð-
ôíî âêëàäàcòüñÿ (íàïðèêëàä, C[0, 1]), òàêîæ
íå ìàc âëàñòèâîñòi b). Ç îñíîâíîãî ðåçóëü-
òàòó ïðàöi [11] âèïëèâàc, ùî iñíóc áàíàõiâ
ïðîñòið, ÿêèé íå ìàc âëàñòèâîñòi b) i íå
âêëàäàcòüñÿ içîìîðôíî â ïðîñòið L1.
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