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ÁÅÐIÂÑÜÊÀ ÊËÀÑÈÔIÊÀÖIß ÒÎ×ÊÎÂÎ ÐÎÇÐÈÂÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ
Çà äîïîìîãîþ ðîçáèòòiâ îäèíèöi óçàãàëüíþcòüñÿ òåîðåìà Áåðà ïðî ôóíêöi�� ïåðøîãî

êëàñó.

The Baire's theorem on �rst class functions is generalized with the help of partitions of unity.

Äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ôóíêöié ïåð-
øîãî êëàñó Áåðà, òîáòî ïîòî÷êîâèõ ãðàíèöü
íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, òà ��õ âçàcìîçâ'ÿçêiâ ç
iíøèìè êëàñàìè ôóíêöié � äîñèòü ïîïóëÿð-
íà òåìà çàãàëüíî�� òåîði�� ôóíêöié. Äîñëiäæå-
ííÿ öic�� òåìè øèðîêî ïðîâîäèëèñü ó ïðà-
öÿõ áàãàòüîõ ìàòåìàòèêiâ íàøîãî ñòîëiòòÿ,
à ïî÷àëèñü ç êëàñè÷íî�� ïðàöi Ð. Áåðà [1], â
ÿêié, çîêðåìà, áóëî äîâåäåíî, ùî äiéñíîçíà-
÷íà ôóíêöiÿ äiéñíî�� çìiííî�� c ôóíêöicþ ïåð-
øîãî êëàñó Áåðà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âî-
íà c òî÷êîâî ðîçðèâíîþ íà êîæíié çàìêíå-
íié ìíîæèíi. Ïåâíèì ðîçâèòêîì öic�� òåîðå-
ìè â áiê íåîáõiäíîñòi c ðåçóëüòàò [2,ñ.125],
ÿêèé ïîëÿãàc â òîìó, ùî êîæíà äiéñíîçíà÷íà
ôóíêöiÿ ïåðøîãî êëàñó Áåðà íà áåðiâñüêîìó
ïðîñòîði c òî÷êîâî ðîçðèâíîþ.

Ó äàíié ñòàòòi ìè ðîçâ'ÿæåìî îáåðíåíó
çàäà÷ó, à ñàìå, âñòàíîâèìî, êîëè óìîâè òè-
ïó òî÷êîâî�� ðîçðèâíîñòi çàáåçïå÷óþòü íàëå-
æíiñòü ôóíêöi�� äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà, i
óçàãàëüíèìî òåîðåìó Áåðà íà øèðøèé êëàñ
ïðîñòîðiâ.

Ñïî÷àòêó ââåäåìî äåÿêi ïîíÿòòÿ. Íåõàé
X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i ÷èñëî ε > 0.
Ãîâîðèòèìåìî, ùî ôóíêöiÿ f : X → R
ðiâíîìiðíî íàáëèæàcòüñÿ íà ε ôóíêöiÿìè
ïåðøîãî êëàñó Áåðà, ÿêùî iñíóc òàêà ôóí-
êöiÿ ïåðøîãî êëàñó Áåðà g : X → R, ùî
|f(x) − g(x)| ≤ ε äëÿ êîæíîãî x ∈ X, i ëî-
êàëüíî íàáëèæàcòüñÿ íà ε ôóíêöiÿìè ïåð-
øîãî êëàñó Áåðà, ÿêùî äëÿ êîæíî�� òî÷êè x ç
X iñíóc òàêèé ���� îêië U , ùî ôóíêöiÿ f|U ðiâ-
íîìiðíî íàáëèæàcòüñÿ íà ε ôóíêöiÿìè ïåð-
øîãî êëàñó Áåðà. Îñêiëüêè ðiâíîìiðíà ãðà-
íèöÿ ôóíêöié ïåðøîãî êëàñó Áåðà òàêîæ c

ôóíêöicþ ïåðøîãî êëàñó Áåðà, òî öå ôà-
êòè÷íî îçíà÷àc, ùî ôóíêöiÿ f : X → R c
ïåðøîãî êëàñó Áåðà òîäi i òiëüêè òîäi, êî-
ëè âîíà ðiâíîìiðíî íàáëèæàcòüñÿ íà ε ôóí-
êöiÿìè ïåðøîãî êëàñó Áåðà äëÿ êîæíîãî
ε > 0. Êðiì òîãî, ç ðiâíîìiðíî�� íàáëèæóâà-
íîñòi, çâè÷àéíî, âèïëèâàc ëîêàëüíà. Íàñòó-
ïíå ïðîñòå ñïîñòåðåæåííÿ äàc âiäïîâiäü íà
îáåðíåíå ïèòàííÿ i áóäå êîðèñíèì äëÿ äîâå-
äåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé X � ïàðàêîì-
ïàêò, ÷èñëî ε > 0 i ôóíêöiÿ f : X →
[0, 1] ëîêàëüíî íàáëèæàcòüñÿ íà ε ôóíêöi-
ÿìè ïåðøîãî êëàñó Áåðà. Òîäi f ðiâíîìið-
íî íàáëèæàcòüñÿ íà ε ôóíêöiÿìè ïåðøîãî
êëàñó Áåðà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé U = (Ui : i ∈ I) � ëî-
êàëüíî ñêií÷åííå ïîêðèòòÿ ïàðàêîìïàêòà X
âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè Ui, íà ÿêèõ ôóíêöiÿ
f ðiâíîìiðíî íàáëèæàcòüñÿ íà ε, òîáòî äëÿ
êîæíîãî i ∈ I iñíóc òàêà ôóíêöiÿ ïåðøîãî
êëàñó Áåðà fi : Ui → [0, 1], ùî |fi(x)−f(x)| ≤
ε äëÿ êîæíîãî x ∈ Ui. Çãiäíî ç òåîðåìîþ ç
[3, ñ.447], ïîêðèòòÿ U ìîæíà âèáðàòè òàê,
ùî iñíóc ðîçáèòòÿ îäèíèöi (hi : i ∈ I) íà
X òàêå, ùî supp(hi) = h−1

i ((0, 1]) = Ui. Äëÿ
êîæíîãî i ∈ I âèáåðåìî ïîñëiäîâíiñòü íå-
ïåðåðâíèõ ôóíêöié f

(i)
n : Ui → [0, 1] òàêó,

ùî lim
n→∞

f
(i)
n (x) = fi(x) äëÿ êîæíîãî x ∈ Ui.

Ôóíêöi�� f
(i)
n òà fi äîâèçíà÷èìî íà X \ Ui,

ïîêëàâøè òàì ñêðiçü çíà÷åííÿ 0. Îñêiëüêè
supp(hi) = Ui i ôóíêöi�� f

(i)
n c íåïåðåðâíèìè

íà Ui i îáìåæåíèìè, òî ôóíêöi�� hif
(i)
n c íåïå-

ðåðâíèìè íà X i supp(hif
(i)
n ) ⊆ Ui. Îñêiëü-

êè ïîêðèòòÿ U c ëîêàëüíî ñêií÷åííèì, òî
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îòðèìàcìî, ùî ôóíêöi�� gn =
∑
i∈I

hif
(i)
n òàêîæ

c íåïåðåðâíèìè. Òîìó ôóíêöiÿ g : X → R,
ÿêà âèçíà÷àcòüñÿ òàêèì ÷èíîì:

g(x) = lim
n→∞

gn(x) =

= lim
n→∞

∑
i∈I

hi(x)f (i)
n (x) =

∑
i∈I

hi(x)fi(x),

c ôóíêöicþ ïåðøîãî êëàñó Áåðà. Çàóâàæè-
ìî, ùî

|hi(x)f(x)− hi(x)fi(x)| ≤ εhi(x).

Òîìó

|f(x)− g(x)| = |
∑
i∈I

hi(x)f(x)−

−
∑
i∈I

hi(x)fi(x)| ≤ ε
∑
i∈I

hi(x) = ε.

Îòæå, f ðiâíîìiðíî íàáëèæàcòüñÿ íà ε ôóí-
êöiÿìè ïåðøîãî êëàñó Áåðà.

Ïåðåéäåìî äî âèêëàäåííÿ îñíîâíèõ ðå-
çóëüòàòiâ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X � äîñêîíàëèé ïà-
ðàêîìïàêò, ôóíêöiÿ f : X → R � òî÷êîâî
ðîçðèâíà íà êîæíié çàìêíåíié ìíîæèíi â
X. Òîäi f � ïåðøîãî êëàñó Áåðà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ϕ � äîâiëüíèé ãî-
ìåîìîðôiçì ÷èñëîâî�� ïðÿìî�� R íà iíòåðâàë
(0,1). Ïîêëàäåìî f̃ = ϕ ◦ f . Çðîçóìiëî, ùî
ôóíêöiÿ f̃ òàêîæ c òî÷êîâî ðîçðèâíîþ íà
êîæíié çàìêíåíié ìíîæèíi i f c ôóíêöicþ
ïåðøîãî êëàñó Áåðà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ôóíêöiÿ f̃ c ôóíêöicþ ïåðøîãî êëàñó Áåðà.

Çàôiêñócìî äîâiëüíå ÷èñëî ε > 0 i ïî-
êàæåìî, ùî f̃ ëîêàëüíî íàáëèæàcòüñÿ íà ε
ôóíêöiÿìè ïåðøîãî êëàñó Áåðà. Íåõàé G �
ñóêóïíiñòü óñiõ âiäêðèòèõ ìíîæèí â X, íà
ÿêèõ ôóíêöiÿ f̃ ðiâíîìiðíî íàáëèæàcòüñÿ
íà ε ôóíêöiÿìè ïåðøîãî êëàñó Áåðà. Ïî-
êëàäåìî G =

⋃G. Çðîçóìiëî, ùî ìíîæè-
íà G c âiäêðèòîþ i íåïîðîæíüîþ, çîêðåìà,
âñi òî÷êè íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi�� f̃ âõîäÿòü ó
ìíîæèíó G. Ðîçãëÿíåìî çàìêíåíó ìíîæèíó
F = X \G. Ïåðåêîíàéìîñÿ, ùî F = Ø . Íå-
õàé öå íå òàê. Çãiäíî ç óìîâîþ, ôóíêöiÿ f̃|F
c òî÷êîâî ðîçðèâíîþ. Âiçüìåìî òî÷êó x0 , â

ÿêié ôóíêöiÿ f̃|F c íåïåðåðâíîþ, i ïîçíà÷èìî
y0 = f̃(x0). Îñêiëüêè F � çàìêíåíà ìíîæè-
íà â äîñêîíàëî íîðìàëüíîìó ïðîñòîði X, òî
iñíóc ïîñëiäîâíiñòü (Gn)∞n=1 âiäêðèòèõ ìíî-
æèí Gn òàêèõ, ùî Gn+1 ⊆ Gn i

∞⋂
n=1

Gn = F .
Ïîêëàäåìî G0 = X. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Âå-
äåíiñîâà [3, ñ.82], äëÿ êîæíîãî n ∈ N iñíóc
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ψn : X → [0, 1], äëÿ
ÿêî�� ψ−1

n ((0, 1]) = Gn−1 \Gn+1 = Un. Ñèñòåìà
(Un : n ∈ N) óòâîðþc ëîêàëüíî ñêií÷åííå
âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó G, òîìó ôóí-
êöiÿ ψ =

∑
n∈N

ψn c äîäàòíîþ i íåïåðåðâíîþ

íà G, à ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié (ϕn = ψn

ψ
:

n ∈ N) óòâîðþc ëîêàëüíî ñêií÷åííå ðîçáèò-
òÿ îäèíèöi íà G, ïðè÷îìó ϕ−1

n ((0, 1]) = Un.
Ðîçãëÿíåìî ïðîñòîðè Xn = X \Gn+1, ÿêi

c ïàðàêîìïàêòàìè, ÿê çàìêíåíi ïiäïðîñòî-
ðè ïàðàêîìïàêòó. Îñêiëüêè Xn ⊆ G äëÿ êî-
æíîãî n ∈ N, òî ç îçíà÷åííÿ ìíîæèíè G
âèïëèâàc, ùî ôóíêöi�� fn = f̃|Xn

ëîêàëüíî, à
çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 1 i ðiâíîìiðíî íàáëè-
æàþòüñÿ íà ε ôóíêöiÿìè ïåðøîãî êëàñó Áå-
ðà. Îòæå, iñíóc òàêà ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié
ïåðøîãî êëàñó Áåðà g̃n : Xn → R, ùî

|g̃n(x)− fn(x)| ≤ ε

äëÿ êîæíîãî x ∈ Xn.
Âèáåðåìî äëÿ êîæíîãî n ∈ N ïîñëiäîâ-

íiñòü íåïåðåðâíèõ ôóíêöié gnk : Xn → R
òàêó, ùî lim

k→∞
gnk(x) = g̃n(x) äëÿ êîæíîãî

x ∈ Xn. Îñêiëüêè âñi ôóíêöi�� g̃n c îáìåæå-
íèìè, àäæå ôóíêöi�� fn îáìåæåíi, òî i ôóí-
êöi�� gnk òàêîæ ìîæíà âèáðàòè îáìåæåíèìè.
Äîâèçíà÷èìî ôóíêöi�� gnk íóëåì íà G \ Xn.
Îñêiëüêè supp(ϕn) = Un = Gn−1 \ Gn+1 ⊆
G \ Gn+1 = Xn, à ôóíêöi�� c íåïåðåðâíè-
ìè é îáìåæåíèìè íà Xn, òî ôóíêöi�� ϕngnk

c íåïåðåðâíèìè íà G. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi��
gn : X → R, ùî âèçíà÷àþòüñÿ òàêèì ÷èíîì:

gn(x) =
n∑

k=1

ϕk(x)gkn(x) + y0

∞∑

k=n+1

ϕk(x),

ÿêùî x ∈ G, i gn(x) = y0, ÿêùî x ∈ F . Çàóâà-
æèìî, ùî ôóíêöi�� gn c íåïåðåðâíèìè â êî-
æíié òî÷öi âiäêðèòî�� ìíîæèíè G, áî íà íié

78 Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2000. Âèïóñê 76. Ìàòåìàòèêà.



ôóíêöiÿ gn c ñóìîþ äâîõ íåïåðåðâíèõ ôóí-
êöié. À îñêiëüêè (supp(ϕk))

⋂
Gk+1 = Ø, òî

(supp(ϕk))
⋂

Gn+1 = Ø äëÿ êîæíîãî k ≤ n.
Òîìó äëÿ x ∈ Gn+1 \ F ìàcìî

gn(x) = y0

∞∑

k=n+1

ϕk(x) = y0,

àäæå (ϕk : k ∈ N) c ðîçáèòòÿì îäèíèöi íà G.
Îòæå, gn|Gn+1

≡ y0 i ôóíêöi�� gn c íåïåðåðâíè-
ìè â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè F . Ïåðåéøîâøè
äî ãðàíèöi ïðè n →∞, îäåðæèìî, ùî

g(x) = lim
n→∞

gn(x) =
∞∑

k=1

ϕk(x)gk(x),

ÿêùî x ∈ G, i

g(x) = lim
n→∞

gn(x) = y0,

ÿêùî x ∈ F . ßê i â äîâåäåííi ïîïåðåäíüîãî
òâåðäæåííÿ, äëÿ x ∈ G ìàcìî

|g(x)− f̃(x)| = |
∞∑

k=1

ϕk(x)gk(x)−

−
∞∑

k=1

ϕk(x)f̃(x)| =

= |
∞∑

k=1

ϕk(x)(gk(x)− f̃(x))| ≤

≤
∞∑

k=1

ϕk(x)ε = ε.

Íàãàäàcìî, ùî x0 � òî÷êà íåïåðåðâíîñòi
ôóíêöi�� f̃|F , y0 = f̃(x0), à g|F ≡ y0. Òîìó
iñíóc òàêèé âiäêðèòèé îêië U òî÷êè x0 â X,
ùî

|f̃(x)− g(x)| ≤ ε

äëÿ êîæíîãî x ∈ U . Âðàõóâàâøè, ùî g �
ôóíêöiÿ ïåðøîãî êëàñó Áåðà, îòðèìàcìî,
ùî x0 ∈ G, à öå ñóïåðå÷èòü âèáîðó ìíî-
æèíè G. Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ íåâiðíå,
òîáòî F = Ø. Çíà÷èòü, ôóíêöiÿ f̃ ëîêàëü-
íî, à çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 1, i ðiâíîìið-
íî íàáëèæàcòüñÿ íà ε ôóíêöiÿìè ïåðøîãî
êëàñó Áåðà. Îñêiëüêè, öå ìîæíà çðîáèòè

äëÿ êîæíîãî ε > 0, òî ôóíêöiÿ f̃ ñàìà c
ôóíêöicþ ïåðøîãî êëàñó Áåðà, à çíà÷èòü, i
f c ôóíêöicþ ïåðøîãî êëàñó Áåðà.

Òåïåð ëåãêî îäåðæócòüñÿ íàñòóïíå óçà-
ãàëüíåííÿ òåîðåìè Áåðà.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � ñïàäêîâî áåðiâ-
ñüêèé äîñêîíàëèé ïàðàêîìïàêò (çîêðåìà,
ïîâíîìåòðèçîâíèé ïðîñòið ÷è äîñêîíàëèé
êîìïàêò) i f : X → R. Òîäi ðiâíîñèëüíè-
ìè c òàêi óìîâè:

(i) f c ôóíêöicþ ïåðøîãî êëàñó Áåðà;
(ii) f c òî÷êîâî ðîçðèâíîþ íà êîæíié çà-

ìêíåíié ìíîæèíi â ïðîñòîði X.
Äîâåäåííÿ. Íàãàäàcìî, ùî ïðîñòið

íàçèâàcòüñÿ ñïàäêîâî áåðiâñüêèì, ÿêùî êî-
æíèé çàìêíåíèé éîãî ïiäïðîñòið c áåðiâ-
ñüêèì. À îñêiëüêè ôóíêöiÿ ïåðøîãî êëà-
ñó Áåðà íà áåðiâñüêîìó ïðîñòîði c òî÷êî-
âî ðîçðèâíîþ, òî iìïëiêàöiÿ (i) =⇒ (ii)
âèêîíócòüñÿ íàâiòü ïðîñòî äëÿ ñïàäêîâî áå-
ðiâñüêèõ ïðîñòîðiâ. Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ �
öå òåîðåìà 1.

Íà çàâåðøåííÿ öic�� çàìiòêè àâòîð
âèñëîâëþc ùèðó ïîäÿêó Â.Ê.Ìàñëþ÷åíêó
çà êîðèñíi ïîðàäè é ïîñòiéíó óâàãó äî äàíî��
ïðàöi.
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