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ÊÎËÈÂÀÍÍß ÍÀÐIÇÍÎ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ ÍÀ ÄÎÁÓÒÊÓ
ÊÎÌÏÀÊÒIÂ ÅÁÅÐËÅÉÍÀ

Áóäócòüñÿ íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà äîáóòêó äâîõ êîìïàêòiâ Åáåðëåéíà ç íàïåðåä
çàäàíèì êîëèâàííÿì.

It is constructed a separately continuous function on product of two Eberlein compact with
given oscilation.

1. Óòî÷íåíà îáåðíåíà çàäà÷à òåîði�� íà-
ðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ïîëÿãàc â òî-
ìó, ùîá ç'ÿñóâàòè, äëÿ ÿêèõ íàïiâíåïåðåðâ-
íèõ çâåðõó ôóíêöié g : X → [0, +∞], âè-
çíà÷åíèõ íà äîáóòêó X òîïîëîãi÷íèõ ïðî-
ñòîðiâ X1 òà X2, iñíóc íàðiçíî íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ f : X → R òàêà, ùî ���� êîëèâàí-
íÿ ωf = g. Öå ïèòàííÿ ïîâ'ÿçàíå ç çàäà÷åþ
ïðî ïîáóäîâó íàðiçíî íåïåðåðâíî�� ôóíêöi�� f
ç íàïåðåä çàäàíîþ ìíîæèíîþ òî÷îê ðîçðè-
âó S = D(f) = suppωf , äå suppg � íîñié
ôóíêöi�� g, ÿêà íàçèâàcòüñÿ çàãàëüíîþ îáåð-
íåíîþ çàäà÷åþ òåîði�� íàðiçíî íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié. Íà äàíèé ÷àñ äåòàëüíî âèâ÷åíèé
ëèøå òîé âèïàäîê, êîëè X1 òà X2 � ìåòðè-
çîâíi ïðîñòîðè. Çîêðåìà, â [1] (çàÿâëåíî â
[2]) ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàíà îáåðíåíà çàäà÷à íà
äîáóòêàõ ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðiâ, à â [3] (çà-
ÿâëåíî â [4]) � óòî÷íåíà îáåðíåíà çàäà÷à íà
äîáóòêó ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðiâ, îäèí ç ÿêèõ
c áåðiâñüêèì.

Ó [3] áóëà ââåäåíà ïåâíà ãåîìåòðè÷íà
âëàñòèâiñòü ïiäìíîæèí äîáóòêó, ÿêà íàçâà-
íà íàâñêiñíîþ àïðîêñèìîâíiñòþ, i äîâåäå-
íî (òåîðåìà 1), ùî êîëè X1 òà X2 � öië-
êîì ðåãóëÿðíi ïðîñòîðè i g òàêà íàïiâíå-
ïåðåðâíà çâåðõó ôóíêöiÿ, ùî âñi ïðîîáðà-
çè g−1([ε, +∞]) ç ε > 0 íàâñêiñ àïðîêñèìîâ-
íi, à îäèí iç íèõ ìàc òèï Gδ, òî iñíóc íà-
ðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f òàêà, ùî ωf =
g. Òàêèì ÷èíîì, ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi óòî÷íå-
íî�� îáåðíåíî�� çàäà÷i, ç'ÿñóâàííÿ äîñòàòíiõ
óìîâ íà ôóíêöiþ çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæå-
ííÿ äîñòàòíiõ óìîâ äëÿ íàâñêiñíî�� àïðî-

êñèìîâíîñòi ïiäìíîæèí äîáóòêó. Â [3] ïðè
àïðîêñèìàöi�� ìíîæèí iñòîòíî âèêîðèñòîâó-
âàëàñü íàÿâíiñòü σ-ëîêàëüíî ñêií÷åííî�� áà-
çè, ÿêà õàðàêòåðèçóc ìåòðèçîâíi ïðîñòîðè.
Òîìó, ÿêùî X1 òà X2 � íåìåòðèçîâíi ïðî-
ñòîðè, òî ç'ÿñóâàííÿ íàâñêiñíî�� àïðîêñèìîâ-
íîñòi ïîòðåáóc íîâèõ ìåòîäiâ.

Ó öié ïðàöi çà äîïîìîãîþ îäíîãî óòî-
÷íåííÿ òåîðåìè Ïðåéñà-Ñèìîíà [5, ñ.170]
ìè ç'ÿñócìî, ùî ñåïàðàáåëüíi ïiäìíîæèíè
äîáóòêó êîìïàêòiâ Åáåðëåéíà, ÿêi ìiñòÿ-
òüñÿ â äîáóòêó íiäå íå ùiëüíèõ ìíîæèí,
c íàâñêiñ àïðîêñèìîâíèìè. Çâiäñè, çîêðå-
ìà, âèïëèâàc, ùî äëÿ äîâiëüíî�� íåâiä'cìíî��
îáìåæåíî�� íàïiâíåïåðåðâíî�� çâåðõó ôóíêöi��
f , âèçíà÷åíî�� íà äîáóòêó äâîõ êîìïàêòiâ
Åáåðëåéíà, íîñié ÿêî�� ñåïàðàáåëüíèé i ìi-
ñòèòüñÿ â äîáóòêó ìíîæèí ïåðøî�� êàòåãîði��,
iñíóc íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, êîëèâàí-
íÿ ÿêî�� äîðiâíþc g. Ç òåîðåìè Íàìiîêè [6]
îäåðæócìî, ùî äðóãà óìîâà íà íîñié íåîá-
õiäíà. Àëå, ÿê ìè ç'ÿñócìî, óìîâà ñåïàðà-
áåëüíîñòi íîñiÿ íå c íåîáõiäíîþ, õî÷à âîíà
iñòîòíà.

2. Íàãàäàcìî, ùî ïðîñòið íàçèâàcòüñÿ
êîìïàêòîì Åáåðëåéíà, ÿêùî âií ãîìåîìîð-
ôíèé äåÿêié ñëàáêî êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi
áàíàõîâîãî ïðîñòîðó çi ñëàáêîþ òîïîëîãicþ.
Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ìè áóäåìî íàçèâàòè
åáåðëåéíîâèì, ÿêùî âií ãîìåîìîðôíèé äå-
ÿêié ïiäìíîæèíi êîìïàêòà Åáåðëåéíà. ßê âi-
äîìî, ìåòðèçîâíi ïðîñòîðè c åáåðëåéíîâè-
ìè. Íåõàé T � äîâiëüíà ìíîæèíà i c0(T )
� öå ìíîæèíà âñiõ çáiæíèõ äî íóëÿ ôóí-
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êöié x : T → R, òîáòî òàêèõ, ùî ìíîæè-
íà {t ∈ T : |x(t)| > ε} c ñêií÷åííîþ äëÿ âñiõ
ε > 0. Íà ìíîæèíi c0(T ) çàâæäè ðîçãëÿäàòè-
ìåìî òîïîëîãiþ ïîòî÷êîâî�� çáiæíîñòi. Çà òå-
îðåìîþ Àìiðà-Ëiíäåíøòðàóñà [7] äîâiëüíèé
åáåðëåéíîâèé ïðîñòið ãîìåîìîðôíèé äåÿêié
âiäíîñíî êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi c0(T ). Ïðè-
ñòóïèìî äî äîâåäåííÿ óòî÷íåíîãî âàðiàíòà
òåîðåìè Ïðåéñà-Ñèìîíà [5, c.170]. Íàñòóïíà
ëåìà c îñíîâíèì êðîêîì â ���� äîâåäåííi.

Ëåìà 1. Íåõàé X � âiäíîñíî êîìïàêòíà
â c0(T ) ìíîæèíà, i ìíîæèíà U 6= Ø âiä-
êðèòà â X. Òîäi äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó-
þòü âiäêðèòà â X íåïîðîæíÿ ìíîæèíà
V ⊆ U i ñêií÷åííà ìíîæèíà T0 ⊆ T òàêi,
ùî |x(t)| ≤ ε äëÿ âñiõ x ∈ V i t ∈ T \ T0.

Äîâåäåííÿ. Ââàæàòèìåìî, ùî X � êîì-
ïàêò. Íåõàé FE = {x ∈ X: |x(t)| ≥ ε äëÿ
âñiõ t ∈ E} äëÿ äîâiëüíîãî E ⊆ T . Çðîçóìi-
ëî, ùî FE çàìêíåíi â X, ïðè÷îìó FE = Ø,
ÿêùî E íåñêií÷åííà i FØ = X. Ïîêëàäåìî
GE = {x ∈ X: |x(t)| > ε äëÿ äîâiëüíîãî
t ∈ E}. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó E óñiõ ìíîæèí
E ⊆ T , äëÿ ÿêèõ GE 6= Ø. Çðîçóìiëî, ùî âñi
E ∈ E ñêií÷åííi i Ø ∈ E . Ïîêàæåìî, ùî iñíóc
ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò â E âiäíîñíî âêëþ÷å-
ííÿ ⊆. ßêùî öå íå òàê, òî â E iñíóc ñòðîãî
çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí En. Íåõàé
Fn � öå çàìèêàííÿ GEn ∩ U . Òîäi (Fn) �
ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü íåïîðîæíiõ êîìïàêòiâ
Fn ⊆ FEn . Îòæå,

⋂
Fn 6= Ø. Àëå, ç iíøîãî

áîêó,
⋂

Fn ⊆ FEn = FE = Ø, áî E =
⋃

En

íåñêií÷åííà. Íåõàé T0 � ìàêñèìàëüíèé åëå-
ìåíò E i V = GT0 ∩ U . Òîäi |x(t)| ≤ ε äëÿ
x ∈ V i t ∈ T \ T0.

Äîâåäåìî òåïåð òåîðåìó Ïðåéñà-Ñèìîíà
â çðó÷íié äëÿ íàñ ðåäàêöi��. Ìè êàçàòèìå-
ìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí An ïðîñòîðó
X çáiãàcòüñÿ äî òî÷êè x, ÿêùî â áóäü-ÿêîìó
îêîëi öic�� òî÷êè ìiñòÿòüñÿ âñi An, ïî÷èíàþ-
÷è ç äåÿêîãî íîìåðà. Íåõàé An ⊆ c0(T ). Ñêà-
æåìî, ùî An ðiâíîìiðíî çáiãàcòüñÿ äî x0 íà
ìíîæèíi S, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíóc
íîìåð n0, ùî |x(t) − x0(t)| < ε äëÿ x ∈ An,
t ∈ S, n > n0.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ìíîæèíà X âiäíîñíî
êîìïàêòíà â c0(T ) i x0 ∈ X. Òîäi iñíóc ïî-
ñëiäîâíiñòü âiäêðèòèõ â X ìíîæèí Vn 6= Ø

i çëi÷åííà ìíîæèíà T0 ⊆ T òàêi, ùî Vn

çáiãàcòüñÿ äî x0 i ðiâíîìiðíî çáiãàcòüñÿ äî
íóëÿ íà T \ T0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé En = {t ∈ T : |x0(t)| >
1/n}. Ïîáóäócìî iíäóêòèâíî çðîñòàþ÷ó ïî-
ñëiäîâíiñòü ñêií÷åííèõ ìíîæèí Tn ⊇ En i
ïîñëiäîâíiñòü âiäêðèòèõ â X ìíîæèí Vn 6= Ø
òàêèõ, ùî äëÿ x ∈ V íåðiâíiñòü |x(t) −
x0(t)| ≤ 1/n âèêîíócòüñÿ äëÿ t ∈ Tn−1, à
|x(t)| ≤ 1/n äëÿ t ∈ T \ Tn. Ïîêëàäåìî U0 =
X. Çà ëåìîþ 1 iñíóþòü ñêií÷åííà ìíîæèíà
T1 i âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà V1 ⊆ U0

òàêi, ùî |x(t)| ≤ 1 äëÿ x ∈ V1 i t ∈ T \ T1,
ïðè÷îìó ìîæíà ââàæàòè, ùî T1 ⊇ E1. Íå-
õàé U1 = {x ∈ X: |x(t) − x0(t)| < 1/2 ïðè
t ∈ T1}. Çà ëåìîþ 1 iñíóc ñêií÷åííà ìíî-
æèíà T2 ⊇ E2 ∪ T1 i âiäêðèòà íåïîðîæíÿ
ìíîæèíà V2 ⊆ U1 òàêi, ùî |x(t)| ≤ 1/2 äëÿ
x ∈ V2 i t ∈ T \ T1. Ïðîäîâæóþ÷è àíàëî-
ãi÷íèì ÷èíîì ïîáóäîâó, îäåðæèìî ìíîæèíè
Vn i Tn, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ïîòðiáíi âëàñòè-
âîñòi. Ïîêëàäåìî T0 =

⋃
Tn. Çðîçóìiëî, ùî

|x(t)| ≤ 1/n äëÿ n ∈ N, t ∈ T \T0 i x ∈ Vn. Òî-
ìó Vn ðiâíîìiðíî ïðÿìóþòü äî íóëÿ íà T \T0.
Ïîêàæåìî, ùî Vn çáiãàþòüñÿ äî x0. Íåõàé U
� îêië x0. Ìîæíà ââàæàòè, ùî U = {x ∈ X:
|x(t0) − x0(t0)| < ε} äëÿ äåÿêèõ t0 ∈ T i
ε > 0. ßêùî t0 6∈ T0, òî x0(t0) = 0 i òîìó
äëÿ n > 1/ε ìàòèìåìî, ùî Vn ⊆ U . Íåõàé
òåïåð t0 ∈ T0. Òîäi t0 ∈ Tn äëÿ âñiõ n, áiëü-
øèõ äåÿêîãî n0. Îòæå, |x(t0)− x0(t0)| ≤ 1/n
äëÿ n > n0 i x ∈ Vn. Çíà÷èòü, çíîâó Vn ⊆ U
ïðè n > n0. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ c îñíîâîþ ïîäàëü-
øèõ êîíñòðóêöié.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � âiäíîñíî êîìïà-
êòíà ïiäìíîæèíà c0(T ) i X0 � ñåïàðàáåëü-
íà íiäå íå ùiëüíà â X ìíîæèíà. Òîäi iñíó-
þòü çëi÷åííà äèç'þíêòíà ñèñòåìà G âiä-
êðèòèõ â X íåïîðîæíiõ ìíîæèí i çëi÷åí-
íà ìíîæèíà T0 ⊆ T òàêi, ùî x(t) = 0 äëÿ
x ∈ X0 i t ∈ T \ T0, ïðè÷îìó:

(i) G ∩X0 = Ø äëÿ âñiõ G ∈ G;
(ii) ó êîæíîìó îêîëi U äîâiëüíî�� òî÷êè

x0 ìiñòèòüñÿ äåÿêå G ∈ G;
(iii) äëÿ êîæíîãî ε > 0 âñi ìíîæèíè

G ∈ G, çà âèíÿòêîì ñêií÷åííîãî ��õ ÷èñëà,
ìiñòÿòüñÿ â ìíîæèíi {x ∈ X : |x(t)| < ε
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äëÿ t ∈ T \ T0}.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé (xk) � äåÿêà ùiëüíà

â X0 ïîñëiäîâíiñòü. Çà ïîïåðåäíüîþ òåîðå-
ìîþ äëÿ êîæíîãî k iñíóþòü çëi÷åííà ìíî-
æèíà Tk ⊆ T i ïîñëiäîâíiñòü âiäêðèòèõ â X
íåïîðîæíiõ ìíîæèí Vkn, ÿêà çáiãàcòüñÿ äî xk

i ðiâíîìiðíî ïðÿìóc äî íóëÿ íà T \ Tk. Ïî-
êëàäåìî T0 =

⋃
Tk. Çàðàç ìè ïîáóäócìî äè-

ç'þíêòíó ñiì'þ âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ ìíî-
æèí Gkm òàêèõ, ùî |x(t)| < 1

k+m
äëÿ x ∈ Gkm

i t ∈ T \T0, Gkm∩X0 = Ø i Gkm ⊆ Vkn äëÿ äå-
ÿêîãî n = nkm ≥ m. Íåõàé ν : N2 → N � äå-
ÿêà áicêöiÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî âæå ïîáóäîâàíi
Gkm, ÿêùî ν(k, n) < l. Ïîáóäócìî Gkm äëÿ
ν(k,m) = l. Ïîêëàäåìî U = X \⋃

ν(i,j)<l Gij.
Çðîçóìiëî, ùî U � îêië xk. Îñêiëüêè Vkn

ïðÿìóc äî xk, òî iñíóc íîìåð n0 òàêèé, ùî
Vkn ⊆ U , äëÿ n ≥ n0, òîìó Vkn ∩ Gij = Ø,
ÿêùî ν(i, j) < l i n ≥ n0. Îñêiëüêè Vkn

ðiâíîìiðíî ïðÿìóþòü äî íóëÿ íà T \ Tk ⊇
T \ T0, òî iñíóc n1 òàêå, ùî |x(t)| < 1

k+m
äëÿ

n ≥ n1, x ∈ Vkn i t ∈ T \ T0. Ïîêëàäåìî
n = nkm = max{n0, n1,m}. Âiçüìåìî çà Gkm

òàêó âiäêðèòó íåïîðîæíþ ïiäìíîæèíó Vkn,
ùî Gkm ∩ X0 = Ø. Òîäi Gkm ∩ Gij = Ø äëÿ
ν(i, j) < ν(k, m) i |x(t)| < 1

k+m
äëÿ x ∈ Gkm i

t ∈ T \ T0.
Ïîêëàäåìî G = {Gkm: k,m ∈ N}. Âëà-

ñòèâîñòi (i), (iii) âèïëèâàþòü áåçïîñåðåäíüî
ç ïîáóäîâè. Ïðåâiðèìî (ii). Îñêiëüêè Vkn

ïðÿìóc äî xk i Gkm ⊆ Vknkm
, ïðè÷îìó nkm ≥

m, òî Gkm òàêîæ ïðÿìóþòü äî xk. Çàëèøè-
ëîñü óðàõóâàòè, ùî (xk) ùiëüíà â X0.

3. Ó öüîìó ïóíêòi çà äîïîìîãîþ òåîðåìè
2 ìè ðîçðîáèìî ìåòîä àïðîêñèìàöi�� íiäå íå
ùiëüíèõ ñåïàðàáåëüíèõ ïiäìíîæèí åáåðëåé-
íîâèõ ïðîñòîðiâ. Íàãàäàcìî îçíà÷åííÿ àïðî-
êñèìîâíîñòi [3]. Íåõàé B � äåÿêà ñèñòåìà
âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí X. Ìíîæèíà S ⊆ X
íàçèâàcòüñÿ B-àïðîêñèìîâíîþ, ÿêùî iñíó-
þòü ñiì'ÿ π : S → 2X i äèç'þíêòíà ñiì'ÿ
τ : P → B, ÿêà âèçíà÷åíà íà òiëi P =

⋃
π(S)

ñiì'�� π òàêi, ùî p ∈ τ(p), τ(p) ∩ S = Ø,
s ∈ π(s), äëÿ âñiõ p ∈ P i s ∈ S, i ñèñòåìà
τ(PE), äå PE =

⋃
π(E) ëîêàëüíî ñêií÷åííà

ïîçà E, äëÿ äîâiëüíî�� E ⊆ S. Ñèñòåìà B âiä-
êðèòèõ ìíîæèí X íàçèâàòüñÿ ïñåâäîáàçîþ,

ÿêùî â äîâiëüíié íåïîðîæíié âiäêðèòié ïiä-
ìíîæèíi X ìiñèòèòüñÿ äåÿêèé íåïîðîæíié
åëåìåíò B.

Òåîðåìà 3. Íåõàé X � åáåðëåéíîâèé
ïðîñòið i S � éîãî ñåïàðàáåëüíà íiäå íå
ùiëüíà ïiäìíîæèíà i B � ïñåâäîáàçà â X.
Òîäi S c ñèëüíî B-àïðîêñèìîâíîþ.

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî ââàæàòè, ùî X �
âiäíîñíî êîìïàêòíèé ïiäïðîñòið c0(T ). Íå-
õàé X0 = S. Âèáåðåìî G i T0 çãiäíî ç òåî-
ðåìîþ 2. Îñêiëüêè B � ïñåâäîáàçà, òî ìî-
æíà ââàæàòè, ùî G ⊆ B. Òîäi x(t) = 0 äëÿ
x ∈ X i t ∈ T \T0. Íåõàé T0 = {t1, t2, ...}. Ðîç-
ãëÿíåìî ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ Un êîìïàêòà
X0, âïèñàíå â éîãî ïîêðèòòÿ ìíîæèíàìè {x:
|x(tm) − x0(tm)| < 1/2n äëÿ âñiõ m < n}, äå
x0 ∈ X0. Çðîçóìiëî, ùî |x′(tm) − x′′(tm)| <
1/n äëÿ x′, x′′ ∈ U ∈ Un i m < n. Äëÿ êî-
æíîãî s ∈ S âiçüìåìî Un(s) ∈ Un, òàê ùî
s ∈ Un(s). Ó êîæíié ìíîæèíi Un(s) âèáåðå-
ìî ìíîæèíó Gn(s) ∈ G i òî÷êó pn(s) ∈ Gn(s)
òàê, ùîá â îäíàêîâèõ ìíîæèíàõ Un(s) âè-
áèðàëèñü îäíàêîâi ìíîæèíè Gn(s) i òî÷êè
pn(s). Òîäi |pn(s)(tm) − s(tm)| < 1/n äëÿ
m < n i s ∈ S. Âðàõóâàâøè (iii), îäåðæè-
ìî, ùî pn(s) → s. Ïîêëàäåìî π(s) = {pn(s):
n ∈ N} i τ(p) = Gn(s) äëÿ p = pn(s). Çðî-
çóìiëî, ùî s ∈ π(s) i p ∈ τ(p). Ïåðåâiðèìî,
ùî τ(PE), äå PE =

⋃
π(E), ëîêàëüíî ñêií-

÷åííà ïîçà E. Âiçüìåìî x0 ∈ X \ E. ßêùî
x0(t0) 6= 0 äëÿ äåÿêîãî t0 ∈ T \T0, òî ëîêàëü-
íà ñêií÷åííiñòü τ(PE) ⊆ G âèïëèâàc ç (iii).
Íåõàé òåïåð x0(t) = 0 äëÿ âñiõ t ∈ T \ T0.
Òîäi, îñêiëüêè x(t) = 0 äëÿ t ∈ T \ T0,
x ∈ E ⊆ X0 i x0 6∈ E, òî iñíóc ε > 0
i îêië U0 = {x: |x(tm) − x0(tm)| < ε äëÿ
m < n} òî÷êè x0 òàêi, ùî U0 ∩ E = Ø.
Íåõàé U = {x: |x(tm) − x0(tm)| < ε/2, ïðè
m < n}. Òîäi |{G ∈ τ(PE): G ∩ U 6= Ø}| ≤
|{Un(s): Un(s) ∩ U 6= Ø, n ∈ N, s ∈ S}. Àëå
|x(tm) − s(tm)| < 1/n äëÿ x ∈ Un(s). Òîìó
Un(s) ∩ U = Ø, ÿêùî n > 2/ε i s ∈ E. Îòæå,
ñèñòåìà {Un(s): Un(s)∩U 6= Ø, n ∈ N, s ∈ S}
ñêií÷åííà.

Ç ïîïåðåäíüî�� òåîðåìè i ðåçóëüòàòiâ ïðàöi
[3] âèïëèâàc íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Íåõàé ïðîñòið X c äîáó-
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òêîì äâîõ åáåðëåéíîâèõ ïðîñòîðiâ i g :
X → [0, +∞) � îáìåæåíà íàïiâíåïå-
ðåðâíà çâåðõó ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî�� ìíîæè-
íà g−1([0, +∞)) ñåïàðàáåëüíà é ìiñòèòüñÿ
â äîáóòêó íiäå íå ùiëüíèõ ìíîæèí. Òîäi
iñíóc íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → R
òàêà, ùî ωf = g.

4. Ç'ÿñócìî, ùî óìîâà ñåïàðàáåëüíîñòi íî-
ñiÿ â ïîïåðåäíié òåîðåìi íå c íåîáõiäíîþ,
ïðîòå âîíà c iñòîòíîþ.

Íåõàé T � íåçëi÷åííèé äèñêðåòíèé ïðî-
ñòið i X = α(T × αN), äå αZ = Z ∪ {∞}
� îäíîòî÷êîâà êîìïàêòèôiêàöiÿ ëîêàëüíî
êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó Z. Çðîçóìiëî, ùî X
� êîìïàêò Åáåðëåéíà, àäæå âiäîáðàæåííÿ
h : X → c0(T ), ÿêå âèçíà÷åíå çà ïðàâè-
ëîì h(∞) = 0, h((t,∞)) = χ{t}, h((t, n)) =

n
n+1

χ{t}, çäiéñíþc ãîìåîìîðôíå âêëàäåííÿ â
c0(T ). Íåõàé F = {(t,∞): t ∈ T} ∪ {∞}.
Çðîçóìiëî, ùî ìíîæèíà F çàìêíåíà, íiäå
íå ùiëüíà â X i íåñåïàðàáåëüíà. Ïîêëàäåìî
S = {(x, x): x ∈ F}. Íåõàé g = χS � õàðà-
êòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ S. Òîäi, âçÿâøè çà f
õàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ ìíîæèíè {(x, x):
x ∈ T × N}, îäåðæèìî, ùî f íàðiçíî íå-
ïåðåðâíà íà X2, ωf = g i íîñié suppg = S
íåñåïàðàáåëüíèé. Òàêèì ÷èíîì, óìîâà ñåïà-
ðàáåëüíîñòi suppg íå c íåîáõiäíîþ.

Íåõàé X i F òàêi, ÿê i ðàíiøå, Y = [0, 1] i
S = F × {0}. Ïîêëàäåìî g = χS. Äîâåäåìî,
ùî g íå c êîëèâàííÿì æîäíî�� íàðiçíî íåïå-
ðåðâíî�� ôóíêöi�� f : X×Y → R. Ìè ïîêàæå-
ìî íàâiòü áiëüøå, à ñàìå, ùî íå iñíóc íàðiçíî
íåïåðåðâíî�� ôóíêöi�� f , äëÿ ÿêî�� D(f) ⊇ S.
Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê. Òîäi iñíóc íàðiçíî
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f , ÿêà c ðîçðèâíîþ ó
âñiõ òî÷êàõ S. Íåõàé V � çëi÷åííà áàçà Y , à
G � çëi÷åííà áàçà R, ïðè÷îìó Ø 6∈ V i Ø 6∈ G.
Çàíóìåðócìî çëi÷åííó ìíîæèíó Ω âñiõ ÷å-
òâiðîê ω = (V, W,G, H) ∈ V×V×G×G òàêèõ,
ùî 0 ∈ V ⊇ W i G ∩H = Ø, ó ïîñëiäîâíiñòü
åëåìåíòiâ ωn = (Vn,Wn, Gn, Hn). Ðîçãëÿíå-
ìî ìíîæèíó Tn óñiõ òèõ t ∈ T , äëÿ ÿêèõ
f((t,∞) ∈ Gn äëÿ y ∈ Vn, à f((t,mt), y) ∈ Hn

äëÿ äåÿêîãî mt ∈ N i âñiõ y ∈ Wn. Îñêiëü-
êè f íàðiçíî íåïåðåðâíà i ðîçðèâíà íà S,
òî T =

⋃
Tn. Òîäi iñíóc íîìåð n òàêèé, ùî

Tn íåñêií÷åííà. Íåõàé ωn = (V, W,G, H),

x′t = (t,∞), x′′t = (t, nt). Òîäi f(x′t, y) ∈ G
i f(x′′t , y) ∈ H äëÿ t ∈ Tn i y ∈ W ⊆ V . Îò-
æå, ç òîãî, ùî ∞ ∈ {x′t ∈ Tn} ∩ {x′′t ∈ Tn},
âèïëèâàc, ùî f(∞, y) ∈ G ∩ H = Ø äëÿ
y ∈ W , ùî c íåìîæëèâèì. Òàêèì ÷èíîì,
óìîâà ñåïàðàáåëüíîñòi suppg iñòîòía.

Íà çàâåðøåííÿ ñòàòòi àâòîð âèñëîâëþc
ùèðó ïîäÿêó Â.Ê.Ìàñëþ÷åíêó i
Â.Â.Ìèõàéëþêó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷i i
ïîñòiéíó óâàãó äî öic�� ïðàöi.
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