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РЕГУЛЯРНИЙ ДВОВИМIРНИЙ C-ДРIБ З НЕРIВНОЗНАЧНИМИ
ЗМIННИМИ ДЛЯ ПОДВIЙНОГО СТЕПЕНЕВОГО РЯДУ

Дослiджено вiдповiднiсть мiж формальним подвiйним степеневим рядом i регулярним дво-
вимiрним C-дробом з нерiвнозначними змiнними. Побудовано алгоритм розвинення заданого
формального подвiйного степеневого ряду у вiдповiдний регулярний двовимiрний C-дрiб з
нерiвнозначними змiнними та встановлено умови iснування такого алгоритму.

We study the correspondence between a formal double power series and a regular two-
dimensional C-fraction with independent variables. As a result, we construct an algorithm for the
expansion of a given formal double power series into the corresponding regular two-dimensional
C-fraction with independent variables and find conditions for the existence of such an algorithm.

Одним iз методiв розвинення аналiти-
чних i мероморфних функцiй двох змiнних,
заданих формальним подвiйним степеневим
рядом (ФПСР), у гiллястi ланцюговi дроби
є побудова вiдповiдних таких дробiв [1–5].

Функцiя fn(z) = Pmn(z)/Qln(z), де Pmn(z)
i Qln(z) — багаточлени степенiв mn i ln вiдпо-
вiдно, n ≥ 1, Qln(0, 0) 6= 0, z = (z1, z2) ∈ C2,
називається вiдповiдною деякому ФПСР

L(z) = 1 +
∞∑

r,s=1

crsz
r
1z

s
2, (1)

де crs ∈ C, r ≥ 0, s ≥ 0, r + s ≥ 1, z ∈ C2,
з порядком вiдповiдностi νn, якщо розвине-
ння fn(z) у ФПСР збiгається з L(z) за всi-
ма однорiдними багаточленами до степеня
νn − 1 включно.

Послiдовнiсть {fn(z)} є вiдповiдною ряду
(1), якщо limn→+∞ νn = +∞.

Гiллястi ланцюговi дроби з двома нерiв-
нозначними змiнними виду

F0(z1) +

∞

D
s=1

a0sz2

Fs(z1)
, (2)

де

Fp(z1) = 1 +

∞

D
r=1

arpz1

1
, p ≥ 0,

ars, r ≥ 0, s ≥ 0, r + s ≥ 1, — комплекснi
сталi, ars 6= 0, r ≥ 0, s ≥ 0, r + s ≥ 1, z ∈ C2,
називаються регулярними двовимiрними C-
дробами з нерiвнозначними змiнними.

Вiдповiднiсть дробу (2) до ФПСР (1)
означає, що послiдовнiсть {gn(z)}, де gn(z)
— n-й пiдхiдний дрiб регулярного двовимiр-
ного C-дробу з нерiвнозначними змiнними
(2), є вiдповiдною до L(z).
Теорема 5. Для регулярного двовимiр-

ного C-дробу з нерiвнозначними змiнними
(2) iснує єдиний ФПСР виду (1), до якого
цей дрiб буде вiдповiдним. Порядок вiдпо-
вiдностi n-го пiдхiдного дробу gn(z) рiвний
νn = n + 1, i тому ФПСР Тейлора в точцi
z = (0, 0) для gn(z) має вигляд

gn(z) =

= 1 +
n∑

r,s=1

crsz
r
1z

s
2 +
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p,q=n+1

γ(n)
pq zp

1z
q
2, n ≥ 1,

де γ
(n)
pq ∈ C, p ≥ 0, q ≥ 0, p+q ≥ n+1, n ≥ 1,

z ∈ C2.

Доведення. проводиться за схемою до-
ведення теореми 1 [5].

Побудуємо та дослiдимо алгоритм розви-
нення заданого ФПСР (1) у вiдповiдний ре-
гулярний двовимiрний C-дрiб з нерiвнозна-
чними змiнними (2).

Позначимо c
(0)
rs = crs, r ≥ 0, s ≥ 0, r+s ≥

1. Ряд (1) за умови, що c
(0)
01 6= 0 запишемо у

виглядi L(z) = P0(z1) + c
(0)
01 z2R0(z), де при

n = 0

Pn(z1) = 1 +
∞∑

r=1

c
(n)
r0 zr

1,
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∞∑
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Нехай

H(0)
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20 (n) 6= 0, n ≥ 1, (3)

де при r = 1, 2
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(зауважимо, що H(0)
r0 (n) — це визначники

Ганкеля (порядку n), якi зв’язанi з фор-
мальним степеневим рядом P0(z1)). Тодi згi-
дно з теоремою 7.2 [6] iснують числа an0,
n ≥ 1, такi, що an0 6= 0, n ≥ 1, i
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,

де символ “∼” означає вiдповiднiсть мiж ря-
дом i дробом. Коефiцiєнти an0, n ≥ 1, обчи-
слюються за формулами

a. 10 = H(0)
10 (1),

a. 2n,0 = −H(0)
10 (n−1)H(0)

20 (n)

H(0)
10 (n)H(0)

20 (n−1)
,

a. 2n+1,0 = −H(0)
10 (n+1)H(0)

20 (n−1)

H(0)
10 (n)H(0)

20 (n)
,





(4)

де n ≥ 1, H(0)
r0 (0) = 1, r = 1, 2.

Нехай
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де при s = 1, 2
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Тодi згiдно з теоремою 7.2 [6] iснують числа
a′0n, n ≥ 1, такi, що a′0n 6= 0, n ≥ 1, i
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c
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Коефiцiєнти a′0n, n ≥ 1, обчислюються за
формулами

a. ′01 = H(0)
01 (1),

a. ′0,2n = −H(0)
01 (n−1)H(0)

02 (n)
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,
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(6)

де n ≥ 1, H(0)
0s (0) = 1, s = 1, 2.

Позначимо через

R′
0(z) = 1 +

∞∑
r,s=1

c(1)
rs zr

1z
s
2 (7)

— ряд, обернений до ряду R0(z). Коефiцi-
єнти ряду (7) однозначно визначаються за
допомогою рекурентних формул при h = 1

c(h)
rs = −

r+s∑
p,q=1

c
(h)
r−p,s−q

c
(h−1)
p,q+1

c
(h−1)
01

, (8)

де r ≥ 0, s ≥ 0, r + s ≥ 1, c
(h)
00 = 1, причо-

му c
(h)
kl = 0, якщо k < 0 або l < 0. Ряд (7)

за умови, що c
(1)
01 6= 0, запишемо у виглядi

R′
0(z) = P1(z1) + c

(1)
01 z2R1(z). Тодi
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1

P. 1(z1) + c
(1)
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.

Оскiльки c
(0)
01 = a′01, то покладемо a01 = a′01.

Нехай при h = 1
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Тодi згiдно з теоремою 7.2 [6] iснують числа
an1, n ≥ 1, такi, що an1 6= 0, n ≥ 1, i
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c
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Коефiцiєнти an1, n ≥ 1, обчислюються за
формулами при h = 1

a. 1h = H(h)
11 (1),

a. 2n,h = −H(h)
11 (n−1)H(h)

21 (n)
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11 (n)H(h)
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,

a. 2n+1,h = −H(h)
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,





(10)

де n ≥ 1, H(h)
r1 (0) = 1, r = 1, 2. Оскiльки

c
(1)
01 = −c

(0)
02 /c

(0)
01 = a′02, то покладемо a02 =

a′02.

Обчислюючи далi коефiцiєнти c
(h)
rs , r ≥

0, s ≥ 0, r + s ≥ 1, h ≥ 3, за допомогою ре-
курентних формул (8) i продовжуючи про-
цес iтерацiї, за умов (3), (5) i умов (9) при
h ≥ 1, для ряду (1) отримаємо дрiб (2), де
an0, n ≥ 1, i anh, n ≥ 1, h ≥ 1, визнача-
ються за формулами (4) i (10) вiдповiдно;
a0n = a′0n, n ≥ 1, де a′0n, n ≥ 1, визначаються
за формулами (6).

Таким чином, побудовано алгоритм обчи-
слення коефiцiєнтiв дробу (2), якщо зада-
нi коефiцiєнти ряду (1). Вiдповiднiсть дробу
(2) до ряду (1) доводиться за схемою, запро-
понованою в роботi [5].

Отже, справджується теорема:

Теорема 6. Регулярний двовимiрний C-
дрiб з нерiвнозначними змiнними (2) є вiд-
повiдним заданому ФПСР (1) тодi i лише
тодi, коли виконуються умови (3), (5) i
умови (9) при h ≥ 1.

Приклад 1. Функцiя
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має в точцi z = (0, 0) ФПСР вигляду

L∗(z) = 1+
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2p− 1
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)s

,

де αp, 1 ≤ p ≤ r, r ≥ 1, — цiлi невiд’-
ємнi числа, α(r) = α1 + 2α2 + · · · + rαr,
α′(r) = α2 + 2α3 + · · ·+ (r− 1)αr, r ≥ 1. Кое-
фiцiєнти цього подвiйного степеневого ряду
задовольняють умови теореми 2. Застосо-
вуючи вище побудований алгоритм, отри-
муємо дрiб виду (2), де a1s = a01 = 1,
ars = a0r = (r − 1)2/[(2r − 3)(2r − 1)], r ≥
2, s ≥ 0, який за теоремою 2 є вiдповiдним
в точцi z = (0, 0) ФПСР L∗(z).

Запропонований алгоритм надає зручну
чисельну процедуру обчислення коефiцiєн-
тiв регулярних двовимiрних C-дробiв з не-
рiвнозначними змiнними, вiдповiдних до за-
даного ФПСР, i може бути узагальнений на
випадок довiльного числа змiнних.
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