
ÓÄÊ 517.983

c©1999 ð. H.C. Ëií÷óê, Ñ.Ñ. Ëií÷óê
×åðíiâåöüêèé äåðæàâíèé óíiâåðñèòåò iì.Þ.Ôåäüêîâè÷à, ×åðíiâöi

ÏÐÎ ÎÄÈÍ ÊËÀÑ ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ Ó ÏÐÎÑÒÎÐI
ÀÍÀËIÒÈ×ÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

Â êëàñi ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó ïðîñòîðàõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, âè-
â÷àþòüñÿ äåÿêi îïåðàòîðíi ðiâíÿííÿ, ÿêi ìiñòÿòü ðiçíèöåâi îïåðàòîðè òà îïåðàòîðè ìíîæåííÿ
íà àíàëiòè÷íi ôóíêöi��.

Some operational equations which contain di�erent operators and the operators of multipli-
cation on the analytical functions are studied in a class of the linear continuous operators on the
spaces of the analytical functions.

Íåõàé G � äîâiëüíà îáëàñòü ðîçøèðå-
íî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. ×åðåç H(G) ïî-
çíà÷èìî ïðîñòið óñiõ àíàëiòè÷íèõ â îáëà-
ñòi G ôóíêöié, ùî íàäiëåíèé òîïîëî-
ãi¹þ êîìïàêòíî¨ çáiæíîñòi, à ñèìâîëîì
L(H(G1), H(G2)) � ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ
íåðåðåâíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ç H(G1) â
H(G2).

Òóò âèâ÷àþòüñÿ äåÿêi îïåðàòîðíi ðiâíÿí-
íÿ, ùî ìiñòÿòü ðiçíèöåâi îïåðàòîðè òà îïå-
ðàòîðè ìíîæåííÿ íà àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨.
Ç öi¹þ ìåòîþ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ iíòåãðàëü-
íå çîáðàæåííÿ Êåòå [1] îïåðàòîðiâ ç êëàñó
L(H(G1), H(G2)), çà ÿêèì ìiæ îïåðàòîðàìè
T ∈L(H(G1), H(G2)) i ëîêàëüíî àíàëiòè÷íè-
ìè íà ìíîæèíi CG1 × G2 ôóíêöiÿìè t(λ, z)
iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü, ÿêà
âñòàíîâëþ¹òüñÿ ôîðìóëîþ

t(λ, z) = T

[
1

λ− z̃

]
. (1)

Ïðè öüîìó ôóíêöiÿ t(λ, z), ÿêà âèçíà÷à¹-
òüñÿ ôîðìóëîþ (1), íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ îïåðàòîðà T .

Íåõàé H ′(G) � ïðîñòið óñiõ ëiíiéíèõ íå-
ïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà H(G). Äëÿ ôóí-
êöiîíàëó L ∈ H ′(G) ôóíêöiÿ

l(λ) = L

[
1

λ− z

]
, (2)

íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íîþ . Âiäîìî, ùî
ôîðìóëîþ (2) âñòàíîâëþ¹òüñÿ âçà¹ìíî îäíî-
çíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ ïðîñòîðîì H ′(G) i

ïðîñòîðîì H(CG) � ëîêàëüíî àíàëiòè÷íèõ
íà ìíîæèíi CG ôóíêöié ( ÿêi äîðiâíþþòü
íóëåâi â íåñêií÷åííî âiääàëåíié òî÷öi, ÿêùî
îñòàííÿ íàëåæèòü G ).

Íåõàé G � äîâiëüíà îáëàñòü êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó 0. Îïåðàòîð
Ïîìì'¹ íåïåðåðâíî äi¹ â H(G) çà ïðàâèëîì
(∆f)(z) = f(z)−f(0)

z
. Íåõàé ôóíêöiÿ ψ(λ) òà-

êà, ùî ôóíêöiÿ äâîõ çìiííèõ t(λ, z) = ψ(λ)
λ−z

¹
ëîêàëüíî àíàëiòè÷íîþ íà ìíîæèíi CG × G.
Òîäi ôîðìóëîþ

(ψ(∆)g)(z) =
1

2πi

∫

γn

ψ(λ)

λ− z
g(λ)dλ (3)

âèçíà÷à¹òüñÿ îïåðàòîð
ψ(∆) ∈L(H(G), H(G)), ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ
ôóíêöi¹þ âiä îïåðàòîðà Ïîìì'¹ (êîí-
òóð iíòåãðóâàííÿ γn â (3) âèáèðà¹òüñÿ
çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ëîêàëüíî àíàëiòè-
÷íî¨ ôóíêöi¨ t(λ, z) [1]). Ó âèïàäêó, êîëè
ψ(λ) =

m∑
k=0

pkλ
−k, à îáëàñòü G ìiñòèòü òî÷êó

0, òî ψ(∆) =
m∑

k=0

pk∆
k. ßê äîâåäåíî â [2],

ôîðìóëîþ

(Tf)(z) = Lζ

[
zf(z)− ζf(ζ)

z − ζ

]
, (4)

äå L ∈ H ′(G), âèçíà÷à¹òüñÿ çàãàëüíèé âè-
ãëÿä îïåðàòîðiâ T ∈L(H(G), H(G)), ÿêi êî-
ìóòóþòü ç îïåðàòîðîì ∆. Îïåðàòîð (4) ¹
ôóíêöi¹þ âiä îïåðàòîðà Ïîìì'¹, îñêiëüêè
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éîãî õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ çáiãà¹òüñÿ ç
λl(λ)
λ−z

, äå l(λ) � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ
ôóíêöiîíàëà L. Òàêèì ÷èíîì, êîìóòàíò îïå-
ðàòîðà ∆ â H(G) çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ
îïåðàòîðiâ, ÿêi ¹ ôóíêöiÿìè âiä îïåðàòîðà
∆.

Íåõàé G �äîâiëüíà îáëàñòü â C. Äëÿ ôi-
êñîâàíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ H(G) îïåðàòîð ìíî-
æåííÿ (Uϕf)(z) = ϕ(z)f(z) íåïåðåðâíî äi¹ â
H(G). Â ïðàöÿõ [2], [3] ó âèïàäêó äîâiëüíèõ
îáëàñòåé G1 òà G2 ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ
îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü âèäó

TUϕ1 = Uϕ2T,

Tψ1(∆) = ψ2(∆)T

â êëàñi ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ
T ∈L(H(G1), H(G2)). Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïðè-
ðîäíî âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî âèâ÷åííÿ òàêèõ
îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü:

Tψ(∆) = UϕT, (5)

TUϕ = ψ(∆)T. (6)

Àëå íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî ðiâ-
íÿííÿ (5) â íåòðèâiàëüíîìó âèïàäêó ìà¹ ëè-
øå íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê. Íàáàãàòî çìiñòîâíi-
øèì ¹ ðiâíÿííÿ (6), ÿêå i ¹ ïðåäìåòîì äîñëi-
äæåííÿ öi¹¨ ñòàòòi. Çàóâàæèìî ùå, ùî â [4]
ìàòðè÷íèì ìåòîäîì âèâ÷åíî ðiâíÿííÿ âèäó
TUzp = ∆pT (p ∈ N) â êëàñi ëiíiéíèõ íå-
ïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó ïðîñòî-
ði ôóíêöié, ÿêi àíàëiòè÷íi â êðóãîâèõ îáëà-
ñòÿõ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé G1 i G2 � äîâiëüíi
îáëàñòi ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè,
ϕ ∈ H(G1), à ψ(∆) ∈L(H(G2), H(G2)). Äëÿ
òîãî ùîá îïåðàòîð T ∈L(H(G1), H(G2))
ç õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ t(λ, z) áóâ
ðîçâ'ÿçêîì îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ (6), íå-
îáõiäíî i äîñèòü, ùîá

[ϕ(λ)− ψ(z)]t(λ, z) = t1(λ, z) + t2(λ, z), (7)

äå ôóíêöi¨ t1(λ, z) i t2(λ, z) ¹ àíàëiòè÷íèìè
âiäïîâiäíî íà ìíîæèíàõ CG1 × CG2, i G1 ×
G2.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòè-
ìî, ùî îïåðàòîð T ∈L(H(G1), H(G2)) çàäî-
âîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (6). ×åðåç t̃(λ, z) ïîçíà-
÷èìî õàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ îïåðàòîðà

ψ(∆)T . Çàôiêñó¹ìî n òàê, ùîá ôóíêöiÿ ψ(λ)
λ−z

áóëà àíàëiòè÷íîþ ïðè λ ∈ CG(2)

n i z ∈ G
(2)
n .

Íåõàé γn+1 = ∂G
(2)
n+1 [1]. Òîäi äëÿ z ∈ G

(2)
n+1 i

g ∈ H(G2), çãiäíî ç (3), ìà¹ìî

(ψ(∆)g)(z) =
1

2πi

∫

γn+1

ψ(τ)

τ − z
g(τ)dτ.

Çà ÷èñëîì n + 1 âèáåðåìî íîìåð N(n + 1)
òàêèì, ùîá õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ t(λ, z)
îïåðàòîðà T áóëà àíàëiòè÷íîþ ïðè λ ∈
CG(1)

N(n+1) i z ∈ G
(2)
n+1. Òîäi äëÿ λ ∈ CG(1)

N(n+1) i
z ∈ G

(2)
n+1\G

(2)

n îäåðæèìî

t̃(λ, z) =
1

2πi

∫

γn+1

t(λ, τ)
ψ(τ)

τ − z
dτ =

= ψ(z)t(λ, z) +
1

2πi

∫

γn+1

t(λ, τ)
ψ(τ)− ψ(z)

τ − z
dτ.

Çðîçóìiëî, ùî ôóíêöiÿ

t1(λ, z) =
1

2πi

∫

γn+1

t(λ, τ)
ψ(τ)− ψ(z)

τ − z
dτ

¹ àíàëiòè÷íîþ ïðè λ ∈ CG(1)

N(n+1) i z ∈CG(2)
n ;

òîìó ôóíêöiÿ t1(λ, z) àíàëiòè÷íà íà ìíîæè-
íi CG1 × CG2.

Ç iíøîãî áîêó, t̃(λ, z) � õàðàêòåðèñòè-
÷íà ôóíêöiÿ îïåðàòîðà TUϕ. Òîìó äëÿ λ ∈
CG(1)

N(n+1)+1 ∩G1 i z ∈ G
(2)
n+1 ìà¹ìî

t̃(λ, z) =
1

2πi

∫

γn+1

t(τ, z)
ϕ(τ)

λ− τ
dτ =

= ϕ(λ)t(λ, z) +
1

2πi

∫

γn+1

t(τ, z)
ϕ(τ)− ϕ(λ)

λ− τ
dτ.

Àëå ôóíêöiÿ t2(λ, z) =
1

2πi

∫
γn+1

t(τ, z)ϕ(λ)−ϕ(τ)
λ−τ

dτ ¹ àíàëiòè÷íîþ

ïðè λ ∈ G1 i z ∈ G
(2)
n+1, à çíà÷èòü, i íà

ìíîæèíi G1 × G2. Ïðèðiâíþþ÷è îäåðæà-
íi âèðàçè äëÿ t̃(λ, z), ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî
ïðè λ ∈ CG(1)

N(n+1)+1 ∩ G1 i z ∈ G
(2)
n+1\G

(2)

n

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (7).
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Äîñòàòíiñòü. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíî âçÿ-
òå íàòóðàëüíå ÷èñëî n. Òîäi ïðè λ ∈
CG(1)

N(n+2)+1 ∩ G1 i z ∈ G
(2)
n+2\G

(2)

n+1 âèêîíó¹-
òüñÿ ðiâíiñòü (7). Íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíî-
ñòi ââàæàòèìåìî, ùî ôóíêöiÿ ψ(λ)

λ−z
¹ àíà-

ëiòè÷íîþ íà ìíîæèíi CG(2)

n) × G
(2)
n . Íåõàé

Γn+1 = ∂G
(2)
n+2. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨

g ∈ H(G1) i z ∈ G
(2)
n+1 ìà¹ìî

(ψ(∆)Tg)(z) =
1

2πi

∫

Γn+1

ψ(λ)

λ− z
(Tg)(λ)dλ.

(8)
Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ëîêàëüíî àíàëiòè÷íî¨
íà ìíîæèíi CG1×G2 ôóíêöi¨ t(λ, z), äëÿ ÷è-
ñëà n + 2 iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî N(n + 2)
òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ g ∈ H(G1)

ïðè z ∈ G
(2)
n+2

(Tg)(z) =
1

2πi

∫

γn

t(τ, z)g(τ)dτ, (9)

äå γn = ∂G
(1)
N(n+2)+1. Òîäi, çãiäíî ç (8) òà (9), ç

óðàõóâàííÿì (7) îäåðæèìî, ùî ïðè z ∈ G
(2)
n+1

(ψ(∆)Tg)(z) =

=
1

(2πi)2

∫

Γn+1

ψ(λ)

λ− z
dλ

∫

γn

t(τ, λ)g(τ)dτ =

=
1

(2πi)2

∫

γn

g(τ)dτ(

∫

Γn+1

ψ(λ)− ϕ(τ)

λ− z
t(τ, λ)dλ+

∫

Γn+1

ϕ(τ)t(τ, λ)

λ− z
dλ) =

1

2πi

∫

γn

t(τ, z)ϕ(τ)g(τ)dτ−

− 1

(2πi)2

∫

γn

g(τ)dτ

∫

Γn+1

t1(τ, λ)

λ− z
dλ−

− 1

(2πi)2

∫

γn

g(τ)dτ

∫

Γn+1

t2(τ, λ)

λ− z
dλ =

= (TUϕg)(z).

Òåîðåìà 1 äîâåäåíà.
Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 1 äî êîíêðåòíèõ îïå-

ðàòîðíèõ ðiâíÿíü.

Òåîðåìà 2. Íåõàé G1 i G2 � äîâiëü-
íi îáëàñòi ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùè-
íè, ïðè÷îìó 0 ∈ G2, à k � ôiêñîâàíå íå-
íóëüîâå êîìïëåêñíå ÷èñëî. Äëÿ òîãî ùîá
îïåðàòîð T ç êëàññó L(H(G1), H(G2)) áóâ
ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ TUz = k∆T , íåîáõiäíî
i äîñèòü, ùîá iñíóâàëà àíàëiòè÷íà íà ìíî-
æèíi G2∪(k(CG1)

−1) ôóíêöiÿ ϕ(z) òàêà, ùî

(Tf)(z) =
1

2πi

∫

γn

zϕ(z)− k
λ
ϕ( k

λ
)

λz − k
f(λ)dλ,

(10)
äå f � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó H(G1),
z ∈ G

(2)
n , à êîíòóð γn âèáðàíî çãiäíî ç îçíà-

÷åííÿì ëîêàëüíî àíàëiòè÷íî¨ íà ìíîæèíi
CG1 ×G2 ôóíêöi¨

t(λ, z) =
zϕ(z)− k

λ
ϕ( k

λ
)

λz − k
.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòè-
ìî, ùî îïåðàòîð T ∈ L(H(G1), H(G2)) ç õà-
ðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ t(λ, z) çàäîâîëü-
íÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ TUz = k∆T . Òîäi ïðè
λ ∈CG1 i z ∈ G2 ìà¹ìî

(λz − k)t(λ, z) = zϕ(z)− kψ(λ), (11)

äå ϕ ∈ H(G2), ψ ∈ H(CG1). Ç ðiâíîñòi
(11) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî z ç äåÿêî-
ãî äîñèòü ìàëîãî îêîëó òî÷êè z0 = 0 ëiâà
÷àñòèíà ðiâíîñòi (11) äîðiâíþ¹ íóëåâi ïðè
λ = k

z
∈CG1. Òîìó äëÿ òàêèõ z

zϕ(z)− kψ(
k

z
) = 0. (12)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ k
z
ϕ(k

z
) ¹ àíàëiòè÷íîþ íà

ìíîæèíi k(CG1)
−1 i â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè

z0 = 0 âîíà çáiãà¹òüñÿ ç ϕ(z), òî ϕ(z) îäíî-
çíà÷íî ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ôóíêöi¨, àíàëiòè-
÷íî¨ íà ìíîæèíi G2 ∪ (k(CG1)

−1). Çà òåî-
ðåìîþ ¹äèíîñòi äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié,
îäåðæó¹ìî, ùî ψ(λ) = 1

λ
ϕ( k

λ
). Òîìó

t(λ, z) =
zϕ(z)− k

λ
ϕ( k

λ
)

λz − k
.

Âiäíîâëþþ÷è çà õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi-
¹þ t(λ, z) äiþ îïåðàòîðà T íà äîâiëüíó ôóí-
êöiþ f ∈ H(G1), îäåðæèìî, ùî T ïîäà¹òüñÿ
ó âèãëÿäi (10).

Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 1999. Âèïóñê 46. Ìàòåìàòèêà. 69



Ïðî îäèí êëàñ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü ó ïðîñòîði àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

Äîñòàòíiñòü óìîâ òåîðåìè 2 ïåðåâiðÿ¹-
òüñÿ áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåííÿì.

Ó ïðàöi [5] ïðè äîñëiäæåííi óìîâ åêâiâà-
ëåíòíîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ñêií-
÷åííîãî ïîðÿäêó ðîçãëÿäàëàñÿ òàêîæ çàäà÷à
ïðî îïèñàííÿ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðà-
òîðiâ òà içîìîðôiçìiâ, ùî äiþòü ó ïðîñòîði
öiëèõ ôóíêöié i êîìóòóþòü çi ñòåïåíåì îïå-
ðàòîðà äèôåðåíöiþâàííÿ D = d

dz
. Ïðè öüî-

ìó ïî ñóòi ÿê î÷åâèäíèé âèêîðèñòîâóâàâñÿ
òàêèé ôàêò: îïåðàòîð T ∈L(H(C), H(C)) ¹
ðîçâ'ÿçêîì îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ TDm =
DmT, m ∈ N , òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè T =
m−1∑
j=0

Tj, äå êîæåí ç îïåðàòîðiâ Tj çàäîâîëü-
íÿ¹ âiäïîâiäíå îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ TjD =
wjDTj, à w = exp(2πi

m
). Íà ïîìèëêîâiñòü öüî-

ãî òâåðäæåííÿ âïåðøå âêàçàâ Ì.I.Íàãíèáiäà
[6], ÿêèé äàâ ïîâíå i ïðàâèëüíå ðîçâ'ÿçàííÿ
ñôîðìóëüîâàíî¨ çàäà÷i.

ßê çàñòîñóâàííÿ òåîðåì 1 i 2 âñòàíîâè-
ìî, ùî äëÿ ðiâíÿíü, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ â öié
ñòàòòi, òâåðäæåííÿ, àíàëîãi÷íå íàâåäåíîìó
âèùå ôàêòó ç [5], ¹ ïðàâèëüíèì.

Òåîðåìà 3. Íåõàé G1 i G2 � äîâiëü-
íi îáëàñòi ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùè-
íè, ïðè÷îìó 0 ∈ G2, à m � ôiêñîâàíå íà-
òóðàëüíå ÷èñëî. Äëÿ òîãî ùîá îïåðàòîð
T ∈L(H(G1), H(G2)) áóâ ðîçâ'çêîì ðiâíÿí-
íÿ

TUzm = ∆mT, (13)

íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá éîãî ìîæíà áóëî
ïîäàòè ó âèãëÿäi

T =
m−1∑
j=0

Tj,

äå îïåðàòîð Tj ∈L(H(G1), H(G2)) çàäîâîëü-
íÿ¹ ðiâíÿííÿ TUz = wj∆T, j = 0,m− 1.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîð
T ∈L(H(G1), H(G2)) ç õàðàêòåðèñòè÷íîþ
ôóíêöi¹þ t(λ, z) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (13).
Íåõàé n � äîâiëüíå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå
÷èñëî, à N(n) � âèáðàíå çãiäíî ç îçíà÷åííÿì
ëîêàëüíî àíàëiòè÷íî¨ íà ìíîæèíi CG1 × G2

ôóíêöi¨ t(λ, z). Ïîäiÿâøè îáîìà ÷àñòèíàìè
ðiâíîñòi (13) íà ôóíêöiþ 1

λ−z
, îäåðæèìî, ùî

ïðè z ∈CG(1)

N(n)+1 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(λmzm − 1)t(λ, z) =

= zm

m−1∑

k=0

ϕk(z)λm−1−k −
m−1∑

k=0

ψk(λ)zk, (14)

äå ϕk(z) = Tzk ∈ H(G2), à ψk(z) =
1
k!

∂kt
∂λk (λ, 0) ∈ H(CG1), k = 0,m− 1. Ç ðiâíî-

ñòi (14) âèïëèâà¹, ùî äëÿ z ç äåÿêîãî îêîëó
òî÷êè z0 = 0 ïðè êîæíîìó j, j = 0,m− 1,
âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

m−1∑

k=0

zkw−j(k+1)ϕk(z) =
m−1∑

k=0

zk−1ψk(
wj

z
). (15)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ
m−1∑
k=0

zk−1ψk(
wj

z
) ¹ àíàëiòè-

÷íîþ ïðè z ∈ wj(CG(1)

N(n)+1)
−1, òî ç (15) âè-

ïëèâà¹, ùî êîæíà ç ôóíêöié

gj(z) =
m−1∑

k=0

zkw−j(k+1)ϕk(z), j = 0, m− 1,

(16)
îäíîçíà÷íî ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ôóíêöi¨, àíà-
ëiòè÷íî¨ íà ìíîæèíi G

(2)
n ∪(wj(CG(1)

N(n)+1)
−1).

Òîäi ç (14)�(16) îäåðæèìî, ùî õàðà-
êòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ t(λ, z) ïðè z ∈
G

(2)
n , λ ∈CG(1)

N(n)+1 ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

t(λ, z) =
m−1∑
j=0

wj

m

zgj(z)− wj

λ
gj(

wj

λ
)

λz − wj
. (17)

Îñêiëüêè êîæíà ç ôóíêöié gj(z), j =
0,m− 1, ¹ àíàëiòè÷íîþ íà ìíîæèíi G2 ∪
(wj(CG1)

−1), òî çà òåîðåìîþ 2 ôóíêöiÿ

tj(λ, z) =
wj

m

zgj(z)− wj

λ
gj(

wj

λ
)

λz − wj

¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ îïåðàòîðà
Tj ∈L(H(G1), H(G2)), ùî çàäoâîëüíÿ¹ ñïiâ-
âiäíîøåííÿ TjUz = wj∆Tj, j = 0,m− 1.

Êðiì òîãî, ç (17) îäåðæó¹ìî, ùî T =
m−1∑
j=0

Tj.

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíà íåîáõiäíiñòü óìîâ
òåîðåìè 3, à ¨õ äîñòàòíiñòü ¹ î÷åâèäíîþ.
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