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ÁIÔÓÐÊÀÖIß ÑÒÀÍÓ ÐIÂÍÎÂÀÃÈ ÑÈÍÃÓËßÐÍÎ ÇÁÓÐÅÍÎ�I
ÏÀÐÀÁÎËI×ÍÎ�I ÑÈÑÒÅÌÈ Ç ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÈÌ ÀÐÃÓÌÅÍÒÎÌ

Ðîçãëÿäàcòüñÿ ñèíãóëÿpíî çáópåíà ñèñòåìà íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç ïåðåòâî-
ðåíèì àðãóìåíòîì. Äîâåäåíî iñíóâàííÿ iíòåãpàëüíèõ ìíîãîâèäiâ. Äîñëiäæåíà áiôópêàöiÿ ií-
âàpiàíòíîãî òîpà iç ñòàíó piâíîâàãè.

A singularly perturbed system of nonlinear parabolic equations with transformed argument is
considered. The existence of an integral manifold is proved. The bifurcation of an invariant torus
from the equilibrium point is investigated.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó íåëiíiéíèõ ñèíãóëÿð-
íî çáóðåíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç ïåðå-
òâîðåíèì àðãóìåíòîì

L(ε)∂tu = D(t)∂2
xu + A(t)u + B(t)u∆+

+f(t, x, u, u∆) (1)

i ç ïåðiîäè÷íîþ óìîâîþ

u(t, x + 2π) = u(t, x). (2)

Òóò L(ε) = diag[Em, εEp],m + p = n, ε � ìà-
ëèé äîäàòíèé ïàðàìåòð, u∆ = u(t, x−∆), ∆
� çñóâ àðãóìåíòó, ìàòðèöi D(t), A(t), B(t) i
ôóíêöiÿ f : R2n+2 → Rn ï'ÿòü ðàç íåïåðåðâ-
íî äèôåðåíöiéîâíi çà âñiìà àðãóìåíòàìè i
2π - ïåðiîäè÷íi âiäíîñíî t, x, f(t, x, u, v) =
O(|u|2 + |v|2) ïðè |u| + |v| → 0. Òîìó ôóí-
êöiÿ f(t, x, u, v) çàäîâîëüíÿc óìîâè

f(t, x, 0, 0) = 0, |f(t, x, u, v)− f(t, x, u′, v′)| ≤

≤ ν
(|u− u′|2 + |v − v′|2)1/2

, (3)

äå |u| ≤ ρ, |u′| ≤ ρ, |v| ≤ ρ, |v′| ≤ ρ,
|u|2 = u1

1 + . . . + u2
n, ïðè÷îìó ñòàëà Ëiïøè-

öÿ ν ìîæå áóòè çðîáëåíà ÿê çàâãîäíî ìà-
ëîþ ïðè çìåíøåííi ρ. Ôóíêöiþ f(t, x, u, v)
ìîæíà äîâèçíà÷èòè ïîçà îáëàñòþ {{u, v} ⊂
Rn| |u| ≤ ρ, |v| ≤ ρ} òàê, ùîá óìîâè (3)
âèêîíóâàëèñÿ ó âñüîìó ïðîñòîði. Íåõàé ìà-
òðèöÿ L−1(ε)D(t) äîäàòíî âèçíà÷åíà.

Ïîðÿä ç (1) ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó ñèñòåìó

L(ε)∂tu = D(t)∂2
xu + A(t)u + B(t)u∆. (4)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4), (2) øóêàòèìåìî ó
âèãëÿäi ðÿäó Ôóð'c â êîìïëåêñíié ôîðìi

u(t, x) =
∞∑

k=−∞
yk(t) exp(−ikx), (5)

äå y−k(t) = ȳk(t). Ïiäñòàâëÿþ÷è (5) â (4) i
çðiâíþþ÷è êîåôiöicíòè ïðè exp(−ikx), îäåð-
æèìî çëi÷åííó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü âiäíîñíî êîåôiöicíòiâ ðÿäó Ôóð'c

L(ε)dyk/dt = Mk(t)yk(t), k = 0,±1, . . . , (6)

äå Mk(t) = −k2D(t) + A(t) + B(t) exp(ik∆).
Ïîçíà÷èìî

yk =

[
vk

uk

]
, D(t) =

[
D1(t) D2(t)
D3(t) D4(t)

]
, A(t) =

=

[
A1(t) A2(t)
A3(t) A4(t)

]
, B(t) =

[
B1(t) B2(t)
B3(t) B4(t)

]
,

äå vk ∈ Rm, uk ∈ Rp, ìàòðèöi D1, A1, B1 ìà-
þòü ðîçìiðíiñòü m×m, ìàòðèöi D2, A2, B2

� ðîçìiðíiñòü m × p, ìàòðèöi D3, A3, B3 �
ðîçìiðíiñòü p×m, ìàòðèöi D4, A4, B4 � ðîç-
ìiðíiñòü p× p. Òîäi ñèñòåìó (6) ìîæíà ïåðå-
ïèñàòè ó âèãëÿäi

dvk/dt = Mk1(t)vk + Mk2(t)uk,

εduk/dt = Mk3(t)vk + Mk4(t)uk,
(7)

äå Mkq = −k2Dq(t) + Aq(t) +
Bq(t) exp(ik∆), q = 1, 2, 3, 4.

Ëåìà 1. Íåõàé âèêîíócòüñÿ óìîâà
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1) Âñi êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿí-
íÿ det(Mk4(t) − λE) = 0, k = 0,±1, . . . , ëå-
æàòü ó ïiâïëîùèíi Reλ < 0.

Òîäi çíàéäåòüñÿ òàêå ε0 > 0, ùî ïðè
0 < ε < ε0 iñíóc iíòåãðàëüíèé ìíîãîâèä ñè-
ñòåìè (7), ÿêèé ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿ-
äi uk = h(t, ε)vk, äå h(t, ε) = h0(t) + εh1(t) +
O(ε2), h0(t) = −M−1

k4 (t)Mk3(t), h1(t) =
M−1

k4 [dh0/dt + h0Mk1(t) + h0Mk2(t)h0].
Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ iíòåãðàëüíî-

ãî ìíîãîâèäó äîâîäèòüñÿ òàê, ÿê â [1].
Ìàòðèöÿ-ôóíêöiÿ h çàäîâîëüíÿc äèôåðåí-
öiàëüíå ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi

εdh/dt + εhMk1(t) + εhMk2(t)h =

= Mk3(t) + Mk4(t)h. (8)

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (8) ìîæíà øóêàòè ó âè-
ãëÿäi ðÿäó h(t, ε) = h0(t)+εh1(t)+. . ., çâiäêè
çíàõîäÿòüñÿ ôóíêöi�� h0(t) òà h1(t).

Ëåìà äîâåäåíà.
Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1), (2) áóäåìî øóêà-

òè ó âèãëÿäi ðÿäó (5). Ïiäñòàâëÿþ÷è (5) â
(1) i çðiâíþþ÷è êîåôiöicíòè ïðè exp(−ikx),
k ∈ Z, îäåðæèìî çëi÷åííó ñèñòåìó äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî êîåôiöicíòiâ ðÿäó
Ôóð'c

L1(ε)dy/dt = M(t)y + F (t, y), (9)

äå y = (y0, y1, y−1, . . .)
T , L1(ε) òà M(t) � íå-

ñêií÷åííi áëî÷íî-äiàãîíàëüíi ìàòðèöi ç áëî-
êàìè L(ε) òà Mk(t), k = 0,±1, . . . , âiäïî-
âiäíî; F (t, y) = (f0, f1, f−1, . . .)

T � íåëiíiéíà
ôóíêöiÿ, ïðè÷îìó fk c êîåôiöicíòàìè ïðè
exp(−ikx) ðîçêëàäó ôóíêöi�� f(t, x, u, u∆) â
ðÿä Ôóð'c.

Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ F (t, y)
çàäîâîëüíÿc óìîâó Ëiïøèöÿ ïî y. Ââå-
äåìî â ïðîñòîði ïîñëiäîâíîñòåé íîðìó

|y| =

( ∞∑
k=−∞

|yk|2
)1/2

. Ðîçãëÿíåìî iíøèé âå-

êòîð z = (z0, z1, z−1, . . .)
T êîåôiöicíòiâ Ôóð'c

ðîçâ'ÿçêó v(t, x) ðiâíÿííÿ (1) i âiäïîâiäíèé
éîìó âåêòîð F (t, z) = (g0, g1, g−1, . . .)

T .
Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ, îäåð-
æèìî

|F (t, y)− F (t, z)| =
( ∞∑

k=−∞
|fk − gk|2

)1/2

=

=


 1

2π

2π∫

0

|f(t, x, u, u∆)−

−f(t, x, v, v∆)|2dx

)1/2

≤

≤ ν


 1

2π

2π∫

0

(|u− v|2 + |u∆ − v∆|2
)
dx




1/2

=

= ν

(
2

∞∑

k=−∞
|yk − zk|2

)1/2

=
√

2ν|y − z|.

Îòæå, ôóíêöiÿ F çàäîâîëüíÿc óìîâó Ëiïøè-
öÿ iç ñòàëîþ

√
2ν.

Ïåðåïèøåìî ñèñòåìó (9) ó âèãëÿäi ñèñòå-
ìè ðiâíÿíü

L(ε)dyk/dt = Mk(t)yk + fk(t, y)

àáî ó âèãëÿäi

dvk/dt = Mk1(t)vk + Mk2(t)uk+

+Vk(t, v, u), εduk/dt =

= Mk3(t)vk + Mk4(t)uk + Uk(t, v, u),

(10)

äå yk = (vk, uk)
T , fk = (Vk, Uk)

T .
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

Mk3(t)vk + Mk4(t)uk + Uk(t, v, u) = 0. (11)

Çà òåîðåìîþ ïðî íåÿâíó ôóíêöiþ â äåÿêî-
ìó îêîëi ïî÷àòêó êîîðäèíàò iñíóc ðîçâ'ÿ-
çîê u = ϕ(t, v) ñèñòåìè (11); ôóíêöiÿ ϕ(t, v)
ï'ÿòü ðàç íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà çà âñi-
ìà àðãóìåíòàìè, ïðè÷îìó ϕ(t, 0) = 0.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ áiôóðêàöi�� ñòàíó ðiâíî-
âàãè ñèñòåìè (10) ïîáóäócìî âiäïîâiäíå ðiâ-
íÿííÿ íà ìíîãîâèäi ç òî÷íiñòþ äî ÷ëåíiâ ïî-
ðÿäêó O(ε) â ëiíiéíié ÷àñòèíi i O(1) â íåëi-
íiéíié ÷àñòèíi. Òîäi îäåðæèìî ñèñòåìó ðiâ-
íÿíü

dvk/dt = Pk(t, ε)vk + Vk(t, v, ϕ(t, v)), (12)

äå Pk(t, ε) = Mk1(t) + Mk2(t)h0(t) +
εMk2(t)h1(t).
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Ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíó ëiíiéíó ñèñòåìó

dvk/dt = Pk(t, ε)vk. (13)

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Âàæåâñüêîãî,
îöiíèìî ðîçâ'ÿçîê vk(t) ñèñòåìè (13):

|vk(t)| ≤ |vk(t0)| exp

t∫

t0

Λk(t1)dt1, (14)

äå Λk(t) � íàéáiëüøèé õàðàêòåðèñòè÷íèé
êîðiíü ìàòðèöi 1

2
[Pk(t, ε) + P ∗

k (t, ε)]. Íåõàé
äëÿ âñiõ x, ùî íàëåæàòü îäèíè÷íié ñôå-
ði |x| = 1, x ∈ Rm, âèêîíóþòüñÿ íåðiâ-
íîñòi (Dy, y) ≥ µ > 0, (Ay + AT y, y) ≤
2a, (B exp(ik∆)y + BT exp(−ik∆)y, y) ≤ 2b,
1
2
(Mk2h1x+(Mk2h1)

T x, x) ≤ k2µ0 +a0 + b0, äå
y = (x,−M−1

k4 Mk3x)T . Òîäi
1

2
max(Mk(t)y + M∗

k (t)y, y) ≤ −k2µ + a + b.

Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (Pk(t, 0)x +
P ∗

k (t, 0)x, x) = (Mk(t)y + M∗
k (t)y, y),

îäåðæócìî

Λk(t) =
1

2
max
|x|=1

(Pk(t, ε)x + P ∗
k (t, ε)x, x) ≤

≤ −k2(µ− εµ0) + a + εa0 + b + εb0.

Çâiäñè âèïëèâàc, ùî lim
k→0

Λk(t) = −∞.
Ñèñòåìà (13) c ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïåðiîäè÷íèìè
êîåôiöicíòàìè. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ôëîêå
iñíóc íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ Hk(t, ε), Hk(t +
2π, ε) = Hk(t, ε), òàêà, ùî çàìiíà vk =
Hk(t, ε)zk çâîäèòü ñèñòåìó (13) äî âèãëÿäó

dzk/dt = Ck(ε)zk,

äå C−k(ε) = C̄k(ε), k = 0,±1, . . .
Ïðèïóñòèìî, ùî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ
det(Ck(ε) − λE) = 0 ïðè äåÿêèõ çíà÷åí-
íÿõ k = ±k1 ìàc ïàðó êîðåíiâ α(ε) ± iβ(ε),
α(0) = 0, α′(0) > 0, β(0) > 0, à ðåøòà êî-
ðåíiâ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó |Reλ| > γ + δ,
γ > δ > 0. Äëÿ âñiõ öiëèõ k, êðiì ñêií-
÷åííîãî ÷èñëà, âèêîíócòüñÿ íåðiâíiñòü k2 ≥
(γ + δ + a + εa0 + b + εb0)/(µ − εµ0). Òîäi

−k2(µ − εµ0) + a + εa0 + b + εb0 ≤ −(γ + δ),
Λk(t) ≤ −(γ + δ) i ç íåðiâíîñòi (14) âèïëèâàc
îöiíêà

|vk(t)| ≤ |vk(t0)| exp[−(γ + δ)(t− t0)], (15)

äå t ≥ t0.
Ïåðåïèøåìî ñèñòåìó (12) ó âèãëÿäi

dY1/dt = N1(t, ε)Y1 + F1(t, v),

dY2/dt = N2(t, ε)Y2 + F2(t, v),
(16)

äå v = (Y1, Y2)
T , Y1 =

(v0, v1, v−1, . . . , vk0 , v−k0)
T , Y2 =

(vk0+1, v−k0−1, . . .)
T , N1(t, ε) =

diag(P0, P1, P−1, . . . , Pk0 , P−k0),
N2(t, ε) = diag(Pk0+1, P−k0−1, . . .),
F1(t, ε) = (V0, V1, V−1, . . . , Vk0 , V−k0)

T ,
F2(t, ε) = (Vk0+1, V−k0−1, . . .)

T , k0 =

[
√

(γ + δ + a + εa0 + b + εb0)/(µ− εµ0)].
Ìàòðèöþ C(ε) =
diag(C0, C1, C−1, . . . , Ck0 , C−k0) çâåäåìî äî
âèãëÿäó C(ε) = T (ε)Γ(ε)T−1(ε), äå Γ(ε) =
diag(A1(ε), Γ1(ε)), A1(ε) = diag(A3(ε), A4(ε)),
âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi A3(ε) çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâó Reλ > γ + δ, A4(ε) � äiàãîíàëüíà
ìàòðèöÿ ç ÷èñëàìè α(ε) ± iβ(ε) ïî äià-
ãîíàëi, à âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi Γ1(ε)
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Reλ < −γ − δ. Òàêå
ïåðåòâîðåííÿ ìîæíà îäåðæàòè øëÿõîì
çâåäåííÿ ìàòðèöi C(ε) äî æîðäàíîâî��
íîðìàëüíî�� ôîðìè. Â ñèñòåìi (16) çðî-
áèìî çàìiíó Y1(t) = H(t, ε)T (ε)Y3(t), äå
H(t, ε) = diag(H0, H1, H−1, . . . , Hk0 , H−k0).
Òîäi îäåðæèìî ñèñòåìó

dY3/dt = Γ(ε)Y3 + T−1(ε)H−1(t, ε)F1(t, v),

dY2/dt = N2(t, ε)Y2 + F2(t, v). (17)

Îñêiëüêè ìàòðèöÿ Γ(ε) c áëî÷íî-
äiàãîíàëüíîþ, òî ñèñòåìó (17) ìîæíà
ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

dw1/dt = A1(ε)w1 + G1(t, w, ε),

dw2/dt = A2(t, ε)w2 + G2(t, w, ε),
(18)

äå A2(t, ε) = diag(Γ1(ε), N2(t, ε)), Y3 =
(w1, Y4)

T , w2 = (Y4, Y2)
T ,w1 ∈ Rl+2, w =
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(w1, w2), w2 íàëåæèòü äåÿêîìó áàíàõîâîìó
ïðîñòîðó M.

Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì âiäíîñíî âëàñíèõ
çíà÷åíü ìàòðèöi Γ1(ε) ñïðàâäæócòüñÿ îöiíêà
| exp[Γ1(ε)t]| ≤ N exp[−(γ+δ)t], t ≥ 0, N > 1.
Òîäi äëÿ ôóíäàìåíòàëüíî�� ìàòðèöi K(t, s)
ñèñòåìè dw2/dt = A2(t, ε)w2 ç íåðiâíîñòi (15)
âèïëèâàc îöiíêà

|K(t, s)| ≤ N exp[−(γ + δ)(t−s)], t ≥ s. (19)

Àíàëîãi÷íî ìîæíà îäåðæàòè îöiíêó

| exp[A1(ε)t]| ≤ N exp[(−γ + δ)t], t ≤ 0. (20)

Îñêiëüêè âåêòîð-ôóíêöiÿ F òà ôóíêöi�� Vk

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ i F (t, 0) = 0,
Vk(t, 0, ϕ(t, 0)) = 0, òî

G1(t, 0, ε) = G2(t, 0, ε) = 0,

(|G1(t, w, ε)−G1(t, v, ε)|2+ (21)

+|G2(t, w, ε)−G2(t, v, ε)|2)1/2 ≤ ν1|w − v|.
Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè

(19) � (21). Òîäi ïðè

ν1 <
δ

N(1 + 2N)
(22)

iñíóc ôóíêöiÿ w2 = h(t, w1, ε), ùî âèçíà÷å-
íà íà Rl+4, çàäîâîëüíÿc óìîâè h(t, 0, ε) = 0,
|h(t, w1, ε) − h(t, w′

1, ε)| ≤ 1
2
|w1 − w′

1| i òà-
êà, ùî ìíîæèíà S− = {(t, w1, w2)| t ∈
R, w1 ∈ Rl+2, w2 = h(t, w1, ε), w2 ∈
M} c iíòåãðàëüíèì ìíîãîâèäîì ñèñòå-
ìè (18). Äëÿ êîæíîãî ðîçâ'ÿçêó w(t) =
(w1(t), h(t, w1(t), ε)) ñèñòåìè (18), ÿêèé íà-
ëåæèòü S−, âèêîíócòüñÿ îöiíêà

|w(t)| ≤ 2N |w1(σ)| exp[γ(σ − t)], t ≤ σ.

Òåîðåìà äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äîâåäåí-
íþ òåîðåìè 1 ç [2].

Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìî-
âè (19) � (22). Òîäi iñíóc ôóíêöiÿ w1 =
g(t, w2, ε), ÿêà âèçíà÷åíà íà R2 × M,
çàäîâîëüíÿc óìîâè g(t, 0, ε) = 0, |g(t, w, ε) −
g(t, w′, ε)| ≤ 1

2
|w − w′| i òàêà, ùî ìíî-

æèíà S+ = {(t, w1, w2)| t ∈ R, w2 ∈

M, w1 = g(t, w2, ε), w1 ∈ Rl+2} c iíòåãðàëü-
íèì ìíîãîâèäîì ñèñòåìè (18). Äëÿ êîæíî-
ãî ðîçâ'ÿçêó w(t) = (g(t, w2(t), ε), w2(t)) ñè-
ñòåìè (18), ùî íàëåæèòü S+, âèêîíócòüñÿ
îöiíêà |w(t)| ≤ 2N |w2(σ)| exp[γ(σ − t)], t ≥
σ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 ìîæíà ïðîâåñòè
òèì æå øëÿõîì, ùî i äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.

Äîâåäåìî, ùî iíòåãðàëüíà ìíîæèíà S−

ñòiéêà â òîìó ðîçóìiííi, ùî âîíà ïðèòÿãóc
äî ñåáå âñi áëèçüêi ðîçâ'ÿçêè w(t) (t ≥ σ) çà
åêñïîíåíöiàëüíèì çàêîíîì. Çàóâàæèìî, ùî
ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (18) íà iíòå-
ãðàëüíîìó ìíîãîâèäi S− îïèñócòüñÿ ðiâíÿ-
ííÿì

dz/dt = A1(ε)z + G1(t, z, h(t, z, ε), ε). (23)

Òåîðåìà 3. Íåõàé w(t) = (w1(t), w2(t))
� äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (18) ç ïî÷à-
òêîâîþ óìîâîþ w(σ) ïðè t = σ. Çà óìîâè
(22) iñíóc ðîçâ'ÿçîê ξ(t) = (z(t), h(t, z(t), ε)),
ÿêèé íàëåæèòü S− i òàêèé, ùî ïðàâèëü-
íà îöiíêà |w(t) − ξ(t)| ≤ 2N |w2(σ) −
h(σ, z(σ), ε)| exp[γ(σ − t)], t ≥ σ.

Òåîðåìà äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äîâåäåí-
íþ òåîðåìè 5 ç [2].

Ñèñòåìó (23) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

dw3/dt = A3(ε)w3+

+G3(t, w3, w4, h(t, w3, w4, ε), ε),

dw4/dt = A4(ε)w4+

+G4(t, w3, w4, h(t, w3, w4, ε), ε),

(24)

äå z = (w3, w4), G1 = (G3, G4). Çãiäíî ç
ïðèïóùåííÿì âiäíîñíî âëàñíèõ çíà÷åíü ìà-
òðèöü A3(ε) òà A4(ε) ïðàâèëüíi îöiíêè

| exp[A3(ε)t]| ≤ N exp[(γ − δ)t], t ≥ 0,

| exp[A4(ε)t]| ≤ N exp[(γ + δ)t], t ≤ 0.
(25)

Çà óìîâè (22) çãiäíî ç [3, ñ.42] iñíóc iíòå-
ãðàëüíèé ìíîãîâèä S+

1 ñèñòåìè (24), ÿêèé
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi w3 = r(t, w4, ε). Ïðè
öüîìó ôóíêöiÿ r(t, w, ε) çàäîâîëüíÿc óìîâè
r(t, 0, ε) = 0, |r(t, w, ε) − r(t, v, ε)| ≤ 1

2
|w −
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I.I. Êëåâ÷óê

v|, w ∈ R2, v ∈ R2. Çâiäñè âèïëèâàc iñíó-
âàííÿ öåíòðàëüíîãî ìíîãîâèäó. Ïîêëàäåìî
r1(t, w, ε) = h(t, r(t, w, ε), w, ε).

Òåîðåìà 4. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ îöiíêè
(19) � (22), (25). Òîäi iñíóc öåíòðàëüíèé
ìíîãîâèä S = {(t, w3, w4, w2)| t ∈ R, w4 ∈
R2, w3 = r(t, w4, ε), w3 ∈ Rl, w2 =
r1(t, w4, ε), w2 ∈M} ñèñòåìè (18).

Ðiâíÿííÿ íà ìíîãîâèäi S ìàc âèãëÿä

dw4/dt = A4(ε)w4+

+G4(t, r(t, w4, ε), w4, r1(t, w4, ε), ε).
(26)

Ñèñòåìó (26) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

dx/dt = [α(ε) + iβ(ε)]x + X(t, x, x̄, ε),

dx̄/dt = [α(ε)− iβ(ε)]x̄ + X̄(t, x, x̄, ε),
(27)

äå x � êîìïëåêñíà çìiííà, X(t+2π, x, x̄, ε) =
X(t, x, x̄, ε), X(t, x, x̄, ε) = O(|x|2) ïðè |x| →
0.

Íåõàé âiäñóòíié ñèëüíèé ðåçîíàíñ, òîá-
òî äëÿ âñiõ öiëèõ m1, m2, 0 < m2 < 6,
âèêîíócòüñÿ íåðiâíiñòü m2β(0)+m1 6= 0. Òî-
äi ïåðøå ðiâíÿííÿ ñècòåìè (27) ïåðåòâîðèìî
çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâêè

x = p + W2(t, p, p̄, ε)+

+W3(t, p, p̄, ε) + W4(t, p, p̄, ε), (28)

äå W2, W3, W4 � ôîðìè âiäïîâiäíî äðóãî-
ãî, òðåòüîãî i ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêiâ ç ïåðiî-
äè÷íèìè êîåôiöicíòàìè. Ïåðåòâîðåííÿ (28)
ìîæíà ïiäiáðàòè òàê, ùî ðiâíÿííÿ äëÿ p íà-
áóäå âèãëÿäó [4, ñ.1542]

dp/dt = [α(ε) + iβ(ε)]p + [γ(ε) + iδ(ε)]p2p̄+

+P (t, p, p̄, ε),

äå P (t + 2π, p, p̄, ε) = P (t, p, p̄, ε),
P (t, p, p̄, ε) = O(|p|5) ïðè |p| → 0. Ïåðå-
éäåìî äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò, ïîêëàâøè
p = r exp(iϕ). Òîäi îäåðæèìî äiéñíó ñèñòåìó

dϕ/dt = β(ε) + δ(ε)r2 + Φ(t, r, ϕ, ε),

dr/dt = α(ε)r + γ(ε)r3 + R(t, r, ϕ, ε),
(29)

äå R(t, r, ϕ, ε) = O(|r|5), Φ(t, r, ϕ, ε) = O(|r|4)
ïðè |r| → 0.

Íåõàé γ(0) < 0. Òîäi ç [4,5] âèïëèâàc,
ùî ïðè äîñèòü ìàëîìó ε ñèñòåìà (29)
ìàc iíâàðiàíòíèé òîð Sε = {(t, ϕ, r)| t ∈
R, ϕ ∈ R, r = S(t, ϕ, ε)}. Ïðè öüîìó S(t +
2π, ϕ, ε) = S(t, ϕ, ε), S(t, ϕ+2π, ε) = S(t, ϕ, ε)
i ñïðàâäæócòüñÿ ðiâíiñòü

S(t, ϕ, ε) =
√

εN + O(ε), N = −α′(0)

γ(0)
.

Çâiäñè âèïëèâàc iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíîãî òî-
ðà ñèñòåìè (1).

Îòæå, îäåðæócìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 5. Íåõàé âèêîíócòüñÿ óìîâà 1

òà óìîâè (19) � (22), (25); õàðàêòåðèñòè-
÷íå ðiâíÿííÿ det(Ck(ε) − λE) = 0 ïðè äå-
ÿêèõ çíà÷åííÿõ k = ±k1 ìàc ïàðó êîðåíiâ
α(ε) ± iβ(ε), α(0) = 0, α′(0) > 0, β(0) >
0, à ðåøòà êîðåíiâ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
|Reλ| > γ + δ, γ > δ > 0; âiäñóòíié ñèëüíèé
ðåçîíàíñ, γ(0) < 0. Òîäi ïðè äîñèòü ìàëîìó
ε iñíóc iíâàðiàíòíèé òîð ñèñòåìè (1).

Iíâàðiàíòíèé òîð áóäå óìîâíî ñòiéêèì.
Íåõàé l = 0 i âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè
5. Òîäi iíâàðiàíòíèé òîð ñèñòåìè (29) áóäå
ñòiéêèì, òîìó iç òåîðåìè 3 âèïëèâàc ñòié-
êiñòü iíâàðiàíòíîãî òîðà ñèñòåìè (1).

Çàóâàæåííÿ 1. Àíàëîãi÷íî [6] ìî-
æíà äîâåñòè, ùî çà óìîâè β′(0) −
δ(0)α′(0)/γ(0) 6= 0 çíà÷åííÿ ε = 0 c
òî÷êîþ ñóáôóðêàöi�� ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ
ñèñòåìè (1).

Çàóâàæåííÿ 2. Ðåçóëüòàòè öic�� pîáî-
òè ìîæíà óçàãàëüíèòè íà ñèñòåìè âèãëÿ-
äó

L(ε)∂tu =

q∑

k=1

Dk(t)∂
2
xk

u + A(t)u+

+B(t)u∆ + f(t, x, u, u∆),

x = (x1, ..., xq), ∆ = (∆1, ..., ∆q) ç ïåðiîäè-
÷íèìè óìîâàìè u(t, x1, ..., xk + 2π, ..., xq) =
u(t, x1, ..., xq), k = 1, ..., q.

Çàóâàæåííÿ 3. Ó ïðàöÿõ [7,8] äîñëiäæå-
íi ðåëàêñàöiéíi êîëèâàííÿ â ñèíãóëÿðíî çáó-
ðåíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåìàõ òà áiôópêà-
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Áiôóðêàöiÿ ñòàíó ðiâíîâàãè ñèíãóëÿðíî çáóðåíî�� ïàðàáîëi÷íî�� ñèñòåìè ç ïåðåòâîðåíèì àðãóìåíòîì

öiÿ íàpîäæåííÿ öèêëó àâòîíîìíîãî ïàpàáî-
ëi÷íîãî piâíÿííÿ ç ïåpåòâîpåíèì àpãóìåí-
òîì òà ìàëîþ äèôóçicþ.
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