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ÇÀÃÀËÜÍÈÕ ÅËIÏÒÈ×ÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌ: ÍÅÐIÂÍÎÑÒI ÃÀÐÍÀÊÀ,

ÒÅÎÐÅÌÈ ÏÐÎ ÇÐÎÑÒÀÍÍß I ÑÏÀÄÀÍÍß
Âèâ÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòi äîäàòíèõ ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàãàëüíèõ åëiïòè÷íèõ ñèñòåì: ðiçíi

âàðiàíòè L1-íåðiâíîñòåé Ãàðíàêà, òåîðåìè ïðî çðîñòàííÿ i ñïàäàííÿ â íåîáìåæåíèõ öèëií-
äðè÷íèõ òà êîíi÷íèõ îáëàñòÿõ.

We study the properties of positive weak solutions of general elliptic systems: various Harnak's
L1 � inequalities, the theorems of the increase and the decrease on unbounded cylindrical and conic
domains.

Âëàñòèâîñòÿì äîäàòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ëi-
íiéíèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç
÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïðèñâÿ÷åíèé öèêë
ïðàöü Â.Î. Êîíäðàòücâà òà Ñ.Ä. Åéäåëüìà-
íà. Çîêðåìà, â [1] íèìè âñòàíîâëåíî, ùî äî-
äàòíi ñëàáêi ðîçâ'ÿçêè åëiïòè÷íî�� çà Ïåòðîâ-
ñüêèì ñèñòåìè ðiâíÿíü

∑

|k|≤m

∂k
x(ak(x)u(x)) = f(x), x ∈ G,

ñóìîâíi ó âñié îáëàñòi G. Íàñëiäêàìè öic��
âëàñòèâîñòi c L1-íåðiâíîñòi Ãàðíàêà, òåî-
ðåìè ïðî çðîñòàííÿ i ñïàäàííÿ äîäàòíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ óêàçàíèõ ñèñòåì.

Äîäàòíi ðîçâ'ÿçêè åëiïòè÷íèõ çà Äóãëi-
ñîì � Íiðåíáåðãîì ñèñòåì ñóìîâíi ëèøå âñå-
ðåäèíi îáëàñòi. Íà ìåæi îáëàñòi âîíè ìàþòü
ñòåïåíåâi îñîáëèâîñòi.

Ó öié ðîáîòi äëÿ äîäàòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çà-
ãàëüíèõ åëiïòè÷íèõ ñèñòåì äîâåäåíî íåðiâ-
íîñòi, ùî c àíàëîãàìè L1-íåðiâíîñòåé Ãàð-
íàêà, òåîðåìè ïðî çðîñòàííÿ i ñïàäàííÿ â
öèëiíäðè÷íèõ òà êîíi÷íèõ îáëàñòÿõ.

1. Ïîçíà÷åííÿ, îçíà÷åííÿ, óìîâè.
Íåõàé n, N, t1, ... ,tN � çàäàíi íàòóðàëüíi,
s1, ... ,sN � çàäàíi öiëi íåäîäàòíi ÷èñëà òàêi,
ùî ñóìà 2m ≡ t1+ ...+tN+ +s1+ ...+sN ïàð-
íà. Ïîêëàäåìî t ≡ (t1, ..., tN), s ≡ (s1, ..., sN),
M ≡ max

i,j
(sj + ti). Íåõàé G � äåÿêà îáëàñòü

â Rn ç ãëàäêîþ (ç êëàñó CM) ìåæåþ ∂G.
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó N äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü
N∑

j=1

Lij(x, ∂x)uj(x) ≡

≡
N∑

j=1

∑

|k|≤sj+ti

(−1)|k|∂k
x(aij

k (x)uj(x)) = fi(x),

1 ≤ i ≤ N, x ∈ G. (1)

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî sj + ti < 0, òî ââàæà-
þòü, ùî Lij(x, ∂x) ≡ 0.

Ïðèïóñêàòèìåìî âèêîíàíèìè íàñòóïíi
óìîâè.

À. Ñèñòåìà (1) ðiâíîìiðíî åëiïòè÷íà çà
Äóãëiñîì-Íiðåíáåðãîì â G ç ñòàëîþ åëiïòè-
÷íîñòi δ, òîáòî ∃ δ > 0 ∀ x ∈ Ḡ ∀σ ∈ Rn :

∣∣∣∣∣∣
det


 ∑

|k|=sj+tl

(−1)|k|alj
k (x)(iσ)k




N

l,j=1

∣∣∣∣∣∣
≥

≥ δ|σ|2m.

Á. Âñi êîåôiöicíòè ñèñòåìè âèìiðíi, îáìå-
æåíi ñòàëîþ Λ. Êîåôiöicíòè aij

k , |k| = sj + ti,
1 ≤ i, j ≤ N , íåïåðåðâíi â Ḡ , ω � ��õ ìîäóëü
íåïåðåðâíîñòi.

Ó ñòàòòi âèâ÷àþòüñÿ äîäàòíi ñëàá-
êi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (1). Äîäàòíiñòü
âèçíà÷àcòüñÿ âiäíîñíî ôiêñîâàíîãî ãîñòðîãî
êîíóñà K ç ïðîñòîðó CN [2].
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Îçíà÷åííÿ 1. Äîäàòíîþ ÷àñòèíîþ
âåêòîð-ôóíêöi�� u â îáëàñòi G âiäíîñíî êî-
íóñà K íàçèâàcòüñÿ ôóíêöiÿ

u+(x) ≡
{

u(x), u(x) ∈ K,
0, u(x)∈̄K,

x ∈ G,

âiä'cìíîþ ÷àñòèíîþ � ôóíêöiÿ u−(x) ≡
u+(x) −u(x), x ∈ G.

Íåõàé ρ(x) � âiäñòàíü âiä òî÷êè x ∈ G äî
ìåæi ∂G; a ≡ (a1, ..., aN); M(z) ≡ z, z ∈ [0, 1],
M(z) ≡ 1, z ∈ (1, +∞). Îçíà÷èìî íîðìè ó
ñïåöiàëüíèõ âàãîâèõ L1-ïðîñòîðàõ

||f ; G||a ≡
N∑

i=1

∫

G

|fi(x)| [M(ρ(x))]aidx,

||f ; G|| ≡ ||f ; G||0.
2. Òåîðåìà ïðî ñóìîâíiñòü.

Ñôîðìóëþcìî âçÿòèé ç [1] ðåçóëüòàò �
òåîðåìó ïðî ñóìîâíiñòü äîäàòíèõ ñëàáêèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (1).

Ïîçíà÷èìî s∗ ≡ max{s1, ..., sN}; e =
(1, ..., 1) � N -âèìiðíèé âåêòîð.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ñèñòåìà (1)
çàäîâîëüíÿc óìîâè À òà Á, à u � ���� ñëàáêèé
ðîçâ'ÿçîê â G. ßêùî äëÿ äåÿêîãî q ≥ 0
ñêií÷åííi íîðìè

||u−; G||(s∗+q)e−s, ||f ; G||t+(s∗+q)e, (2)

òî ñêií÷åííîþ c íîðìà ||u; G||(s∗+q)e−s òà
iñíóc ñòàëà C > 0, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä
n, N, t, s, δ, Λ, ω, òàêà, ùî

||u; G||(s∗+q)e−s ≤
≤ C

(||u; G1||+ ||u−; G||(s∗+q)e−s+

+||f ; G||t+(s∗+q)e

)
, (3)

äå G1 � äåÿêà ïiäîáëàñòü îáëàñòi G, êîìïà-
êòíî â íå�� âêëàäåíà.

Çà äîïîìîãîþ òåîðåìè 1 âñòàíîâëþþ-
òüñÿ iíøi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ: íåðiâíî-
ñòi Ãàðíàêà, òåîðåìè ïðî çðîñòàííÿ i ñïà-
äàííÿ. Ïðè ��õ äîâåäåííi âèêîðèñòîâócòüñÿ i
ðîçâèâàcòüñÿ ìåòîäèêà ç [1].

3. Íåðiâíîñòi Ãàðíàêà. Ïiä L1-
íåðiâíîñòÿìè Ãàðíàêà ðîçóìiþòü íåðiâíîñòi,

â ÿêèõ L1-íîðìà ðîçâ'ÿçêó ïî äåÿêié îáëàñòi
îöiíþcòüñÿ çâåðõó òàêîþ æ íîðìîþ ïî ìåí-
øié îáëàñòi. Âèÿâëÿcòüñÿ, ùî äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ
ñèñòåìè (1) ïðàâèëüíi íåðiâíîñòi, â ÿêèõ
îöiíþcòüñÿ íîðìà ðîçâ'ÿçêó â ñïåöiàëüíèõ
âàãîâèõ L1-ïðîñòîðàõ. Íàçèâàòèìåìî ��õ
òàêîæ L1-íåðiâíîñòÿìè Ãàðíàêà.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç BR(y) êóëþ â Rn ðàäióñà
R ç öåíòðîì â òî÷öi y; BR ≡ BR(0).

Ñôîðìóëþcìî ðiçíi âàðiàíòè L1-
íåðiâíîñòåé Ãàðíàêà.

Òåîðåìà 2. Íåõàé ñèñòåìà (1)
çàäîâîëüíÿc óìîâè À òà Á â BR, a u �
���� ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê ó BR. Íåõàé íîðìè
||u−; BR||(s∗+q)e−s i ||f ; BR||t+(s∗+q)e ñêií÷åí-
íi. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî R1 < R iñíóc ñòàëà
C > 0, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä n, N, t, s,
δ, Λ, ω, R,R1 i òàêà, ùî ïðàâèëüíà
íåðiâíiñòü

||u; BR||(s∗+q)e−s ≤ C (||u; BR1||+
+||u−; BR||(s∗+q)e−s + ||f ; G||t+(s∗+q)e

)
. (4)

Òåîðåìà 3. Íåõàé u � ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê
â G ñèñòåìè (1), ÿêà çàäîâîëüíÿc óìîâè À
òà Á. ßêùî íîðìè (2) ñêií÷åííi, òî ïðà-
âèëüíà îöiíêà

||u; BR2(y
2)|| ≤ C

(||u; BR1(y
1)||+

+||u−; G||(s∗+q)e−s + ||f ; G||t+(s∗+q)e

)
, (5)

äå BR2(y
2) òà BR1(y

1) � äîâiëüíi êóëi â îáëà-
ñòi G, à ñòàëà C > 0 çàëåæèòü ëèøå âiä
n, N, t, s, δ, Λ, ω, R1, y1, R2, y

2.
Òåîðåìà 4. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè

òåîðåìè 3, òî äëÿ áóäü-ÿêî�� êóëi BR(y) ç
îáëàñòi G iñíóc ñòàëà C > 0, ÿêà çàëå-
æèòü ëèøå âiä n, N, t, s, δ, Λ, ω, R, y i
òàêà, ùî

||u; G||(s∗+q)e−s ≤ C (||u; BR(y)||+
+||u−; G||(s∗+q)e−s + ||f ; G||t+(s∗+q)e

)
. (6)

Äîâåäåìî òåîðåìó 2. Ç òåîðåìè 1, çàïèñà-
íî�� äëÿ îáëàñòi BR, âèïëèâàc, ùî iñíóc ÷èñëî
R′ < R òàêå, ùî

||u; BR||(s∗+q)e−s ≤ C (||u; BR′||+
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+||u−; BR||(s∗+q)e−s + ||f ; BR||t+(s∗+q)e

)
. (7)

ßêùî R′ ≤ R1, òî ç öic�� îöiíêè âèïëèâàc
ïîòðiáíà íåðiâíiñòü.

Íåõàé R′ > R1. Âèáðàâøè ÷èñëî R2 ç
iíòåðâàëó (max{R′, 1}, R) i îöiíèâøè çíèçó
íîðìó çëiâà â (7) íîðìîþ ||u; BR2||, îäåðæè-
ìî

||u; BR2|| ≤ C
(||u; BR′ ||+ ||u−; BR||(s∗+q)e−s+

+||f ; BR||t+(s∗+q)e

)
. (8)

Çàôiêñócìî R0 < R2 i çðîáèìî çàìiíó x =
R0y/R2. Òîäi u, ÿê ôóíêöiÿ y, c ðîçâ'ÿçêîì
ñèñòåìè

N∑
j=1

∑

|k|≤sj+ti

(−1)|k|∂k
y

[(
R2

R0

)|k|−ti−s∗

×

×aij
k

(
R0

R2

y

)
uj(y)

]
=

(
R0

R2

)ti+s∗

fi

(
R0

R2

y

)
,

1 ≤ i ≤ N, y ∈ BR2 .

Äëÿ öic�� ñèñòåìè ÷èñëà δ i Λ íåçìiííi, à
ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi äîðiâíþc ω(R2h/R0).
Çàñòîñócìî äî ðîçâ'ÿçêó âèïèñàíî�� ñèñòåìè
íåðiâíiñòü (8). Ïåðåéøîâøè â öié íåðiâíîñòi
äî ñòàðî�� çìiííî�� x, îäåðæèìî

||u; BR0|| ≤ C
(||u; BR0R′/R2||+

+||u−; BR||(s∗+q)e−s + ||f ; BR||t+(s∗+q)e

)
. (9)

Âèáåðåìî R0 = R′br, äå b = R′/R2. Ïðè r = 0
ìàcìî

||u; BR′|| ≤ C (||u; BR′b||+
+||u−; BR||(s∗+q)e−s + ||f ; BR||t+(s∗+q)e

)
.

Íîðìó ||u; BR′b|| îöiíèìî çà äîïîìîãîþ (9)
ïðè r = 1, íîðìó ||u; BR′b2|| � ïðè r = 2 i ò.ä.
Îäåðæèìî

||u; BR′ || ≤ C (||u; BR′br ||+
+||u−; BR||(s∗+q)e−s + ||f ; BR||t+(s∗+q)e

)
.

×èñëî r âèáåðåìî òàê, ùîá R′br =
R′(R′/R2)

r < R1. Ìàòèìåìî

||u; BR′|| ≤ C (||u; BR1||+

+||u−; BR||(s∗+q)e−s + ||f ; BR||t+(s∗+q)e

)
.

Ç (7) ïðè çàñòîñóâàííi äîâåäåíî�� îöiíêè
îäåðæèìî íåðiâíiñòü (4) i ó âèïàäêó R′ > R1.

Çàóâàæåííÿ. Ç îñòàííüî�� âèïèñàíî��
îöiíêè òà îöiíêè (8) âèïëèâàc íåðiâíiñòü

||u; BR2|| ≤ C (||u; BR1||+
+||u−; BR||(s∗+q)e−s + ||f ; BR||t+(s∗+q)e

)
,
(10)

ç äîïîìîãîþ ÿêî�� äîâîäèòüñÿ òåîðåìà 3.
Äîâåäåìî òåîðåìó 3. Çàäàíi òî÷êè y1

òà y2 ç'cäíàcìî ëàìàíîþ, ùî ëåæèòü â
G. Íåõàé h � âiäñòàíü âiä ëàìàíî�� äî ìå-
æi ∂G. Ïîêðècìî ëàìàíó êóëÿìè Bh/4(x

1),
Bh/4(x

2),..., Bh/4(x
l−1), Bh/4(x

l), äå x1 = y1,
x2, ..., xl−1, xl = y2 � òî÷êè íà ëàìàíié.
Çàñòîñócìî îöiíêó (10):

||u; Bh′(x
i)|| ≤ C

(||u; Bh/4(x
i)||+

+||u−; G||(s∗+q)e−s + ||f ; G||t+(s∗+q)e

)
,

äå h′ ∈ (
3
4
h, h

)
. Íåõàé x � äîâiëüíà òî÷êà íà

ïîâåðõíi êóëi Bh/4(x
i). Òîäi

||u; Bh/2(x)|| ≤ ||u; Bh′(x
i)|| ≤

≤ C
(||u; Bh/4(x

i)||+
+||u−; G||(s∗+q)e−s + ||f ; G||t+(s∗+q)e

)
.

Î÷åâèäíî, ùî ïðè âåëèêîìó l iñíóc òàêà òî-
÷êà x íà ïîâåðõíi êóëi Bh/4(x

i), ùî Bh/2(x) ⊃
Bh/4(x

i+1). Òîìó ìàcìî

||u; Bh/4(x
i+1)|| ≤

≤ ||u; Bh/2(x)|| ≤ C
(||u; Bh/4(x

i)||+
+||u−; G||(s∗+q)e−s + ||f ; G||t+(s∗+q)e

)
.

Çàñòîñóâàâøè öþ îöiíêó l−1 ðàç, îäåðæèìî

||u; Bh/4(y
2)|| ≤ C

(||u; Bh/4(y
1)||+

+||u−; G||(s∗+q)e−s + ||f ; G||t+(s∗+q)e

)
.

Ç (10) âèïëèâàc íåðiâíiñòü

||u; BR2(y
2)|| ≤ C

(||u; Bh/4(y
2)||+

+||u−; G||(s∗+q)e−s + ||f ; G||t+(s∗+q)e

)
.
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Øóêàíà îöiíêà (5) c íàñëiäêîì äâîõ
îñòàííiõ íåðiâíîñòåé.

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 4 âèïëèâàc ç òàêèõ
ìiðêóâàíü. Çàñòîñócìî äî ðîçâ'ÿçêó u òåîðå-
ìó 1. Îáëàñòü G1 ïîêðècìî êóëÿìè, íîðìó
ïî êîæíié òàêié êóëi îöiíèìî çà òåîðåìîþ 3
íîðìîþ ïî çàäàíié êóëi BR(y). Ïiäñóìóâàâ-
øè îäåðæàíi îöiíêè i ñêîðèñòàâøèñü ñêií-
÷åííiñòþ ïîêðèòòÿ, îäåðæèìî îöiíêó (6).

4. Òåîðåìè ïðî çðîñòàííÿ i ñïàäà-
ííÿ. Âèÿâëÿcòüñÿ, ùî çðîñòàííÿ i ñïàäà-
ííÿ äîäàòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (1) òðåáà
âèâ÷àòè íå ó âñüîìó öèëiíäði ÷è êîíóñi, à
âiäñòóïèâøè âiä ìåæi. Öå c íàñëiäêîì òîãî,
ùî òàêi ðîçâ'ÿçêè íå c ñóìîâíèìè äî ìåæi.

Íåõàé U ≡ {x ∈ Rn|0 < x1 < +∞,
x2

2 + ...+x2
n < < R2} � íåñêií÷åííèé öèëiíäð,

Uz ≡ U
⋂{x1 < z}, Uh

z ≡ Uz

⋂{x2
2 + ... + x2

n <
(R−h)2}, äå h,R � ôiêñîâàíi äîäàòíi ÷èñëà,
ïðè÷îìó h äîñèòü ìàëå. Ñôîðìóëþcìî òåî-
ðåìè ïðî çðîñòàííÿ i ñïàäàííÿ â öèëiíäði.

Òåîðåìà 5. Íåõàé ñèñòåìà (1)
çàäîâîëüíÿc óìîâè À òà Á â U , à u �
���� ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê â U . ßêùî äëÿ äåÿêîãî
a > 0 ïðàâèëüíi îöiíêè

||u−; Uz|| ≤ Ceaz, ||f ; Uz|| ≤ Ceaz, z > 0,
(11)

òî iñíóþòü ñòàëi C1 > 0 i a1 > a òàêi, ùî

||u; Uh
z || ≤ C1e

a1z, z > 0.

Òåîðåìà 6. Íåõàé u � äîäàòíèé ñëàáêèé
ðîçâ'ÿçîê â U îäíîðiäíî�� (f ≡ 0) ñèñòåìè
(1), ÿêà çàäîâîëüíÿc óìîâè À òà Á â U . Òîäi
iñíóc ñòàëà a > 0, òàêà, ùî

||u; Uh
z \ Uh

z−1|| ≥ ||u; Uh
1 ||e−az, z > 1.

Äîâåäåìî òåîðåìó 5. Öèëiíäð Uz

ðîçiá'cìî íà îáëàñòi Iν ≡ {x ∈ U | ν <
x1 ≤ ν + 1}, 0 ≤ ν ≤ [z] − 1,
I[z] ≡ {x ∈ U | [z] < x1 ≤ z}. Ðîçãëÿ-
íåìî îáëàñòi Bν ç ãëàäêèìè (ç êëàñó CM)
ìåæàìè òàêi, ùî: 1) Iν ⊂ Bν , 1 ≤ ν ≤ [z];
2) Bν ⊂ Iν−1

⋃
Iν

⋃
Iν+1, 1 ≤ ν ≤ [z] − 1,

B[z] ⊂ U[z]+1 \ U[z].Òîäi öèëiíäð Uh
z ìàc

ðîçáèòòÿ Ih
ν ≡ Iν

⋂
Uh

z , Bh
ν ≡ Bν

⋂
Uh

z .

Çàñòîñóâàâøè íåðiâíiñòü Ãàðíàêà (6) äëÿ
îáëàñòi Bν , îäåðæèìî

||u; Ih
ν || ≤ ||u; Bh

ν || ≤ C0||u; Bν ||(s∗+q)e−s ≤
≤ C2

(||u; Ih
ν−1||+ ||u−; Bν ||+ ||f ; Bν ||

)
,

1 ≤ ν ≤ [z].

Âèêîðèñòàííÿ öic�� îöiíêè êiëüêà ðàçiâ äàc
îöiíêó

||u; Ih
ν || ≤ Cν

2 ||u; Ih
0 ||+

+C3

(||u−; U[z]+1||+ ||f ; U[z]+1||
)
.

Ç öic�� îöiíêè ç óðàõóâàííÿì (11) âèïëèâàc
ïîòðiáíà îöiíêà. Ñïðàâäi, ìàcìî

||u; Uh
z || ≤

[z]∑
ν=0

||u; Ih
ν || ≤ C

[z]
2 ([z] + 1)||u; Ih

0 ||+

+C
(||u−; U[z]+1||+ ||f ; U[z]+1||

) ≤
≤ C

[z]
2 (z + 1) + Cea[z] ≤ C1e

a1z.

Çà äîïîìîãîþ òàêèõ æå ìiðêóâàíü i òîãî
æ ðîçáèòòÿ äîâîäèòüñÿ òåîðåìà 6. Îñíîâíîþ
òóò c îöiíêà

||u; Ih
ν || ≤ C||u; Ih

ν+1||, 0 ≤ ν ≤ [z]− 1,

ç ÿêî�� âèïëèâàc íåðiâíiñòü

||u; Uh
1 || = ||u; Ih

0 || ≤ C [z]||u; Ih
[z]|| ≤

≤ C [z]||u; Uh
z \ Uh

z−1|| ≤ eaz||u; Uh
z \ Uh

z−1||,
ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Ó íàñòóïíèõ òåîðåìàõ âèâ÷àcòüñÿ ïîâå-
äiíêà äîäàòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (1) ó êî-
íóñi. Íåõàé V ≡ {x ∈ Rn|x2

n > α
n−1∑
i=1

x2
i } �

íåñêií÷åííèé êîíóñ; Vz ≡ V
⋂{|xn| < z},

V h
z ≡ Vz

⋂
{x ∈ Rn|(xn − h)2 > α

n−1∑
i=1

x2
i },

äå h, α � äîäàòíi ÷èñëà, ïðè÷îìó h äîñèòü
ìàëå.

Òåîðåìà 7. Íåõàé u � ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê
ñèñòåìè (1) â êîíóñi V , ÿêà çàäîâîëüíÿc â
V óìîâè À, Á i òàêó óìîâó:

|aij
k (x)| ≤ C|xn||k|−ti−s∗ , |k| ≤ sj + ti,
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ßêiñíi âëàñòèâîñòi ñëàáêèõ äîäàòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàãàëüíèõ åëiïòè÷íèõ ñèñòåì

1 ≤ i, j ≤ N. (12)

ßêùî äëÿ äåÿêîãî a > 0 ïðàâèëüíi îöiíêè

||u−; Vz|| ≤ C(1 + z)a, ||f ; Vz|| ≤ C(1 + z)a,

z > 0, (13)

òî iñíóþòü ñòàëi C1 > 0 i a1 > a òàêi, ùî

||u; V h
z \ V h

1 || ≤ C1(1 + z)a1 , z > 1.

Òåîðåìà 8. Íåõàé îäíîðiäíà (f ≡ 0) ñè-
ñòåìà (1) çàäîâîëüíÿc óìîâè À, Á i (12) â
V , à u � ���� äîäàòíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê. Òîäi
iñíóþòü ñòàëi C > 0 òà a > 0 òàêi, ùî

||u; V h
z \ V h

z/4|| ≥ C(1 + z)−a, z > 1.

Äîâåäåìî òåîðåìó 7. Íåõàé îáëàñòü B òà-
êà, ùî ∂B ∈ CM i V22 \ V1 ⊂ B ⊂ V23 \ V1;
Bh ≡ B

⋂
V h

23 . Äëÿ îáëàñòi B çàñòîñócìî íå-
ðiâíiñòü Ãàðíàêà (6):

||u; V h
22 \ V h

2 || ≤ ||u; Bh|| ≤ ||u; B||(s∗+q)e−s ≤
≤ C

(||u; V h
2 \ V h

1 ||+ ||u−; V23||+ ||f ; V23||) .
(14)

Â ñèñòåìi (1) çðîáèìî çàìiíó x = 2y. Òîäi
u, ÿê ôóíêöiÿ y, c ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

N∑
j=1

∑

|k|≤sj+ti

(−1)|k|∂k
y

[(
1

2

)|k|−ti−s∗

×

×aij
k (2y)uj(y)

]
= 2ti+s∗fi(2y),

1 ≤ i ≤ N, y ∈ V h
22 \ V h

2 ,

äëÿ ÿêî�� íà ïiäñòàâi óìîâè (12) ÷èñëà δ, Λ i
ôóíêöiþ ω ìîæíà ââàæàòè íåçìiííèìè. Äî
ðîçâ'ÿçêó u öic�� ñèñòåìè âèêîðèñòàcìî îöií-
êó (14). Ïåðåéäåìî äî çìiííî�� x; ïðè öüîìó
V h

22\V h
2 ïåðåéäå â V h

23\V h
22 , V h

2 \V h
1 � â V h

22\V h
2 .

Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî

||u; V h
23 \ V h

22|| ≤ C
(||u; V h

22 \ V h
2 ||+

+||u−; V24||+ ||f ; V24||) .

Ïîâòîðèâøè âèêëàäåíi ìiðêóâàííÿ êiëü-
êà ðàçiâ i çãîðíóâøè îäåðæàíi íåðiâíîñòi ,
ìàòèìåìî

||u; V h
2ν \ V h

2ν−1|| ≤ Cν−1||u; V h
2 \ V h

1 ||+

+Cν−1(ν − 1)(||u−; V2ν+1||+
+||f ; V2ν+1||), ν ≥ 2.

Çà äîïîìîãîþ öic�� îöiíêè i óìîâ (13) îäåð-
æèìî ïîòðiáíó îöiíêó. Ñïðàâäi,

||u; V h
z \ V h

1 || ≤
[log2 z]+1∑

ν=1

||u; V h
2ν \ V h

2ν−1|| ≤

≤ C [log2 z] ||u; V h
2 \ V h

1 ||+
+C [log2 z] (log2 z)2 (||u−; V2[log2 z]+1||+

+||f ; V2[log2 z]+1||) ≤ C1(1 + z)a1 .

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 8 âèïëèâàc ç îöiíêè

||u; V h
2 \ V h

1 || ≤ Cν−1||u; V h
2ν \ V h

2ν−1||
ïðè ν = [log2 z].

Çàóâàæåííÿ. ßêùî â ñèñòåìi (1) s1 =
... = sN (ñïðÿæåíà äî (1) ñèñòåìà ìàc
ñòðóêòóðó Ïåòðîâñüêîãî), òî ���� äîäàòíi
ðîçâ'ÿçêè ñóìîâíi â óñié îáëàñòi G. Òî-
ìó â íåðiâíîñòÿõ Ãàðíàêà ïðèñóòíi íîð-
ìè â ïðîñòîði L1 i çðîñòàííÿ òà ñïàäàííÿ
âèâ÷àcòüñÿ ó öiëîìó öèëiíäði ÷è êîíóñi. Öi
ðåçóëüòàòè äîâåäåíî â [1].
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