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ÏÐÎ ÇÃÎÐÒÊÈ Â ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ ÏÎÑËIÄÎÂÍÎÑÒÅÉ
Ó ïðîñòîðàõ ïîñëiäîâíîñòåé, ùî íàäiëåíi íîðìàëüíîþ çà Êåòå òîïîëîãicþ, ïîáóäîâàíà

íåòðèâiàëüíà çãîðòêà äëÿ äîâiëüíîãî ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà, ÿêèé c ïðàâèì îáåð-
íåíèì äî óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ.

A non-trivial convolution for arbitrary linear continues operator which is right inverse to the
generalized di�erentiation is obtained in the spaces of sequences.

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé
ïðîñòið. Íàãàäàcìî, ùî çãîðòêîþ äëÿ ëiíié-
íîãî íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà M : X → X
íàçèâàcòüñÿ íàðiçíî íåïåðåðâíà, áiëiíiéíà,
êîìóòàòèâíà é àñîöiàòèâíà îïåðàöiÿ
∗ : X ×X → X, äëÿ ÿêî�� M(x∗y) = (Mx)∗y,
x, y ∈ X [1, ñ.10]. ßêùî çãîðòêà ∗ íå ìàc
àíóëÿòîðiâ ó ïðîñòîði X, òîáòî òàêèõ íå-
íóëüîâèõ åëåìåíòiâ x ∈ X, ùî x ∗ y = 0
äëÿ êîæíîãî y ∈ X, òî êàæóòü, ùî âîíà c
íåòðèâiàëüíîþ.

Ïîáóäîâi çãîðòîê äëÿ ëiíiéíèõ íåïå-
ðåðâíèõ îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîðàõ àíàëiòè-
÷íèõ ôóíêöié òà ��õíiì çàñòîñóâàííÿì ïðè-
ñâÿ÷åíi ÷èñëåííi ïðàöi áàãàòüîõ ìàòåìàòèêiâ
(äèâ. áiáëiîãðàôiþ â [1]). Îñêiëüêè ïðîñòîðè
àíàëiòè÷íèõ ó êðóãîâèõ îáëàñòÿõ ôóíêöié
òà äåÿêi ïiäïðîñòîðè ïðîñòîðó öiëèõ ôóí-
êöié c òîïîëîãi÷íî içîìîðôíèìè äî ïðîñòî-
ðiâ ïîñëiäîâíîñòåé, ùî íàäiëåíi íîðìàëüíîþ
òîïîëîãicþ [2], òî ïðèðîäíî ïîñòàc çàäà÷à
ïðî ïîáóäîâó òà çàñòîñóâàííÿ çãîðòîê ó ïðî-
ñòîðàõ ïîñëiäîâíîñòåé.

Íåõàé E � äåÿêèé âåêòîðíèé ïðî-
ñòið ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë
x = (x0, x1, x2, ...) íàä ïîëåì C, à Eα �
äâî��ñòèé äî íüîãî ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé,
òîáòî

Eα =

{
u :

∞∑
n=0

|xnun| < +∞, ∀x ∈ E

}
.

Íàáîðîì ïåðåäíîðì {pu(x) : u ∈ Eα}, äå

pu(x) =
∞∑

n=0

|xnun|, x ∈ E, u ∈ Eα,

íà ïðîñòîði E âèçíà÷àcòüñÿ íîðìàëüíà çà
Êåòå òîïîëîãiÿ [2].

Ñêðiçü äàëi ÷åðåç E ïîçíà÷àòèìåìî ïðî-
ñòið ïîñëiäîâíîñòåé, ÿêèé ìiñòèòü óñi ôiíi-
òíi ïîñëiäîâíîñòi i íàäiëåíèé íîðìàëüíîþ
òîïîëîãicþ. Êðiì öüîãî, ââàæàòèìåìî, ùî E
� ïîâíèé ïðîñòið, ùî ðiâíîñèëüío éîãî äî-
ñêîíàëîñòi, òîáòî (Eα)α = E [2]. Ïîçíà÷è-
ìî ÷åðåç L(E) ñóêóïíiñòü óñiõ ëiíiéíèõ íå-
ïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ç E â E, à
÷åðåç E ′ � ïðîñòið óñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ
ôóíêöiîíàëiâ íà E. Âiäçíà÷èìî, ùî ïðîñòî-
ðè E ′ òà Eα c içîìîðôíèìè [2].

Íåõàé (α0, α1, α2, ...) � òàêà ïîñëiäîâíiñòü
âiäìiííèõ âiä íóëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ùî
îïåðàòîðè óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ
Dα òà óçàãàëüíåíîãî iíòåãðóâàííÿ Iα, ÿêi
âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

Dαx = Dα(x0, x1, ..., xn, ...) =

=

(
α0

α1

x1,
α1

α2

x2, ...,
αn

αn+1

xn+1, ...

)
,

Iαx = Iα(x0, x1, ..., xn, ...) =

=

(
0,

α1

α0

x0, ...,
αn

αn−1

xn−1, ...

)
,

îäíî÷àñíî äiþòü ç ïðîñòîðó E â ïðîñòið E.
Î÷åâèäíî, ùî öi îïåðàòîðè ëiíiéíi. Âðàõîâó-
þ÷è äîñêîíàëiñòü ïðîñòîðó E, íåâàæêî ïå-
ðåêîíàòèñÿ, ùî âîíè c íåïåðåðâíèìè.
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Öÿ ñòàòòÿ ïðèñâÿ÷åíà ïîáóäîâi â ïðîñòî-
ði ïîñëiäîâíîñòåé E íåòðèâiàëüíî�� çãîðòêè
äëÿ äîâiëüíîãî îïåðàòîðà ç L(E), ÿêèé c
ïðàâèì îáåðíåíèì äî Dα, òîáòî äëÿ îïåðà-
òîðà âèãëÿäó Iα +L, äå L � äîâiëüíèé ôóí-
êöiîíàë ç E ′. Ïðè öüîìó âèêîðèñòîâócòüñÿ
çàïðîïîíîâàíà â [3] çàãàëüíà ñõåìà âiäøóêà-
ííÿ íîâèõ çãîðòîê äëÿ îïåðàòîðiâ çà äîïî-
ìîãîþ êîìóòàíòiâ öèõ îïåðàòîðiâ. Òîìó ñïî-
÷àòêó îïèñócòüñÿ êîìóòàíò îïåðàòîðà âè-
ãëÿäó Iα + L. Çàóâàæèìî, ùî ïèòàííÿ ïðî
îïèñàííÿ êîìóòàíòiâ ðiçíîìàíiòíèõ îïåðà-
òîðiâ, ùî ïîâ'ÿçàíi ç óçàãàëüíåíèìè äèôå-
ðåíöiþâàííÿì òà iíòåãðóâàííÿì, äîñëiäæó-
âàëèñÿ áàãàòüìà ìàòåìàòèêàìè (äèâ. áiáëiî-
ãðàôiþ â [4]).

Çàôiêñócìî äîâiëüíèé ôóíêöiîíàë
L ∈ E ′ i îïèøåìî êîìóòàíò îïåðàòî-
ðà Iα + L ó ïðîñòîði E. Ïðèïóñòèìî, ùî
îïåðàòîð T ∈ L(E) c ïåðåñòàâíèì ç Iα +L,
òîáòî

(Iα + L)Tx = T (Iα + L)x, x ∈ E. (1)

Äëÿ êîæíîãî n = 0, 1, 2, ... ÷åðåç
e(n) ïîçíà÷èìî n-é îðò, òîáòî òàêó ïîñëi-
äîâíiñòü, ó ÿêî�� n-é ÷ëåí äîðiâíþc 1, à âñi
ðåøòà � 0. Âiäçíà÷èìî, ùî ñóêóïíiñòü óñiõ
îðòiâ óòâîðþc áàçèñ ïðîñòîðó E [2]. Íåõàé
y = Te(0), à Λ(x) = x0 − L(Dαx). Ìåòîäîì
ìàòåìàòè÷íî�� iíäóêöi�� äîâåäåìî, ùî òîäi ïðè
n = 0, 1, 2, ...

T e(n) =
1

αn

Dα[Φn(y)], (2)

äå

Φn(y) =
n∑

k=0

αk[Λ(e(k))In−k+1
α y−

−e(k)Λ(In−k+1
α y)]. (3)

Êîëè n = 0, òî ìàòèìåìî iñòèííó ðiâíiñòü
Te(0) = y. Ïðèïóñòèìî, ùî (2) âèêîíócòüñÿ
äëÿ n ≥ 0, òà äîâåäåìî, ùî öÿ ðiâíiñòü ïðà-
âèëüíà i äëÿ n + 1. Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó

e(n+1) =
αn

αn+1

(Iα + L)e(n) + Λ(e(n+1))e(0),

ñïiââiäíîøåííÿ (1), à òàêîæ òå, ùî
(Iα + L)Dαx = x− Λ(x)e(0), x ∈ E, (4)

îòðèìócìî

Te(n+1) =
αn

αn+1

(Iα+L)Te(n)+Λ(e(n+1))Te(0) =

=
1

αn+1

(Φn(y)− Λ[Φn(y)]) + Λ(e(n+1))y.

Îñêiëüêè, î÷åâèäíî,

Λ[Φn(y)] = 0, n = 0, 1, 2, ..., (5)

òo

Te(n+1) =
1

αn+1

Dα

[
n∑

k=0

αkΛ(e(k))In−k+2
α y−

−
n∑

k=0

αk+1e
(k+1)Λ(In−k+1

α y)

]
+

+Dα[Λ(e(n+1))Iαy]−Dα

[
α0

αn+1

e(0)Λ(In+2
α y)

]
=

=
1

αn+1

Dα[Φn+1(y)],

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.
Ñêîðèñòàâøèñü ëiíiéíiñòþ é íåïåðåðâíi-

ñòþ îïåðàòîðiâ T é Iα + L, à òàêîæ ñïiââiä-
íîøåííÿìè (2)�(5), îäåðæèìî, ùî äëÿ äî-
âiëüíîãî x ∈ E

Tx =
∞∑

n=0

xnTe(n) =

= Dα

[ ∞∑
n=0

xn

αn

(Iα + L)Dα[Φn(y)]

]
=

= Dα

[ ∞∑
n=0

xn

αn

(
Φn(y)− Λ[Φn(y)]

)]
=

= Dα

[ ∞∑
n=0

xn

αn

Φn(y)

]
.

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíå
Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé L � äîâiëüíèé ôi-

êñîâàíèé ôóíêöiîíàë ç E ′, a Λ(x) = x0−
−L(Dαx). ßêùî îïåðàòîð T ∈ L(E) c ïå-
ðåñòàâíèì ç Iα +L, òî äëÿ äîâiëüíî�� ïîñëi-
äîâíîñòi x ∈ E

Tx = Dα

( ∞∑
n=0

xn

αn

n∑

k=0

αk

[
Λ(e(k))In−k+1

α y−
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−e(k)Λ(In−k+1
α y)

])
, (6)

äå y � äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü ç E, ïðè÷îìó
y = T e(0) .

Âiäçíà÷èìî, ùî îñêiëüêè îïåðàòîð T c ëi-
íiéíèì i íåïåpåpâíèì, òî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi
y = Te(0) òà äîâiëüíî�� ïîñëiäîâíîñòi x ∈ E
ðÿä ó ïðàâié ÷àñòèíi (6) çáiãàcòüñÿ â ïpîñòî-
pi E. Ïðèïóñòèìî, ùî öåé ðÿä çáiãàcòüñÿ çà
òîïîëîãicþ ïðîñòîðó E äëÿ äîâiëüíèõ ïîñëi-
äîâíîñòåé x òà y ç E.

Äëÿ êîæíîãî n = 0, 1, 2, ... ðîçãëÿíåìî
áiëiíiéíå íàðiçíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ
fn : E×E → E, ÿêå âèçíà÷àcòüñÿ ñïiââiäíî-
øåííÿì

fn(x, y) =
xn

αn

Φn(y).

Îñêiëüêè çà ïðèïóùåííÿì pÿä iç ïpàâî��
÷àñòèíè (6) çáiãàcòüñÿ â E äëÿ êîæíèõ
x , y ∈ E, òî ïîñëiäîâíiñòü {fn(x, y) : n ≥ 0}
c ïîòî÷êîâî îáìåæåíîþ â E.

Îçíà÷åííÿ 1. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî
ïðîñòið E ìàc âëàñòèâiñòü (À), ÿêùî êî-
æíà ïîòî÷êîâî îáìåæåíà â E ïîñëiäîâ-
íiñòü áiëiíiéíèõ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiä-
îáðàæåíü gn : E × E → E (n ≥ 0) c îäíî-
ñòàéíî íåïåðåðâíîþ, òîáòî

∀v ∈ Eα ∃u ∈ Eα ∀x, y ∈ E ∀n ≥ 0 :

pv(gn(x, y)) < pu(x) pu(y).

Âiäçíà÷èìî, ùî òàêó âëàñòèâiñòü ìàþòü, íà-
ïðèêëàä, ïðîñòîðè Ôðåøå [5, c.113].

Íåõàé E ìàc âëàñòèâiñòü (À). Òîäi ç ïîòî-
÷êîâî�� îáìåæåíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {fn(x, y) :
n ≥ 0} îòðèìàcìî, ùî âîíà c îäíîñòàéíî íå-
ïåðåðâíîþ â E. Òîìó

∀v ∈ Eα ∃u ∈ Eα ∀n,m = 0, 1, 2, ... :

pv

(
1

αn

Φn(e(m))

)
=

= pv

(
n∑

k=0

αn+m−k+1αk

αnαm

[
Λ(e(k))e(n+m−k+1)−

−e(k)Λ(e(n+m−k+1))
])

< |unum|.

Ïîçíà÷èâøè lk = Λ(e(k)) i ñêîðèñòàâøèñü
òèì, ùî

n∑

k=0

αn+m−k+1αk

αnαm

(lke
(n+m−k+1)−ln+m−k+1e

(k)) =

=
n+m+1∑

k=max{n,m}+1

αn+m−k+1αk

αnαm

ln+m−k+1e
(k)−

−
min{n,m}∑

k=0

αn+m−k+1αk

αnαm

ln+m−k+1e
(k),

îäåðæèìî:

∀v ∈ Eα ∃u ∈ Eα ∀n,m = 0, 1, 2, ...

∀k = 0, 1, ..., min{n,m},
max{n,m}+ 1, ..., n + m + 1 : (7)∣∣∣∣

αn+m−k+1αk

αnαm

ln+m−k+1vk

∣∣∣∣ < |unum|.

Òàêèì ÷èíîì, óñòàíîâëåíî
Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé ïðîñòið E ìàc

âëàñòèâiñòü (À), L - äîâiëüíèé ôiêñîâà-
íèé ôóíêöiîíàë ç E ′, Λ(x) = x0 − L(Dαx)
i lk = Λ(e(k)). Òîäi ÿêùî äëÿ êîæíî�� ïîñëi-
äîâíîñòi y ∈ E iñíóc îïåðàòîð T ∈ L(E),
ïåðåñòàâíèé ç Iα + L, äëÿ ÿêîãî Te(0) = y,
òî îïåðàòîð T ïîäàcòüñÿ ó âèãëÿäi (6) i
âèêîíócòüñÿ óìîâà (7).

Ïðè äîäàòêîâié óìîâi íà ïðîñòið E ïðà-
âèëüíå i îáåðíåíå òâåðäæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2. Ââàæàòèìåìî, ùî
ïðîñòið E ìàc âëàñòèâiñòü (Â), ÿêùî
âií ðàçîì ç êîæíîþ ñâîcþ ïîñëiäîâíiñòþ
x = (xn) ìiñòèòü òàêîæ i ïîñëiäîâíiñòü
x′ = (nxn).

Çàóâàæèìî, ùî óìîâó (Â) çàäîâîëüíÿ-
þòü, íàïðèêëàä, ïðîñòîðè, ÿêi âõîäÿòü ó
êëàñèôiêàöiþ [4, ñ.31].

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé ïðîñòið E ìàc
âëàñòèâiñòü (Â), L ∈ E ′ i âèêîíócòüñÿ
óìîâà (7). Òîäi äëÿ êîæíî�� ïîñëiäîâíîñòi
y ∈ E ôîðìóëîþ (6) âèçíà÷àcòüñÿ îïåðà-
òîð T ∈ L(E), ÿêèé c ïåðåñòàâíèì ç Iα+L,
ïðè÷îìó Te(0) = y.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé y � ïîñëiäîâíiñòü iç
ïðîñòîðó E. Äîâåäåìî, ùî âiäïîâiäíèé îïå-
ðàòîð T , ÿêèé âèçíà÷àcòüñÿ ôîðìóëîþ (6),
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íàëåæèòü ìíîæèíi L(E) i c ïåðåñòàâíèì ç
Iα + L.

Âiçüìåìî x ∈ E i äîâåäåìî, ùî ðÿä iç ïðà-
âî�� ÷àñòèíè (6) c çáiæíèì ó ïðîñòîði E. Äëÿ
öüîãî äîñèòü ïåðåâiðèòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü
÷àñòèííèõ ñóì óêàçàíîãî ðÿäó c ïîñëiäîâíi-
ñòþ Êîøi, òîáòî

∀ε > 0 ∀v ∈ Eα ∃n0 ∈ N ∀i, j ≥ n0 (i < j) :

pv

(
j∑

n=i+1

xn

αn

Φn(y)

)
< ε.

Çàôiêñócìî äîâiëüíî âçÿòi ε > 0, v ∈ Eα, à
òàêîæ çíàéäåíå äëÿ v iç (7) u ∈ Eα. Òîäi äëÿ
i, j ∈ N (i < j) ìàòèìåìî, ùî

pv

(
j∑

n=i+1

xn

αn

Φn(y)

)
≤

j∑
n=i+1

∞∑
m=0

|xnym|×

×



min{n,m}∑

k=0

∣∣∣∣
αn+m−k+1αk

αnαm

ln+m−k+1vk

∣∣∣∣ +

+
n+m+1∑

k=max{n,m}+1

∣∣∣∣
αn+m−k+1αk

αnαm

ln+m−k+1vk

∣∣∣∣


 ≤

≤
j∑

n=i+1

∞∑
m=0

|xnym|(n + m + 2)|unum|.

Çâiäñè, îñêiëüêè n+m+2 ≤ (n+1)(m+2) i
ðÿäè

∞∑
n=0

(n + 1)|xnun| òà
∞∑

m=0

(m + 2)|ymum| c
çáiæíèìè, îòðèìàcìî, ùî äëÿ çàôiêñîâàíèõ
ε > 0 i v ∈ Eα

∃n0 ∈ N ∀i, j ≥ n0(i < j) :

pv

(
j∑

n=i+1

xn

αn

Φn(y)

)
< ε,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.
Îòæå, ôîðìóëîþ (6) âèçíà÷àcòüñÿ îïå-

ðàòîð T : E → E. Éîãî ëiíiéíiñòü î÷åâè-
äíà. Äîâåäåìî íåïåðåðâíiñòü öüîãî îïåðàòî-
ðà, òîáòî, ùî

∀v ∈ Eα ∃u ∈ Eα ∀n = 0, 1, 2, ... :

pv(Te(n)) < |un|

Íåõàé v ∈ Eα. Îñêiëüêè Dα äic ëiíiéíî é
íåïåðåðâíî â E, òî

∃u′ ∈ Eα ∀n = 0, 1, 2, ... :

pv(Te(n)) < pu′

(
1

αn

Φn(y)

)
.

Ñêîðèñòàâøèñü íàâåäåíèìè âèùå îöiíêàìè
i óìîâîþ (7), ìàòèìåìî, ùî

∃u′′ ∈ Eα ∀n = 0, 1, 2, ... :

pu′

(
1

αn

Φn(y)

)
≤ (n+1)|u′′n|

∞∑
m=0

(m+2)|ymu′′m|.

Òîäi, î÷åâèäíî, çà øóêàíó ìîæíà âçÿòè ïî-
ñëiäîâíiñòü

u =

(
(n + 1)|u′′n|

∞∑
m=0

(m + 2)|ymu′′m|
)
∈ Eα.

Òàêèì ÷èíîì, îïåðàòîð (6) íàëåæèòü
ïðîñòîðó L(E). Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî âií
c ïåðåñòàâíèì ç Iα + L. Âðàõîâóþ÷è ëiíié-
íiñòü òà íåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðà T , äîñèòü
ïåðåâiðèòè, ùî ïðè n = 0, 1, 2, ...

T (Iα + L)e(n) = (Iα + L)Te(n).

Ç (6) âèïëèâàc, ùî ïðè n = 0, 1, 2, ...
ïîñëiäîâíiñòü Te(n) ïîäàcòüñÿ ó âèãëÿäi
(2) � (3). Çàôiêñócìî äîâiëüíî âçÿòå n =
0, 1, 2, ... . Îñêiëüêè

(Iα + L)e(n) =
αn+1

αn

e(n+1) − αn+1

αn

ln+1e
(0),

òî, âðàõîâóþ÷è (2) i (3), ìàcìî

T (Iα+L)e(n) =
1

αn

(
Dα[Φn+1(y)]−αn+1ln+1y

)
.

Àëå

Dα[Φn+1(y)]− αn+1ln+1y =
n∑

k=0

αklkIn−k+1
α y−

−
n+1∑

k=1

αk−1e
(k−1)Λ[In−(k−1)+1

α y] = Φn(y).

Òîìó

T (Iα + L)e(n) =
1

αn

Φn(y).
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Ç iíøîãî áîêó, âèêîðèñòîâóþ÷è (4) òà (5),
îäåðæócìî, ùî

(Iα + L)Te(n) =

=
1

αn

(
Φn(y)− Λ[Φn(y)]

)
=

1

αn

Φn(y).

Îòæå, îïåðàòîð T , ÿêèé âèçíà÷àcòüñÿ
ôîðìóëîþ (6), c ñïðàâäi ïåðåñòàâíèì ç
Iα + L. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíå.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî ïîáóäîâè çãîðòêè â
E äëÿ îïåðàòîðà Iα + L, äå L ∈ E ′.

Òåîðåìà. Íåõàé ïðîñòið E ìàc âëàñòè-
âiñòü (Â), L � äîâiëüíî ôiêñîâàíèé ôóíêöiî-
íàë ç E ′, Λ(x) = x0 − L(Dαx), lk = Λ(e(k))
i âèêîíócòüñÿ óìîâà (7). Òîäi ôîðìóëîþ

x ∗ y =
∞∑

n=0

xn

αn

n∑

k=0

αk

[
lkIn−k+1

α y−

−e(k)Λ(In−k+1
α y)

]
, (8)

äå x, y ∈ E, âèçíà÷àcòüñÿ íåòðèâiàëüíà
çãîðòêà äëÿ îïåðàòîðà Iα + L, ïðè÷îìó

(Iα + L)x = x ∗ e(0), x ∈ E. (9)

Äîâåäåííÿ. Áiëiíiéíiñòü îïåðàöi�� ∗ î÷å-
âèäíà. �I�� íàðiçíà íåïåðåðâíiñòü âèïëèâàc iç
çáiæíîñòi â ïðîñòîði E ðÿäó ç ïðàâî�� ÷àñòè-
íè (8), ÿêà áóëà âñòàíîâëåíà ïðè äîâåäåííi
òâåðäæåííÿ 3. Âðàõîâóþ÷è öå, êîìóòàòèâ-
íiñòü îïåðàöi�� (8) i ðiâíiñòü (9) äîñèòü ïåðå-
âiðèòè íà îðòàõ.

Äëÿ äîâiëüíèõ n,m = 0, 1, 2, ... ìàcìî

e(n) ∗ e(m) =

=
n+m+1∑

k=max{n,m}+1

αn+m−k+1αk

αnαm

ln+m−k+1e
(k)−

−
min{n,m}∑

k=0

αn+m−k+1αk

αnαm

ln+m−k+1e
(k) = e(m)∗e(n).

Òîìó îïåðàöiÿ ∗ c êîìóòàòèâíîþ. Êðiì öüî-
ãî, ç îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâàc,
ùî äëÿ n = 0, 1, 2, ...

e(n) ∗ e(0) =
αn+1

αn

e(n+1) − αn+1

αn

ln+1e
(0) =

= (Iα + L)e(n),

çâiäêè îòðèìócìî iñòèííiñòü ôîðìóëè (9).
Äîâåäåìî äàëi, ùî äëÿ âñiõ x, y ∈ E

âèêîíócòüñÿ ðiâíiñòü

(Iα + L)(x ∗ y) = [(Iα + L)x] ∗ y. (10)

Äîâiëüíî çàôiêñócìî y ∈ E i ðîçãëÿíåìî â
E îïåðàòîð, ÿêèé âèçíà÷àcòüñÿ ôîðìóëîþ

Tx = Dα(x ∗ y).

Ç òâåðäæåííÿ 2 âèïëèâàc, ùî T ∈ L(E) i T
c ïåðåñòàâíèì ç îïåðàòîðîì Iα +L. Âèêîðè-
ñòîâóþ÷è (5), îòðèìócìî, ùî Λ(x ∗ y) = 0
äëÿ âñiõ x ∈ E. Òîìó, âðàõóâàâøè (4), ìàòè-
ìåìî

x ∗ y = (Iα + L)Dα(x ∗ y) + Λ(x ∗ y)e(0) =

= (Iα + L)Tx = T (Iα + L)x =

= Dα ([(Iα + L)x] ∗ y) .

Ñêîðèñòàâøèñü ùå ðàç (4), îäåðæèìî (10).
Äîâåäåìî ùå àñîöiàòèâíiñòü îïåðàöi�� ∗.

Äëÿ öüîãî äîñèòü ïåðåêîíàòèñÿ ó òîìó, ùî

(x ∗ y) ∗ e(n) = x ∗ (y ∗ e(n)) (11)

äëÿ âñiõ x, y ∈ E i n = 0, 1, 2, ... . Çàôiêñócìî
äîâiëüíî âçÿòi x, y ∈ E i ñêîðèñòàcìîñü
iíäóêöicþ ïî n. Ç (9) i (10) âèïëèâàc, ùî
ïðè n = 0 áóäåìî ìàòè ïðàâèëüíó ðiâíiñòü.
Ïðèïóñòèìî, ùî (11) ìàc ìiñöå äëÿ ÿêîãîñü
n ≥ 0. Òîäi, âðàõîâóþ÷è ôîðìóëè (9) i (10)
òà iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ, îòðèìócìî

(x ∗ y) ∗ e(n+1) =

= (x ∗ y) ∗
(

αn

αn+1

(Iα + L)e(n) + ln+1e
(0)

)
=

=
αn

αn+1

(Iα+L)[x∗(y∗e(n))]+ln+1x∗(y∗e(0)) =

= x ∗
(

y ∗
[

αn

αn+1

(Iα + L)e(n) + ln+1e
(0)

])
=

= x ∗ (y ∗ e(n+1)),

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.
Îòæå, îïåðàöiÿ (8) c äiéñíî çãîðòêîþ äëÿ

îïåðàòîðà Iα + L â E. Çàëèøèëîñü ùå äîâå-
ñòè, ùî âîíà íå ìàc àíóëÿòîðiâ ó E. Íåõàé
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x ∈ E òàêå, ùî x ∗ y = 0 äëÿ âñiõ y ∈ E.
Çîêðåìà, ìàòèìåìî, ùî i x ∗ e(0) = 0, òîáòî
(Iα + L)x = 0. Ïîäiÿâøè íà îáèäâi ÷àñòèíè
öic�� ðiâíîñòi îïåðàòîðîì Dα, îòðèìàcìî, ùî
x = 0. Òåîðåìó äîâåäåíî.
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