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Φ-ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ ÍÀ ÍÎÐÌÀËIÇÎÂÀÍÎÌÓ ÏIÄÌÍÎÃÎÂÈÄI
ÌÍÎÃÎÂÈÄÓ Ç O-ÄÅÔÎÐÌÎÂÀÍÈÌ ÀÔÔIÍÎÐÍÈÌ ÏÎËÅÌ

Íà íîðìàëiçîâàíîìó ïiäìíîãîâèäi ìíîãîâèäó ç O-äåôîðìîâàíèì àôôiíîðíèì ïîëåì iñíóc
Φ-ñòðóêòóðà, ÿêà óçàãàëüíþc (fξηρ)-ñòðóêòóðó, ââåäåíó Ã.Ô.Ëàïòcâèì i Í.Ì.Îñòiàíó.

The normalized submanifold existence of a variety with O-unformated di�erentiable a�norial
�eld of a Φ-structure is proved which generalizes (fξηρ)-structure entered Laptev and Ostianu.

1. Íåõàé Mn � äèôåðåíöiéîâíèé ìíî-
ãîâèä êëàñó C∞ i U � äåÿêèé îêië äî-
âiëüíî�� òî÷êè x0 ∈ Mn. Áóäü-ÿêó òî÷êó
îêîëó U ⊂ Mn ïîçíà÷èìî ÷åðåç x. ßêùî
T s(Mn) � äîòè÷íå ðîçøàðóâàííÿ ïîðÿäêó
s íàä îêîëîì U , òî T s(Mn) =

⋃
x∈Mn

T s
x(Mn),

äå T s
x(Mn) � øàð ðîçøàðóâàííÿ â òî÷öi x.

Íàä Mn ìîæíà ââåñòè ðîçøàðóâàííÿ áàçèñiâ
Rs(Mn) =

⋃
x∈Mn

Rs
x(Mn), äå Rs

x(Mn) � ìíî-

æèíà âñiõ áàçèñiâ ó òî÷öi x ç áàçîâèìè âå-
êòîðàìè ~e

x
J , ~e

x
J1J2 , ..., ~e

x
J1...Js , J, ..., Jν = 1, n,

ν = 1, s. Íàä îêîëîì U ââåäåìî n ëiíiéíèõ
ëiíiéíî íåçàëåæíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ôîðì
ωJ (ñòðóêòóðíi ôîðìè ìíîãîâèäó Mn [1]),
ðiâíÿííÿ ñòðóêòóðè ÿêèõ ìàc âèãëÿä

dωJ = ωL ∧ ωJ
L,

dωJ
L = ωK

L ∧ ωJ
K + ωK ∧ ωJ

KL, ωJ
KL = ωJ

LK . (1)

Ïðè ïðîäîâæåííÿõ ñèñòåìè (1) íàä U
âèíèêàc ïîñëiäîâíiñòü ëiíiéíèõ äèôåðåíöi-
àëüíèõ ôîðì ωJ

L, ωJ
L1L2

, ..., ωJ
L1...Ls

, ÿêà ìàc
ðîçøàðîâàíó ñòðóêòóðó âiäíîñíî ñòðóêòóð-
íèõ ôîðì ìíîãîâèäó Mn [2]. Ó ôiêñîâàíié
òî÷öi x ìíîãîâèäó Mn ôîðìè ωJ ïåðåòâîðþ-
þòüñÿ â íóëü, à ôîðìè ω̄J

L, ω̄J
L1L2

, ..., ω̄J
L1...Ls

ñòàþòü iíâàðiàíòíèìè ôîðìàìè äåÿêî�� ëi-
íiéíî�� ãðóïè, ÿêó íàçèâàþòü äèôåðåíöiàëü-
íîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó s i ïîçíà÷àþòü Ds

n

[3]. Ó äîòè÷íîìó ïðîñòîði T s
x(Mn) ãðóïà

Ds
n çîáðàæåíà ãðóïîþ ïåðåòâîðåíü áàçèñó

{~e
x

L, ~e
x

L1L2 , ..., ~e
x

L1...Ls}. Çîêðåìà, ãðóïà D1
n ç

iíâàðiàíòíèìè ôîðìàìè ω̄J
K çîáðàæåíà â øà-

ðàõ äîòè÷íîãî ðîçøàðóâàííÿ ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó, ÿêå áóäåìî ïîçíà÷àòè T (Mn), ãðóïîþ
ïåðåòâîðåíü ëîêàëüíîãî âåêòîðíîãî áàçèñó
~e
x

J : δ~e
x

J = ω̄K
J ~e

x
K .

2. Ïðècäíàcìî äî ãðóïè D1
n ìíîãîâè-

äó Mn äèôåðåíöiéîâíå ïîëå ãåîìåòðè÷íî-
ãî îá'cêòà F = FK

J ~e
x

K ⊗ ε
x̄

J , äå ε
x̄

J � áà-
çèñ êîâåêòîðiâ, âçàcìíèé ç áàçèñîì ~e

x
K . Ôóí-

êöi�� FK
J óòâîðþþòü òåíçîð òèïó (1, 1) � àô-

ôiíîð ó òî÷öi x ìíîãîâèäó Mn. Ââàæàcìî,
ùî ïîëå àôôiíîðà F O-äåôîðìîâàíå [4-5].
O-äåôîðìîâàíiñòü àôôiíîðíîãî ïîëÿ F íà
ìíîãîâèäi Mn îçíà÷àc, ùî â êîæíié òî÷öi x
ìíîãîâèäó Mn iñíóc áàçèñ ïðîñòîðó Tx(Mn),
â ÿêîìó ìàòðèöÿ àôôiíîðà F ìîæå áóòè çâå-
äåíà äî îäíîãî i òîãî æ ôiêñîâàíîãî âèãëÿäó.
Àäàïòîâàíèìè áàçèñàìè äëÿ ïîëÿ àôôiíî-
ðà F íà Mn íàçèâàþòüñÿ òi áàçèñè â Tx(Mn),
âiäíîñíî ÿêèõ ìàòðèöÿ àôôiíîðà F çáåðiãàc
ôiêñîâàíèé âèãëÿä. Iíâàðiàíòíiñòü ïîëÿ F
íà ìíîãîâèäi Mn åêâiâàëåíòíà óìîâàì

dFK
J − FK

L ωL
J + FL

J ωK
L = FK

JLωL. (2)

Ôóíêöi�� FK
JL íàçèâàþòüñÿ äîäàòêîâèìè ôóí-

êöiÿìè, ÿêi âèçíà÷àþòü àôôiíîðíå ïîëå F =
{FK

J } [4-5].
Çàìêíåìî ñèñòåìó (2) i âèêîðèñòàcìî (1),

òîäi îòðèìàcìî

dFK
JL − FK

PLωP
J − FK

JP ωP
L + F P

JLωK
P +

+F P
J ωK

PL − FK
P ωP

JL = FK
JLP ωP , (3)
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FK
JLP = FK

JPL � êîåôiöicíòè, îòðèìàíi
âíàñëiäîê çàñòîñóâàííÿ ëåìè Å.Êàðòàíà
[3]. Ïðîäîâæåíèé ãåîìåòðè÷íèé îá'cêò
{FK

J , FK
JL} àôôiíîðíîãî ïîëÿ F íà Mn

ïðècäíàíèé äî äèôåðåíöiàëüíî�� ãðóïè
D2

n. Äèôåðåíöiàëüíà ãåîìåòðiÿ àôôiíîð-
íîãî ïîëÿ F íà Mn íà äèôåðåíöiàëüíèõ
îêîëàõ âèùèõ ïîðÿäêiâ âèçíà÷àcòüñÿ ïðî-
äîâæåíèìè ãåîìåòðè÷íèìè îá'cêòàìè
{FK

J , FK
JL, FK

JLP , ..., FK
J1...Js

}, ñèìåòðè÷íèìè
çà áóäü-ÿêîþ ïàðîþ íèæíiõ iíäåêñiâ i
ïðècäíàíèõ äî ãðóïè Ds

n. Áóäü-ÿêi äîäà-
òêîâi óìîâè äëÿ ñòðóêòóðíîãî îá'cêòà ïîëÿ
F àáî äëÿ ïðîäîâæåíèõ îá'cêòiâ ïðèâî-
äÿòü äî ñïåöiàëüíèõ êëàñiâ ìíîãîâèäiâ ç
àôôiíîðíîþ ñòðóêòóðîþ. Íàïðèêëàä, êî-
ðèñòóþ÷èñü ðiâíÿííÿìè (1), (2) i (3), ìîæíà
ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âåëè÷èíè

NJ
KL := F P

L F J
KP − F P

KF J
LP−

−F J
P F P

LK + F J
P F P

KL (4)

óòâîðþþòü òåíçîð òèïó (1, 2) � òåíçîð
Íåécíõåéñà àôôiíîðíîãî ïîëÿ F . Ðiâíiñòü
íóëåâi òåíçîðà Íåécíõåéñà àôôiíîðíîãî O-
äåôîðìîâàíîãî ïîëÿ íà äèôåðåíöiéîâíîìó
ìíîãîâèäi íå çàâæäè c íåîáõiäíîþ i äî-
ñòàòíüîþ óìîâîþ iíòåãðîâíîñòi àôôiíîðíî��
ñòðóêòóðè. ßêùî, íàïðèêëàä, ìiíiìàëüíèé
ïîëiíîì àôôiíîðà â àäàïòîâàíîìó áàçèñi
ìàc ïðîñòi êîðåíi, òî iíòåãðîâíiñòü àôôiíîð-
íî�� ñòðóêòóðè åêâiâàëåíòíà ðiâíîñòi íóëåâi
òåíçîðà Íåécíõåéñà���� ñòðóêòóðíîãî àôôiíî-
ðà [5].

Çàóâàæèìî, ùî ìíîãîâèä Mn ç O-
äåôîðìîâàíèì ïîëåì àôôiíîðà F ç âëà-
ñòèâîñòÿìè F 2 = −id àáî F 2 = id, àáî
F 2 = 0 íàçèâàcòüñÿ, âiäïîâiäíî, ìíîãîâè-
äîì ìàéæå êîìïëåêñíî�� ñòðóêòóðè àáî ìíî-
ãîâèäîì π-ñòðóêòóðè, àáî ìíîãîâèäîì ìàé-
æå äîòè÷íî�� ñòðóêòóðè. Ìíîãîâèäè ç öèìè
ñòðóêòóðàìè � öå ìíîãîâèäè àôôiíîðíî��
ñòðóêòóðè òèïó óíiòàëüíî�� àñîöiàòèâíî�� àë-
ãåáðè ðàíãó 2. ßêùî íà Mn çàäàòè êiëüêà
O-äåôîðìîâàíèõ àôôiíîðíèõ ïîëiâ, iíâàði-
àíòíèõ âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü ãðóïè D1

n, òî
îòðèìàcìî ìíîãîâèäè àôôiíîðíî�� ñòðóêòó-
ðè òèïó óíiòàëüíî�� àñîöiàòèâíî�� êâàòåðíiîí-
íî�� àëãåáðè [7-8].

3. Íàéñóòòcâiøîþ äèôåðåíöiàëüíîþ
ñòðóêòóðîþ äëÿ ïîáóäîâè ãåîìåòði�� ìíîãî-
âèäó Mn òà éîãî ïiäìíîãîâèäiâ c çâ'ÿçíiñòü
[2-3]. Îçíàêîþ iñíóâàííÿ çâ'ÿçíîñòi ïåðøîãî
ïîðÿäêó â ìíîãîâèäi Mn (òîáòî çâ'ÿçíîñòi
â ðîçøàðóâàííi T (Mn)) c iñíóâàííÿ íà Mn

ïîëÿ ãåîìåòðè÷íîãî îá'cêòà Γ = {ΓJ
KL}

òàêîãî, ùî

dΓJ
KL − ΓJ

PLωP
K − ΓJ

KP ωP
L +

+ΓP
KLωJ

P +ωJ
KL−ΓM

KLΓJ
MP ωP = ΓJ

KLP ωP . (5)

Ôîðìè
ω̃J

K := ωJ
K − ΓJ

KLωL (6)

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè Êàðòàíà-
Ëàïòcâà [3]. Îòæå, ôîðìè ω̃J

K âèçíà÷àþòü
iíôiíiòåçiìàëüíå âiäîáðàæåííÿ ëîêàëüíèõ
ïðîñòîðiâ Tx+dx(Mn) íà Tx(Mn) i c ôîðìà-
ìè çâ'ÿçíîñòi Γ (ÿêà âèçíà÷àcòüñÿ ãåîìåòðè-
÷íèì îá'cêòîì Γ).

Ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) íàáóâàc âèãëÿäó

dωJ = ωL ∧ ω̃J
L +

1

2
SJ

KLωK ∧ ωL,

äå SJ
KL = ΓJ

KL − ΓJ
LK � òåíçîð ñêðóòó çâ'ÿ-

çíîñòi Γ.
Ôîðìè çâ'ÿçíîñòi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿí-

íÿ

dω̃J
K = ω̃L

K ∧ ω̃J
L +

1

2
RJ

KLP ωL ∧ ωP ,

äå RJ
KLP = −RJ

KPL � òåíçîð êðèâèíè çâ'ÿ-
çíîñòi Γ [5]. Çâ'ÿçíiñòü Γ íàçèâàcòüñÿ ñèìå-
òðè÷íîþ, ÿêùî ���� êîìïîíåíòè ΓJ

KL ñèìåòðè-
÷íi çà íèæíiìè iíäåêñàìè. Ñèìåòðè÷íà çâ'ÿ-
çíiñòü õàðàêòåðèçócòüñÿ íóëüîâèì òåíçîðîì
ñêðóòó. Ìíîãîâèäè ç ñèìåòðè÷íîþ çâ'ÿçíi-
ñòþ äîïóñêàþòü àäàïòîâàíi áàçèñè, âiäíî-
ñíî ÿêèõ ΓJ

KL = 0 i òîìó ω̃J
K = ωJ

K , ωJ
KL =

ΓJ
KLP ωP , RJ

KLP = ΓJ
KLP − ΓJ

KPL.
4. ßêùî íà ìíîãîâèäi Mn ç O-

äåôîðìîâàíèì àôôiíîðíèì ïîëåì F çàäàòè
çâ'ÿçíiñòü Γ òàêó, ùîá äîäàòêîâi âèçíà÷àëü-
íi äëÿ àôôiíîðíîãî ïîëÿ F ôóíêöi�� âiä-
íîñíî çâ'ÿçíîñòi Γ äîðiâíþâàëè íóëåâi, òî
çâ'ÿçíiñòü Γ íàçèâàcòüñÿ F -çâ'ÿçíiñòþ. Ìíî-
ãîâèä Mn ç O-äåôîðìîâàíèì àôôiíîðíèì
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Ð.Ô. Äîìáðîâñüêèé

ïîëåì F òà ç F -çâ'ÿçíiñòþ Γ ïîçíà÷àòèìåìî
Mn(F, Γ).

ßêùî ó ðiâíÿííÿõ (2) ïåðåéòè çà ôîðìó-
ëàìè (6) äî ôîðì çâ'ÿçíîñòi Γ, òî

dF J
K − F J

L ω̃L
K + FL

Kω̃J
L = F̃ J

KLωL,

äå F̃ J
KL = F J

KL + FM
K ΓJ

ML − F J
MΓM

KL � êîâàði-
àíòíi ïîõiäíi àôôiíîðà F ó çâ'ÿçíîñòi Γ [5].
Íà ìíîãîâèäi Mn(F, Γ) ïðàâèëüíi òîòîæíî-
ñòi

F J
KL = F J

MΓM
KL − FM

K ΓJ
ML. (7)

Òâåðäæåííÿ 1. Òåíçîð Íåécíõåéñà àô-
ôiíîðíîãî ïîëÿ F íà ìíîãîâèäi Mn(F, Γ) ç
ñèìåòðè÷íîþ F -çâ'ÿçíiñòþ ìàc áóäîâó

NJ
KL = F J

P FM
[L ΓP

K]M ,

äå çà iíäåêñàìè ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ
çäiéñíþcòüñÿ àëüòåðíóâàííÿ.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 1 âèïëèâàc ç ôîð-
ìóë áóäîâè êîìïîíåíò NJ

KL (4), òîòîæíîñòåé
(7) òà óìîâ ΓJ

KL = ΓJ
LK .

Îñêiëüêè âiäíîñíî ñèìåòðè÷íî�� F -
çâ'ÿçíîñòi Γ íà Mn(F, Γ) ïîëå àôôiíîðà F
êîâàðiàíòíî ñòàëå, òî ïðàâèëüíå íàñòóïíå
òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê. Àôôiíîðíå ïîëå F íà ìíîãî-
âèäi Mn(F, Γ) ç ñèìåòðè÷íîþ F -çâ'ÿçíiñòþ
Γ iíòåãðîâíå.

5. Íåõàé Mm (m < n) � m-âèìiðíèé
ïiäìíîãîâèä ìíîãîâèäó Mn(F, Γ). ßêùî
θi(i, j, k, l, ... = 1,m) � ñòðóêòóðíi ôîðìè
ïiäìíîãîâèäó Mm, òî ñèñòåìà

ωJ = ΛJ
i θi (8)

c ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïiäì-
íîãîâèäó Mm, à ôóíêöi�� ΛJ

i ó êîæíié òî÷öi
x ∈ Mm óòâîðþþòü ôóíäàìåíòàëüíèé ãåî-
ìåòðè÷íèé îá'cêò ïåðøîãî ïîðÿäêó ïiäìíî-
ãîâèäó, îñêiëüêè

dΛJ
i − ΛJ

j θj
i + ΛK

i ωJ
K = ΛJ

ijθ
j, ΛJ

ij = ΛJ
ji,

dθi
j = θl

j ∧ θi
l + θl ∧ θi

jl, θ
i
jl = θi

lj. (9)

Ôîðìè θ̄i
j c iíâàðiàíòíèìè ôîðìàìè äè-

ôåðåíöiàëüíî�� ãðóïè ïåðøîãî ïîðÿäêó D1
m

ïiäìíîãîâèäó Mm. Ôóíäàìåíòàëüíèé îá'cêò

ïåðøîãî ïîðÿäêó ïiäìíîãîâèäó Mm â
Mn(F, Γ) ïðècäíàíèé äî ãðóïè D1

m ×D1
n.

Äîâiëüíó ëiíiéíó çâ'ÿçíiñòü ó äîòè÷íî-
ìó ðîçøàðóâàííi T (Mm) ïiäìíîãîâèäó Mm

íàçèâàþòü òàíãåíöiéíîþ çâ'ÿçíiñòþ [4]. Íà-
ÿâíiñòü çâ'ÿçíîñòi ó âìiùóþ÷îìó ìíîãîâèäi
Mn(F, Γ) íå c äîñòàòíüîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ
çâ'ÿçíîñòi â äîòè÷íîìó ðîçøàðóâàííi ïiäì-
íîãîâèäó.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåîáõiäíîþ i äîñòà-
òíüîþ óìîâîþ âèíèêíåííÿ òàíãåíöiéíî��
çâ'ÿçíîñòi íà ïiäìíîãîâèäi Mm ìíîãîâèäó
Mn(F, Γ) c çàäàííÿ íà ïiäìíîãîâèäi Mm ií-
âàðiàíòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçøàðóâàííÿ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî Nx(Mm) � (n −
m)-âèìiðíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó
Tx(Mn) òàêèé, ùî Tx(Mm) ∪ Nx(Mm) =
Tx(Mn) i Tx(Mm) ∩ Nx(Mm) = {x} äëÿ
äîâiëüíîãî åëåìåíòà x ∈ Mm, òî íîð-
ìàëüíå ðîçøàðóâàííÿ N(Mm) íà ïiäìíîãî-
âèäi Mm c äèôåðåíöiéîâíèì îá'cäíàííÿì⋃

x∈Mm

Nx(Mm). Íåõàé ~N
x

α (α, β, γ, ... =

m + 1, n) � äåÿêèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
Nx(Mm) ⊂ Tx(Mn) òàêèé, ùî δ ~N

x
α = v̄β

α
~N
x

β,
äå v̄β

α � iíâàðiàíòíi ôîðìè ãðóïè GL(n −
m,R). Òîäi ~N

x
α = NJ

α~e
x

J i óìîâè iíâàðiàíòíî-
ñòi íîðìàëüíîãî ðîçøàðóâàííÿ íà Mm íàáó-
âàþòü âèãëÿäó [3]

dNJ
α −NJ

β vβ
α + NL

α ωJ
L = NJ

αiθ
i. (10)

Âåêòîð-ôóíêöi�� ~Λ
x

i := ΛJ
i ~e

x
J óòâîðþþòü áà-

çèñ ïðîñòîðó Tx(Mm), à ðiâíÿííÿ (9) c
óìîâàìè iíâàðiàíòíîñòi öüîãî áàçèñó âiä-
íîñíî ïåðåòâîðåíü ãðóïè D1

m × D1
n. Áàçèñ

Rx(Λ, N) = {~Λ
x

i, ~N
x

α} íàçâåìî àäàïòîâà-
íèì áàçèñîì íîðìàëiçîâàíîãî ïiäìíîãîâèäó
Mm â Mn. Ìàòðèöÿ

∥∥∥∥
ΛI

i

NJ
α

∥∥∥∥ íåâèðîäæåíà,
îñêiëüêè âîíà c ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áà-
çèñó Rx(Λ, N) äî {~e

x
J} â Tx(Mn), x ∈ Mm.

Òîìó iñíóc ���� îáåðíåíà ìàòðèöÿ
∥∥∥Λ̃i

JÑα
J

∥∥∥ òà-
êà, ùî

ΛJ
i Λ̃j

J = δj
i , N

J
α Ñβ

J = δβ
α, ΛJ

i Ñα
J = 0, NJ

α Λ̃i
J = 0,
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ΛJ
i Λ̃i

K + NJ
α Ñα

K = δJ
K . (11)

Ôóíêöi�� Λ̃i
J òà Ñα

J ñëóæàòü êîìïîíåíòàìè
ðîçêëàäó ~e

x
J = Λ̃i

J
~Λ
x

i + Ñα
J

~N
x

α. Âîíè çàäî-
âîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

dΛ̃J
i − Λ̃J

j θj
i + Λ̃K

i ωJ
K = Λ̃J

ijθ
j,

dÑJ
α − ÑJ

β vβ
α + ÑK

α ωJ
K = ÑJ

αjθ
j. (12)

Äëÿ òîãî ùîá ôîðìè θ̃i
j = θi

j − γi
jlθ

l áóëè
ôîðìàìè òàíãåíöiéíî�� çâ'ÿçíîñòi ïiäìíîãî-
âèäó Mm, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá ôóíêöi��
γi

jl çàäîâîëüíÿëè ðiâíÿííÿ

dγi
jl − γi

klθ
k
j − γi

jkθ
k
l + γk

jlθ
i
k−

−γp
jlγ

i
pkθ

k + θi
jl = γi

jlkθ
k. (13)

Çà äîïîìîãîþ ðiâíÿíü (5) i (9) çíàõîäè-
ìî, ùî êîìïîíåíòè ãåîìåòðè÷íîãî îá'cêòà
{ΛJ

i , ΓJ
Ki := ΓJ

KLΛL
i } çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó

dΓJ
Ki − ΓJ

Liω
L
K + ΓL

Kiω
J
L − ΓJ

Kjθ
j
i +

+ΛL
i ωJ

KL − ΓL
KiΓ

J
Ljθ

j = ΓJ
Kijθ

j. (14)

Êîðèñòóþ÷èñü ðiâíÿííÿìè (8), (9), (10),
(12), (14) òà óìîâàìè (11), øëÿõîì áåçïî-
ñåðåäíüîãî äèôåðåíöiþâàííÿ âñòàíîâëþcìî,
ùî ôóíêöi��

γi
jl := −Λ̃i

K(ΛK
jl − ΛL

j ΓK
Ll) (15)

çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó (13).
Îòæå, çàäàííÿ íà ïiäìíîãîâèäi Mm ìíî-

ãîâèäó Mn(F, Γ) iíâàðiàíòíîãî ïîëÿ íîðìà-
ëåé c îçíàêîþ iñíóâàííÿ (âèíèêíåííÿ) íà
íüîìó òàíãåíöiéíî�� çâ'ÿçíîñòi ç îá'cêòîì
çâ'ÿçíîñòi (15).

Òâåðäæåííÿ 3. Íîðìàëiçîâàíèé ïiäì-
íîãîâèä ìíîãîâèäó Mn(F, Γ) c ïiäìíîãîâè-
äîì ç íîðìàëüíîþ çâ'ÿçíiñòþ.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3 àíàëîãi÷íå äî-
âåäåííþ òâåðäæåííÿ 2, ÿêùî âàæàòè íîð-
ìàëüíîþ çâ'ÿçíiñòþ ïiäìíîãîâèäó Mm äî-
âiëüíó ëiíiéíó çâ'ÿçíiñòü ó íîðìàëüíîìó
ðîçøàðóâàííi N(Mm). Ôîðìè ṽα

β = vα
β −

γα
βiθ

i áóäóòü ôîðìàìè íîðìàëüíî�� çâ'ÿçíîñòi
â ðîçøàðóâàííi N(Mm), ÿêùî ôóíêöi�� γα

βi

çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ
dγα

βi − γα
γiv

γ
β − γα

βjθ
j
i + γγ

βiv
α
γ−

−γγ
βiγ

α
γjθ

j + vα
βi = γα

βijθ
j. (16)

Ôóíêöi��

γα
βi := −Ñα

K(NK
βi −NL

β ΓK
Li) (17)

çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (16) i òîìó âèçíà-
÷àþòü íà Mm íîðìàëüíó çâ'ÿçíiñòü.

Òåîðåìà 1. Ñèìåòðè÷íà F -çâ'ÿçíiñòü
ìíîãîâèäó Mn(F, Γ) iíäóêóc íà íîðìàëiçîâà-
íîìó ïiäìíîãîâèäi ñèìåòðè÷íó òàíãåíöié-
íó çâ'ÿçíiñòü.

Äiéñíî, âiäíåñåìî íîðìàëiçîâàíèé ïiäì-
íîãîâèä Mm â Mn(F, Γ), äå Γ � ñèìåòðè÷íà
F -çâ'ÿçíiñòü, äî áàçèñó Rx(Λ, N). Àíàëiòè-
÷íà êàíîíiçàöiÿ áàçèñó çóìîâëåíà çíà÷åííÿ-
ìè Λα

i = 0, Λj
i = δj

i , N
β
α = δβ

α, N i
α = 0. Òîäi çà

óìîâ (11) ìàcìî Λ̃j
i = δj

i , Λ̃i
α = 0, Ñβ

α = δβ
α,

Ñα
i = 0 i òîìó γi

jl = Γi
jl − Λi

jl. Îñêiëüêè F -
çâ'ÿçíiñòü ñèìåòðè÷íà, òî Γi

jl = Γi
lj i òîìó

γi
jl = γi

lj. Îòæå, òàíãåíöiéíà çâ'ÿçíiñòü ñèìå-
òðè÷íà.

6. Ðîçãëÿíåìî ðîçêëàä

F (~Λ
x

i) = f j
i
~Λ
x

j + ηα
i

~N
x

α,

F ( ~N
x

β) = ξj
β
~Λ
x

j + ρα
β

~N
x

α, x ∈ Mm. (18)

Ñêàëÿðíèé àíàëîã ñèñòåìè (18) ìàc âèãëÿä

ΛI
i F

L
I = f j

i ΛL
j + ηα

i NL
α ,

N I
βFL

I = ξj
βΛL

j + ρα
βNL

α . (19)

Çàñòîñócìî óìîâè (11), çãîðíóâøè ïîñëi-
äîâíî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (19) ç òåíçîðàìè Λ̃i

L

òà Ñα
L . Îòðèìàcìî

f i
j = ΛI

jF
K
I Λ̃i

K , ξi
α = N I

αFK
I Λ̃i

K ,

ηα
i = ΛI

i F
K
I Ñα

K , ρβ
α = N I

αFK
I Ñβ

K . (20)

Äèôåðåíöiþþ÷è òîòîæíîñòi (20) òà âèêîðè-
ñòîâóþ÷è (2), (9), (10) i (12), ìàcìî

df i
j − f i

l θ
l
j + f l

jθ
i
l = f i

jlθ
l,

dξi
α − ξi

βvβ
α + ξl

αθi
l = ξi

αlθ
l,

dηα
i − ηα

j θj
i + ηβ

i vα
β = ηα

ilθ
l, (21)

dρα
β − ρα

γvγ
β + ργ

βvα
γ = ρα

βlθ
l.
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Ð.Ô. Äîìáðîâñüêèé

Îòæå, {f i
j} � òåíçîð, ïðècäíàíèé äî ãðóïè

D1
m, {ξi

α} òà {ηα
i } � òåíçîðè, ïðècäíàíi äî

ãðóïè D1
m × GL(n −m,R), i {ρα

β} � òåíçîð,
ïðècäíàíèé äî ãðóïè GL(n−m,R).

Îçíà÷åííÿ. Äèôåðåíöiàëüíî-
ãåîìåòðè÷íà ñòðóêòóðà ç ñòðóêòóð-
íèìè îá'cêòàìè {f j

i }, {ξi
α}, {ηα

i } i {ρα
β},

âèçíà÷åíèìè çà ôîðìóëàìè (20) íà íîð-
ìàëiçîâàíîìó ïiäìíîãîâèäi Mm ìíîãîâèäó
ç O-äåôîðìîâàíèì àôôiíîðíèì ïîëåì F ,
íàçèâàcòüñÿ Φ-ñòðóêòóðîþ.

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíà íàñòóïíà òåîðå-
ìà.

Òåîðåìà 2. Êîæíèé íîðìàëiçîâàíèé
ïiäìíîãîâèä ìíîãîâèäó ç O-äåôîðìîâàíèì
àôôiíîðíèì ïîëåì c ìíîãîâèäîì ç Φ-
ñòðóêòóðîþ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (19), (20) i óìîâè (11),
çíàõîäèìî, ùî ñòðóêòóðíi îá'cêòè ìíîãîâè-
äó ç Φ-ñòðóêòóðîþ çâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿ-
ìè

f i
jf

j
l + ηγ

l ξi
γ = ΛJ

j ΦK
J Λ̃i

K ,

f i
jη

α
i + ηβ

j ρα
β = ΛJ

j ΦK
J Ñα

K ,

f i
jξ

j
β + ξi

αρα
β = NJ

β ΦK
J Λ̃i

K , (22)

ρα
βργ

α + ηγ
i ξi

β = NJ
β ΦK

J Ñγ
K ,

äå ΦK
J = FL

J FK
L .

Òåîðåìà 3. ßêùî àôôiíîðíå ïîëå âìi-
ùóþ÷îãî ìíîãîâèäó âèçíà÷àc íà íüîìó ìàé-
æå êîìïëåêñíó ñòðóêòóðó (π-ñòðóêòóðó),
òî äîâiëüíèé íîðìàëiçîâàíèé ïiäìíîãî-
âèä öüîãî ìíîãîâèäó c ìíîãîâèäîì (fξηρ)-
ñòðóêòóðè ãiïåðáîëi÷íîãî (åëiïòè÷íîãî)
òèïó.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 2, äîâiëüíèé
íîðìàëiçîâàíèé ïiäìíîãîâèä Mm ìíîãîâè-
äó ç àôôiíîðíèì ïîëåì F c ìíîãîâèäîì ç
Φ-ñòðóêòóðîþ. Íåõàé ΦK

J = −δK
J (ΦK

J = δK
J ),

òîäi ïîëå F âèçíà÷àc íà Mn ìàéæå êîìïëå-
êñíó ñòðóêòóðó (π-ñòðóêòóðó). Ñïiââiäíîøå-
ííÿ (22) íàáóâàþòü âèãëÿäó

f i
jf

j
l + ηγ

l ξi
γ = εδi

l ,

f i
jη

α
i + ηβ

j ρα
β = 0,

f i
jξ

j
β + ξi

αρα
β = 0,

ρα
βργ

α + ηγ
i ξi

β = εδγ
β ,

äå ε = ∓1, ÿêùî ΦK
J = ∓δK

J .
Îòæå, ïiäìíîãîâèä Mm c ìíîãîâèäîì

(fξηρ)-ñòðóêòóðè, ââåäåíî�� Ã.Ô.Ëàïòcâèì i
Í.Ì.Îñòiàíó â ïðàöi [6].

Òåîðåìà 4. Íà F -iíâàðiàíòíîìó íîð-
ìàëiçîâàíîìó ïiäìíîãîâèäi Mm ìíîãîâèäó
ç O-äåôîðìîâàíèì àôôiíîðíèì ïîëåì ïðî-
åêòîðà F (F 2 = F ) öå àôôiíîðíå ïîëå
iíäóêóc Φ-ñòðóêòóðó ç òðüîìà ñòðóêòóð-
íèìè òåíçîðàìè f, ξ i ρ òàêèìè, ùî f �
ïðîåêòîð â T (Mm), ρ � ïðîåêòîð â N(Mm)
i fξρ = 0.

Äiéñíî, ÿêùî F 2 = F , òî ðiâíÿííÿ (22)
íàáóâàþòü âèãëÿäó

f i
jf

j
l + ηγ

l ξi
γ = f i

l ,

f i
jη

α
i + ηβ

j ρα
β = ηα

j ,

f i
jξ

j
β + ξi

αρα
β = ξi

β,

ρα
βργ

α + ηγ
i ξi

β = ργ
β.

Ðiâíiñòü íóëåâi òåíçîðà ηα
i c îçíàêîþ F -

iíâàðiàíòíîñòi íîðìàëiçîâàíîãî ïiäìíîãîâè-
äó, áî òîäi çà ôîðìóëàìè (18) F (~Λ

x
i) =

f j
i
~Λ
x

j [9].
Îòæå, Φ-ñòðóêòóðà, iíäóêîâàíà íà F -

iíâàðiàíòíîìó íîðìàëiçîâàíîìó ïiäìíîãî-
âèäi àôôiíîðíèì ïîëåì ïðîåêòîðà F ,
âèçíà÷àcòüñÿ òðüîìà òåíçîðàìè f = {f i

j},
ξ = {ξi

α} òà ρ = {ρα
β}, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü

óìîâè

f i
jf

j
l = f i

l , f i
jξ

j
β + ξi

αρα
β = ξi

β,

ρα
βργ

α = ργ
β.

Öi óìîâè âêàçóþòü íà òå, ùî f � ïðîåêòîð
íà T (Mm), à ρ � ïðîåêòîð íà N(Mm). Êðiì
öüîãî, f i

jξ
j
βρβ

α = 0.
7. Îçíà÷åííÿ. Ëiíiéíà çâ'ÿçíiñòü ∇ íà

ïiäìíîãîâèäi Mm ìíîãîâèäó ç àôôiíîðíèì
ïîëåì F òà F -çâ'ÿçíiñòþ íàçèâàcòüñÿ Φ-
çâ'ÿçíiñòþ, ÿêùî ïðèíàéìíi îäèí ñòðó-
êòóðíèé òåíçîð Φ-ñòðóêòóðè, iíäóêîâàíî��
íà Mm F -çâ'ÿçíiñòþ, âiäíîñíî çâ'ÿçíîñòi ∇
êîâàðiàíòíî ñòàëèé [10].
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Òåîðåìà 5. Äëÿ òîãî ùîá òàíãåíöiéíà
çâ'ÿçíiñòü, iíäóêîâàíà íà íîðìàëiçîâàíîìó
ïiäìíîãîâèäi F -çâ'ÿçíiñòþ ìíîãîâèäó ç àô-
ôiíîðíèì ïîëåì F , áóëà Φ-çâ'ÿçíiñòþ, íå-
îáõiäíî i äîñèòü, ùîá òåíçîð f i

jl − f i
kγ

k
jl +

fk
j γi

kl äîðiâíþâàâ íóëåâi. ßêùî íà öüîìó
ïiäìíîãîâèäi Mm àôôiíîðíå ïîëå H =
{HJi

jL} O-äåôîðìîâàíå i ðàíã ‖HJi
jL‖ ìàêñè-

ìàëüíèé, òî íà Mn(F, Γ) iñíóc cäèíà F -
çâ'ÿçíiñòü, êîòðà iíäóêóc íà Mm òàíãåí-
öiéíó Φ-çâ'ÿçíiñòü. Ìàòðèöÿ àôôiíîðà H
ìàc áóäîâó

HJi
jL = ΛJ

j FK
L Λ̃i

K − ΛK
j F J

KΛ̃i
L+

+f l
jΛ

J
l Λ̃i

L − f i
l Λ

J
j Λ̃l

L. (23)

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ (21) â
òåðìiíàõ ôîðì òàíãåíöiéíî�� i íîðìàëüíî��
çâ'ÿçíîñòåé, iíäóêîâàíèõ F -çâ'ÿçíiñòþ Γ íà
íîðìàëiçîâàíîìó ïiäìíîãîâèäi Mm ìíîãî-
âèäó Mn(F, Γ):

df i
j − f i

l θ̃
l
j + f l

j θ̃
i
l = f̃ i

jlθ
l,

dξi
α − ξi

β ṽβ
α + ξj

αθ̃i
j = ξ̃i

αlθ
l,

dηα
i − ηα

j θ̃j
i + ηβ

i ṽα
β = η̃α

ilθ
l,

dρα
β − ρα

γ ṽγ
β + ργ

β ṽα
γ = ρ̃α

βlθ
l,

äå
f̃ i

jl = f i
jl − f i

kγ
k
jl + fk

j γi
kl,

ξ̃i
αl = ξi

αl − ξj
αγi

jl + ξi
βγβ

αl,

η̃α
il = ηα

il − ηβ
i γα

βl + ηα
j γj

il, (24)

ρ̃α
βl = ρα

βl − ργ
βγα

γl + ρα
γγγ

βl

� êîâàðiàíòíi ïîõiäíi ñòðóêòóðíèõ îá'cêòiâ
Φ-ñòðóêòóðè, ÿêùî âåëè÷èíè γi

jl òà γα
βl îá-

÷èñëþþòüñÿ, âiäïîâiäíî, çà ôîðìóëàìè (15)
i (17). Ðiâíiñòü íóëåâi êîâàðiàíòíî�� ïîõiäíî��
f̃ i

jl òåíçîðà {f i
j} âiäíîñíî òàíãåíöiéíî�� çâ'ÿ-

çíîñòi, iíäóêîâàíî�� F -çâ'ÿçíiñòþ âìiùóþ÷î-
ãî ìíîãîâèäó Mn(F, Γ), c íåîáõiäíîþ i äî-
ñòàòíüîþ óìîâîþ òîãî, ùî òàíãåíöiéíà çâ'ÿ-
çíiñòü íà ïiäìíîãîâèäi Mm çáiãàcòüñÿ ç Φ-
çâ'ÿçíiñòþ. Iíøi êîâàðiàíòíi ïîõiäíi ñèñòå-
ìè (24) ïîâ'ÿçàíi ç íîðìàëüíîþ çâ'ÿçíiñòþ

ïiäìíîãîâèäó. Îñêiëüêè òåíçîð {f i
j} (20) c

çãîðòêîþ òåíçîðiâ {ΛJ
i }, {FK

J } i {Λ̃i
J}, òî

f i
jl = ΛJ

jlF
L
J Λ̃i

L + ΛJ
j FL

JlΛ̃
i
L + ΛJ

j FL
J Λ̃i

Ll.

Òîìó ðiâíiñòü íóëåâi òåíçîðà f̃ i
jl ìîæíà

ïîäàòè ó âèãëÿäi

HJi
jLΓL

Jk = Bi
jk, (25)

äå HJi
jL � ìàòðèöÿ àôôiíîðà H, âèçíà÷åíà

ôîðìóëàìè (23), à

Bi
jk = Λ̃i

L(2f l
jΛ

L
lk − ΛJ

jkF
L
J )−

−f i
l Λ̃

l
LΛL

jk − ηα
j Λ̃i

LkN
L
α .

ßêùî ðàíã ìàòðèöi {HJi
jL} ìàêñèìàëüíèé ó

äåÿêié òî÷öi ïiäìíîãîâèäó Mm i ïîëå àô-
ôiíîðà H íà Mm O-äåôîðìîâàíå, òî ìà-
òðèöÿ ‖HJi

jL‖ ìàc îáåðíåíó ìàòðèöþ ó âñiõ
òî÷êàõ ïiäìíîãîâèäó Mm. Êîìïîíåíòè F -
çâ'ÿçíîñòi, ÿêà iíäóêóc íà Mm òàíãåíöiéíó
Φ-çâ'ÿçíiñòü, ìàþòü áóäîâó

ΓK
Ji =

∗
H Kl

jJ Bj
il.

Çàóâàæèìî, ùî íà íîðìàëiçîâàíèõ ïiäìíî-
ãîâèäàõ ó ìíîãîâèäàõ ç àôôiíîðíèìè ïîëÿ-
ìè, ÿêi âèçíà÷àþòü ìàéæå êîìïëåêñíó ñòðó-
êòóðó àáî π-ñòðóêòóðó, òåíçîð H äîðiâíþc
íóëåâi.
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