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ÏÐÎ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÐÎÑÒÓ ÎÄÍÎÏÐÎÄÓÊÒÎÂÎ�I
ÌÀÊÐÎÅÊÎÍÎÌIÊÈ

Äëÿ ìîäåëi åêîíîìi÷íîãî ðîñòó ç êóñêîâî-ëiíiéíèìè ìàêðîâèðîáíè÷îþ ôóíêöicþ òà
ôóíêöicþ êîðèñíîñòi ñïîæèâàííÿ ðîçðîáëåíèé àëãîðèòì ïîáóäîâè îïòèìàëüíî�� ïðîãðàìè ðî-
ñòó.

Algorithm of construction of optimal growth program are investigated for model of economic
growth with piece-linear macro production function and favour function of consumption.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ äàíî�� ïðàöi c ìî-
äåëü åêîíîìi÷íîãî ðîñòó





tm∫

t0

ρ0e
−δtQ(c)dt → max

c
,

k̇ = f(k)− (µ + η)k − c,
k(t0) = k(0), k(tm) ≥ k(m),

0 < c0f(k) ≤ c ≤ c1f(k) < f(k),

(1)

äå k � ôîíäîîçáðîcíiñòü, c � ïèòîìå ñïî-
æèâàííÿ (ñïîæèâàííÿ íà îäèíèöþ ðîáî-
÷î�� ñèëè), µ (0 < µ < 1) � êîåôiöicíò
çíîøåííÿ ôîíäiâ (êàïiòàëó), η (η > 0) �
êîåôiöicíò ðîñòó ðîáî÷î�� ñèëè, f(k) � îäíî-
ôàêòîðíà ìàêðîâèðîáíè÷à ôóíêöiÿ, Q(c)
� ôóíêöiÿ êîðèñíîñòi ñïîæèâàííÿ, ρ0e

−δt

� âàãîâà ôóíêöiÿ (àáî äèñêîíòóþ÷èé ìíî-
æíèê), ùî �ñïiââèìiðÿc� ñïîæèâàííÿ â ði-
çíi ìîìåíòè ÷àñó, ñòàëi äîäàòíi âåëè÷èíè
t0, tm, δ, ρ0, µ, η, k(0), k(m) (k(m) > k(0)), c0, c1, à
òàêîæ ôóíêöi�� f(k) i Q(c) ââàæàþòüñÿ çàäà-
íèìè.

Ïðèíöèïîâîþ âiäìiííiñòþ ìîäåëi (1) âiä
íåîêëàñè÷íèõ ìîäåëåé ðîñòó [1] c òå, ùî òóò
ðîçãëÿäàþòüñÿ êëàñè ôóíêöié f(k) i Q(c),
ÿêi íå çáiãàþòüñÿ iç çàãàëüíîïðèéíÿòèìè â
íåîêëàñè÷íié òåîði�� ðîñòó.

Ùîäî ôóíêöi�� f(k), òî ïðèïóñòèìî, ùî
âîíà âèçíà÷åíà íà R1

+ = [0, +∞), íåïåðåðâ-
íà, êóñêîâî-ëiíiéíà, óãíóòà (îïóêëà ââåðõ),
ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à. Ôóíêöiþ Q(c) ââàæà-

òèìåìî ëiíiéíîþ, òîáòî

Q(c) = Q0c, (Q0 = const > 0).

Ïîáóäîâà ôóíêöié f(k) i Q(c) c îêðå-
ìîþ ïðîáëåìîþ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâà-
ííÿ. Íå çóïèíÿþ÷èñü äåòàëüíî íà öié ïðî-
áëåìi, çàçíà÷èìî, ùî ���� ñêëàäíiñòü çàëåæèòü
íå òiëüêè âiä àïðiîðíèõ âëàñòèâîñòåé ìàêðî-
åêîíîìi÷íîãî ïðîöåñó, àëå é âiä àäåêâàòíîñòi
íàÿâíî�� åêîíîìi÷íî�� iíôîðìàöi��.

Íåõàé íà âiäðiçêó [k(0), k(m)] ⊂ R1
+ ïî-

áóäîâàíà ñiòêà ∆
(1)
k = {k(0) < k(1) < ... <

k(m)} òà âiäïîâiäíà��é ñiòêîâà ìàêðîâèðîáíè-
÷à ôóíêöiÿ

f
∆

(1)
k

= {(k(i), fi) : k(i) 7→ fi,

k(i) ∈ ∆
(1)
k , i = 0,m}.

Ìåòîäèêà ïîáóäîâè òàêèõ ôóíêöié ðîçðî-
áëåíà àâòîðîì [2,3].

Òîäi êóñêîâî-ëiíiéíà ìàêðîâèðîáíè÷à
ôóíêöiÿ f(k) ç âåðøèíàìè (k(i), fi) ∈ f

∆
(1)
k

ìîæå áóòè ïîäàíà ó âèãëÿäi

f(k) =
m−1∑
i=0

Li(k), (2)

äå

Li(k) =

{
aik + bi, k ∈ [k(i), k(i+1)],

0, k 6∈ [k(i), k(i+1)],

ai = f
(+)
i;1 ≡ (fi+1 − fi)/hi, hi = k(i+1) − k(i),
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bi = fi − f
(+)
i;1 · k(i).

Âåëè÷èíè ai òà bi c äîäàòíèìè, êðiì òîãî,
a0 > a1 > ... > am−1.

Ïîâåðíåìîñü äî ìîäåëi (1).
Öå çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, çìiñò

ÿêî�� ïîëÿãàc â òîìó, ùîá çíàéòè òàêå äîïó-
ñòèìå êåðóâàííÿ c∗(t) òà âiäïîâiäíó éî-
ìó äîïóñòèìó òðàcêòîðiþ k∗(t), ÿêi á ìà-
êñèìiçóâàëè iíòåãðàëüíó äèñêîíòîâàíó êî-
ðèñíiñòü íà äîñëiäæóâàíîìó âiäðiçêó ÷àñó
[t0, tm].

Äîñëiäæåííÿ ìîäåëi çäiéñíþâàòèìåìî
àíàëîãi÷íî [4].

Ïîáóäócìî ôóíêöiþ

R(t, k, c) =
∂ϕ

∂t
+

∂ϕ

∂k
[f(k)−

−(µ + η)k − c] + ρ0e
−δtQ0c, (3)

äå ϕ(t, k) � äåÿêà øóêàíà ôóíêöiÿ, ùî ìàc
íåïåðåðâíi ïîõiäíi ïî t i k.

Âèìàãàþ÷è, ùîá R(t, k, c) íå çàëåæàëà âiä
êåðóâàííÿ c, îäåðæèìî ñïiââiäíîøåííÿ

∂ϕ

∂k
= ρ0Q0e

−δt. (4)

Ïðîiíòåãðóâàâøè (4) ïî k, âèáåðåìî ôóí-
êöiþ ϕ(t, k) = ρ0Q0e

−δtk. Òîäi
∂ϕ

∂t
= −ρ0Q0δe

−δtk. (5)

Ïiäñòàâèâøè (4) i (5) ó (3), ìàòèìåìî

R(t, k, c) = ρ0Q0e
−δtR̃(k),

äå R̃(k) = f(k)− (µ + η + δ)k.
Âðàõîâóþ÷è (2), íà âiäðiçêó [k(i), k(i+1)]

R̃(k) = ãik + b̃i, ãi = ai − (µ + η + δ), b̃i = bi.
Ïîñëiäîâíiñòü {ãi}m−1

i=0 c ìîíîòîííî ñïà-
äíîþ. Íåõàé iñíóc òàêå i0 (0 ≤ i0 ≤ m − 2),
ùî ãi0 > 0 i ãi0+1 < 0. Òîäi çíà÷åííÿ
k̃ = k(i0+1) áóäå ìàãiñòðàëüíèì çíà÷åííÿì
ôîíäîîçáðîcíîñòi àáî ïîëîæåííÿì ðiâíîâà-
ãè äëÿ ìîäåëi (1). Âiäïîâiäíå éîìó äîïóñòè-
ìå êåðóâàííÿ

c̃ =





c0f̃ , ˜̃c < c0f̃ ,
˜̃c, c0f̃ ≤ ˜̃c ≤ c1f̃ ,

c1f̃ , ˜̃c > c1f̃ ,

äå ˜̃c = f̃ − (µ + η)k̃, f̃ = ai0 k̃ + bi0 .
Ïðèíàãiäíî âiäçíà÷èìî, ùî ìàãiñòðàëü

ìîäåëi (1) íå çàëåæèòü âiä êîðèñíîñòi ñïî-
æèâàííÿ, à âèçíà÷àcòüñÿ òiëüêè ãðàíè÷íè-
ìè ìîæëèâîñòÿìè âèðîáíèöòâà, òîáòî ìà-
êðîâèðîáíè÷îþ ôóíêöicþ. Îñêiëüêè k̃ ∈
(k(0), k(m)), òî äëÿ çíàõîäæåííÿ îïòèìàëü-
íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1) ïîòðiáíî áóäóâàòè
ãðàíè÷íi òðàcêòîði��.

ßê ëiâà, òàê i ïðàâà ãðàíè÷íi òðàcêòîði��
ìîæóòü ñêëàäàòèñü ç îäíic�� àáî êiëüêîõ ëà-
íîê.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ëàíêè òðàcêòîði��, ùî
âiäïîâiäàc âiäðiçêó [k(q), k(q+1)], íåîáõiäíî
ïðè c

(q)
l (l = 0, 1; c

(q)
0 = c0f(k(q)), c

(q)
1 =

c1f(k(q))) ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷i Êîøi
{

k̇lq = (aq − µ− η)klq + bq − c
(q)
l ,

klq(tq) = k(q).
(6)

Ïðè aq − µ − η 6= 0 ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6) ìàc
âèãëÿä

klq(t) =

(
k(q) − bq − c

(q)
l

µ + η − aq

)
e(aq−µ−η)(t−tq)+

+
bq − c

(q)
l

µ + η − aq

, (7)

à ïðè aq − µ− η = 0

klq(t) = (bq − c
(q)
l )(t− tq) + k(q). (8)

Òðàcêòîðiÿ (8) çðîñòàc ïðè bq > c
(q)
l . Ùî

ñòîñócòüñÿ òðàcêòîði�� (7), òî ���� çðîñòàííÿ
ãàðàíòócòüñÿ óìîâîþ

k(q)(aq − µ− η) + bq − c
(q)
l > 0. (9)

Îáåðíåíà äî (9) íåðiâíiñòü çàáåçïå÷èòü ñïà-
äàííÿ òðàcêòîði�� (7).

Äëÿ çðîñòàííÿ ãðàíè÷íèõ òðàcêòîðié (ÿê
ëiâî��, òàê i ïðàâî��) äîñèòü âèêîíàííÿ îáìå-
æåíü am−1 > µ + η, b0 > c

(q)
l (l = 0, 1,

q = 0,m− 1). Îñêiëüêè âèâ÷àcòüñÿ ñèòóà-
öiÿ, êîëè k(1) ≤ k̃ ≤ km−1, òî íèæ÷å ìî-
âà éòèìå òiëüêè ïðî ìîíîòîííî çðîñòàþ÷i
òðàcêòîði�� ðîñòó. Â iíøèõ âèïàäêàõ äîñëi-
äæåííÿ çäiéñíþcòüñÿ àíàëîãi÷íî. Îòæå, íå-
õàé k̃ = k(j) (1 ≤ j ≤ m− 1) .
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Ïðîöåñ ïîáóäîâè ëiâî�� ãðàíè÷íî��
òðàcêòîði�� âêëþ÷àc òàêi åòàïè:

1) â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åííÿ âåëè÷èíè
a0 − µ− η ïðè q = 0 i c = c

(0)
l (l = 0, 1; c

(0)
0 =

c0f(k(0)); c
(0)
1 = c1f(k(0))) âèáèðàcìî ðîçâ'ÿ-

çîê (7) àáî (8) çàäà÷i (6) i ç ðiâíÿííÿ kl0(t) =
k(1) çíàõîäèìî ìîìåíò ÷àñó t1;

2) â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åííÿ âåëè÷èíè
a1 − µ− η ïðè q = 1 i c = c

(1)
l (l = 0, 1; c

(1)
0 =

c0f(k(1)); c
(1)
1 = c1f(k(1))) âèáèðàcìî ðîçâ'ÿ-

çîê çàäà÷i (6) i ç ðiâíÿííÿ kl1(t) = k(2) çíà-
õîäèìî ìîìåíò ÷àñó t2;

......................................

J) â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åííÿ âåëè÷èíè
aj − µ − η ïðè q = j − 1 i c = c

(j−1)
l (l =

0, 1; c
(j−1)
0 = c0f(k(j−1)); c

(j−1)
1 = c1f(k(j−1)))

âèáèðàcìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6) i ç ðiâíÿííÿ
kl,j−1(t) = k(j) çíàõîäèìî tj.

Ìîìåíò ÷àñó τ ∗ = tj c òàê çâàíèì ëi-
âèì ìîìåíòîì ïåðåìèêàííÿ òðàcêòîði��. Î÷å-
âèäíî, ùî ó âèïàäêó òðàcêòîði�� (7)

τ ∗ = tj−1 + (ln E)/(aj−1 − µ− η),

äå

E =
k(j) − (bj−1 − c

(j−1)
l )/(µ + η − aj−1)

k(j−1) − (bj−1 − c
(j−1)
l )/(µ + η − aj−1)

,

à ó âèïàäêó òðàcêòîði�� (8)

τ ∗ = tj−1 +
k(j) − k(j−1)

bj−1 − c
(j−1)
l

.

Ïðîöåäóðà ïîáóäîâè ïðàâî�� ãðàíè÷íî��
òðàcêòîði�� ðåàëiçócòüñÿ àíàëîãi÷íî, òîáòî
âèáèðàþòüñÿ âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (6)
ïðè q = m,m − 1, ..., j + 1 òà c = c

(i)
l

(l = 0, 1; c
(i)
0 = c0f(k(i)); c

(i)
1 = c1f(k(i)), i =

m,m − 1, ..., j + 1) i çíàõîäÿòüñÿ ç ðiâ-
íÿíü klq(t) = k(q) âiäïîâiäíi ìîìåíòè ÷àñó
tm−1, tm−2, ..., tj+1.

Ïðàâà òî÷êà ïåðåìèêàííÿ τ ∗∗ çíàõîäè-
òüñÿ ç ðiâíÿííÿ kl,j+1(t) = k̃.

Âèêîíàâøè âèùåïåðåëi÷åíi îïåðàöi��, çà-
âåðøèìî ïðîöåñ ïîáóäîâè îïòèìàëüíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (1).

Îïòèìàëüíà òðàcêòîðiÿ k∗(t) ìàòèìå âè-
ãëÿä

k∗(t) =





kΛ(t), t0 ≤ t < τ ∗,
k̃, τ ∗ ≤ t < τ ∗∗,

kΠ(t), τ ∗∗ ≤ t ≤ tm,
(10)

äå

kΛ(t) =





kl0(t), t0 ≤ t < t1,
kl1(t), t1 ≤ t < t2,

........... .............
kl,j−1(t), tj−1 ≤ t < tj = τ ∗,

kΠ(t) =





klm(t), tm−1 ≤ t ≤ tm,
kl,m−1(t), tm−2 ≤ t < tm−1,

........... .............
kl,j+1(t), τ ∗∗ ≤ t < tj+1.

Âiäïîâiäíå îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ

c∗(t) =





cΛ(t), t0 ≤ t < τ ∗,
c̃, τ ∗ ≤ t < τ ∗∗,

cΠ(t), τ ∗∗ ≤ t ≤ tm,
(11)

äå

cΛ(t) =





c
(0)
l , t0 ≤ t < t1,

c
(1)
l , t1 ≤ t < t2,

........... .............

c
(j−1)
l , tj−1 ≤ t < τ ∗,

cΠ(t) =





c
(m)
l , tm−1 ≤ t ≤ tm,

c
(m−1)
l , tm−2 ≤ t < tm−1,

........... .............

c
(j+1)
l , τ ∗∗ ≤ t < tj+1.

Ïiä çíà÷åííÿì c
(q)
l ñëiä ðîçóìiòè îäíå ç âè-

áðàíèõ çíà÷åíü: c
(q)
0 àáî c

(q)
1 .

Ïiäñóìîâóþ÷è îäåðæàíi ðåçóëüòàòè, óòî-
÷íèìî îñíîâíi åòàïè àëãîðèòìó ðîçâ'ÿçóâà-
ííÿ çàäà÷i (1).

1. Ìîäåëþþòü ñiòêîâó òà êóñêîâî-ëiíiéíó
ìàêðîâèðîáíè÷i ôóíêöi��.

2. Ïðè çàäàíèõ i åêîíîìi÷íî îáãðóíòîâà-
íèõ ïàðàìåòðàõ t0, tm, δ, ρ0, µ, η, k(0), k(m),
c0, c1 çíàõîäÿòü ìàãiñòðàëü k̃ òà âiäïîâiäíå
��é äîïóñòèìå êåðóâàííÿ c̃.

3. Çäiéñíþþòü àíàëiç óìîâ çðîñòàííÿ òà
ñïàäàííÿ äîïóñòèìèõ òðàcêòîðié i, âðàõîâó-
þ÷è ðåçóëüòàòè öüîãî àíàëiçó, áóäóþòü ëiâó
òà ïðàâó ãðàíè÷íi òðàcêòîði��.
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4. Çíàõîäÿòü ìîìåíòè ïåðåìèêàííÿ τ ∗ i
τ ∗∗ âiäïîâiäíî ëiâî�� òà ïðàâî�� ãðàíè÷íèõ
òðàcêòîðié.

5. Âèçíà÷àþòü îïòèìàëüíó òðàcêòîðiþ
k∗(t) òà îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ c∗(t) çà ôîð-
ìóëàìè (10),(11).

Íå çóïèíÿþ÷èñü íà åêîíîìi÷íié iíòåðïðå-
òàöi�� ìîäåëi (1) òà ���� îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿç-
êiâ, çàóâàæèìî, çîêðåìà, ùî çà ñòðóêòóðîþ
îïòèìàëüíà òðàcêòîðiÿ c àäàïòîâàíiøîþ äî
íåñòiéêèõ ïåðiîäiâ ðîçâèòêó ìàêðîåêîíîìi-
êè. Êðiì òîãî, âîíà äàc àäåêâàòíiøå îáãðóí-
òóâàííÿ iíâåñòèöiéíîãî ïðîöåñó.
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