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РЕГУЛЯРНIСТЬ МАТРИЧНО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Вивчається питання iснування обмежених iнварiантних многовидiв для деяких лiнiйних
розширень динамiчних систем.

We study the existence of bounded invariant manifolds for some linear extensions of dynamical
systems.

Одним iз важливих питань в якiснiй тео-
рiї диференцiальних рiвнянь є знаходження
умов збереження iнварiантних многовидiв
при збуреннях [1]. Ця задача тiсно зв’язана
з властивостями певного виду систем лiнеа-
ризованих по частинi змiнних. Такi систе-
ми диференцiальних рiвнянь в теперiшнiй
час прийнято називати лiнiйним розширен-
ням динамiчної системи. Одним iз завдань
для таких систем є вивчення питання iсну-
вання обмежених iнварiантних многовидiв.
Дослiдженню цього питання присвячено ба-
гато робiт, зокрема [1− 6]. Важливим кро-
ком у розвитку теорiї збурення iнварiантних
многовидiв динамiчних систем стала робо-
та А.М.Самойленка, де вводиться поняття
функцiї Грiна задачi про iнварiантнi тори
[3]. Дана стаття є продовження дослiджень
у даному напрямку.

Розглянемо рiвняння
dY

dt
= A (t) Y − Y B (t) + H (t) , (1)

де Y = Y (t) - невiдома прямокутна матри-
ця, A (t)- n-вимiрна квадратна матриця, еле-
ментами якої є дiйснi скалярнi функцiї aij (t)
неперервнi i обмеженi на R = (−∞,∞). Ко-
ротко будемо позначати A (t) ∈ C0 (R), де
C0 (R)- простiр дiйсних функцiй (скаляр-
них, матричних, або векторних) неперерв-
них i обмежених на R. Також B (t) ∈ C0 (R)
є квадратною p-вимiрною матрицею, а ма-
триця H (t) є прямокутною матрицею роз-
мiрiв таких же як i матриця Y , тобто скла-
дається iз n рядкiв i p стовпчикiв, H (t) ∈
C0 (R).

Основна наша задача полягає в тому,
щоб знайти достатнi умови на матрицi
A (t) , B (t), при яких рiвняння (1) для ко-
жної фiксованої матрицi H (t) ∈ C0 (R) має
обмежений на R розв’язок Y = Y (t).

Позначимо через Ωt
τ (A) , Ωt

τ (B) нормова-
нi фундаментальнi матрицi розв’язкiв вiдпо-
вiдно лiнiйних систем

ẏ = A (t) y, y ∈ Rn,
ż = B (t) z, z ∈ Rp,

(2)

Ωt
τ (A) |t=τ = In, Ωt

τ (B) |t=τ = Ip , In, Ip– оди-
ничнi матрицi.

Зауважимо також , що ми норму n × n
мiрної матрицi A будемо розумiти як опера-
торну норму ‖A‖ = max

‖y‖=1
‖Ay‖.

Має мiсце наступне твердження.
Теорема 1. Нехай одночасно для двох

матрицантiв Ωt
τ (A) , Ωt

τ (B) виконується
оцiнка

‖Ωt
τ (A)‖ · ‖Ωτ

t (B)‖ ≤ K exp {γ (t− τ)} ,
(3)

t ≤ τ,

з додатними сталими K, γ незалежними
вiд t, τ ∈ R , тодi рiвняння (1) при кожнiй
фiксованiй матрицi H (t) ∈ C0 (R) має єди-
ний обмежений на R розв’язок i його мо-
жна подати в наступному виглядi:

Y = Ȳ (t) = −
+∞∫

t

Ωt
τ (A) H (τ) Ωτ

t (B) dτ.

(4)
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Доведення. Запишемо загальний розв’язок
рiвняння (1)

Y (t) = Ωt
0 (A) CΩ0

t (B) +∫ t

0

Ωt
τ (A) H (τ) Ωτ

t (B) dτ, (5)

де C - довiльна стала прямокутна матри-
ця. Припустимо, що цю сталу матрицю мо-
жна вибрати такою C = C̄ , що вiдповiдний
розв’язок

Ȳ (t) = Ωt
0 (A) C̄Ω0

t (B) +∫ t

0

Ωt
τ (A) H (τ) Ωτ

t (B) dτ (6)

буде обмеженим на R. Тодi, враховую-
чи добре вiдому властивiсть матрицантiв
Ωt

τ (A) ≡ Ωt
0 (A) · Ω0

τ (A), рiвнiсть (6) запи-
шемо у виглядi

Ω0
t (A) Ȳ (t) Ωt

0 (B) = C̄ +

+

∫ t

0

Ω0
τ (A) H (τ) Ωτ

0 (B) dτ (7)

i перейдемо до границi при t → +∞, отри-
муємо

C̄ = −
∫ +∞

0

Ω0
τ (A) H (τ) Ωτ

0 (B) dτ. (8)

Таким чином, якщо iснує обмежений розв’я-
зок Y = Ȳ (t) рiвняння (1), то початкова
матриця Y (t)|t=0 = C̄ записується рiвнiстю
(8). Пiдставляючи iнтегральний вигляд по-
стiйної матрицi (8) в загальний розв’язок
(6), приходимо до рiвностi (4). Тепер пе-
реконаємося, що рiвнiсть (4) визначає єди-
ний, обмежений на R розв’язок рiвняння (1).
Обмеженiсть розв’язку (4) випливає з оцiн-
ки (3) i наступних нерiвностей:

∥∥Ȳ (t)
∥∥ ≤

∫ +∞

t

∥∥Ωt
τ (A)

∥∥·‖H (τ)‖·‖Ωτ
t (B)‖ dτ ≤

≤ K sup
t∈R

‖H (t)‖
∫ +∞

t

exp {γ (t− τ)} dτ =

=
K

γ
sup
t∈R

‖H (t)‖ .

А в тому, що такий розв’язкок єдиний для
рiвняння (1), переконаємося, показавши, що
вiдповiдне однорiдне рiвняння

dY

dt
= A (t) Y − Y B (t) (9)

не має нетривiальних обмежених розв’язкiв.
Запишемо загальний розв’язок цього рiвня-
ння

Y (t) = Ωt
0 (A) CΩ0

t (B) (10)

i припустимо, що при деякiй сталiй матрицi
C = C̃ вiдповiдний розв’язок

Ỹ (t) = Ωt
0 (A) C̃Ω0

t (B) (11)

є обмеженим на R. Тодi з останньої рiвностi
маємо

Ω0
t (A) Ỹ (t) Ωt

0 (B) = C̃

i на пiдставi (3), записуємо нерiвностi
∥∥∥C̃

∥∥∥ ≤
∥∥Ω0

t (A)
∥∥ ·

∥∥∥Ỹ (t)
∥∥∥ ·

∥∥Ωt
0 (B)

∥∥ ≤

≤
∥∥∥Ỹ (t)

∥∥∥ ·K exp {−γt} , t ≥ 0 .

Звiдси, перейшовши до границi при t →
+∞, отримуємо, що

∥∥∥C̃
∥∥∥ = 0. Отже, розв’я-

зок (10) рiвняння (9) буде обмеженим на
R тiльки у випадку C̄ = 0. Таким чином,
розв’язок (4) є єдиним обмеженим розв’яз-
ком для неоднорiдного рiвняння (1). На цьо-
му i завершується доведення теореми 1.

Зауваження 1. У наведенiй вище те-
оремi оцiнку (3) можна замiнити насту-
пною
∥∥Ωt

τ (A)
∥∥·‖Ωτ

t (B)‖ ≤ K exp {−γ (t− τ)} ,τ ≤ t
(12)

з деякими додатнiми сталими K, γ, тодi
рiвняння (1) також матиме єдиний обме-
жений на R розв’язок при кожнiй фiксова-
нiй матрицi H (t) ∈ C0 (R) i вiн записує-
ться в iнтегральному виглядi

Y = Ȳ (t) =

∫ t

−∞
Ωt

τ (A) H (τ) Ωτ
t (B) dτ.

(13)
В цьому легко переконатися, переходячи в
рiвностi (7) до границi при t → −∞. Як
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результат, для сталої матрицi C̄ = Y (t)|t=0

отримаємо рiвнiсть

C̄ =

∫ 0

−∞
Ω0

τ (A) H (τ) Ωτ
0 (B) dτ,

пiдставляючи яку в загальний розв’язок
(5) i приходимо до iнтегрального зображен-
ня (13) обмеженого розв’язку неоднорiдного
рiвняння (1). Аналогiчно, як i ранiше, лег-
ко переконатися, що рiвнiстю (13) визнача-
ється єдиний обмежений розв’язок.

Тепер перейдемо до дослiдження бiльш
загальних систем нелiнiйних диференцiаль-
них рiвнянь. Зокрема, розглянемо систему

dx

dt
= f (x) ,

dy1

dt
= B (x) y1,

dy2

dt
= F (x) y1 + A (x) y2,

(14)

де y1 ∈ Rp, y2 ∈ Rn, f (x) =
(f1 (x) , ..., fm (x))-вектор-функцiя визначена
при всiх x ∈ Rm i локально задовольняє
умовi Лiпшица. Також припускаємо, що для
вектор-функцiї f (x) має мiсце нерiвнiсть
‖f (x)‖ ≤ α1 ‖x‖ + α2 при всiх x ∈ Rm з
деякими невiд’ємними постiйними сталими
α1, α2. Простiр таких функцiй f (x) коротко
будемо позначати через CLip (Rm). Наведенi
припущення дозволяють стверджувати, що
задача Кошi dx

dt
= f (x) , x|t=0 = x0 має єди-

ний розв’язок x = x (t; x0) для кожного фi-
ксованого x0 ∈ Rm i цей розв’язок визначе-
ний при всiх t ∈ R. Матрицi B (x) , A (x) i
F (x) в системi (14) є вiдповiдної розмiрно-
стi, елементами яких є дiйснi скалярнi фун-
кцiї, визначенi, неперервнi i обмеженi на Rm,
тобто належать простору C0 (Rm).

Далi, зауважимо, якщо знайдеться така
замiна змiнних

y1 = z1, y2 = L (x) z1 + z2, (15)

за допомогою якої система (14) переводи-
ться в систему

dx

dt
= f (x) ,

dz1

dt
= B (x) z1,

dz2

dt
= A (x) z2,

(16)

тодi для прямокутної матрицi L (x) буде ви-
конуватись тотожнiсть

L̇ (x) ≡ A (x) L (x)−L (x) B (x)+F (x) . (17)

Iнакше кажучи, можемо стверджувати, що
рiвнiстю

Y = L (x) (18)
визначається обмежений iнварiантний мно-
говид системи{

dx
dt

= f (x) ,
dY
dt

= A (x) Y − Y B (x) + F (x).
(19)

Нагадаємо деякi визначення.
Означення. Кажуть, що система рiв-

нянь (19) має обмежений iнварiантний
многовид, визначений рiвнiстю

Y = U (x) , (20)

якщо матриця U (x) ∈ C′ (Rm; f) i виконує-
ться тотожнiсть

U̇ (x) ≡ A (x) U (x)− U (x) B (x) + F (x) ,

∀x ∈ Rm.(21)

Тут через C′ (Rm; f) позначаємо простiр
функцiй u (x) неперервних i обмежених на
Rm таких, що суперпозицiя u (x (t; x)) є
неперервно диференцiйовною функцiєю по
t. При цьому за означенням u̇ (x) =
du(x(t;x))

dt

∣∣∣
t=0

. Якщо функцiя u (x) є неперерв-
но диференцiйовною, то

u̇ (x) =
∂u (x)

∂x
f (x) =

m∑
j=1

∂u (x)

∂xj

fj (x) .

Зауважимо також, що через Ωt
τ (x0; A)

будемо позначати фундаментальну матри-
цю розв’язкiв лiнiйної системи ż2 =
A (x (t; x0)) z2 з параметром x0 ∈ Rm, яка
нормована в точцi t = τ : Ωt

τ (x0; A)|t=τ = In.
Має мiсце наступне твердження:
Теорема 2. Якщо система (19) така,

що виконується оцiнка

‖Ωo
t (x0; A)‖ ·

∥∥Ωt
0 (x0; B)

∥∥ ≤
≤ K exp {−γt} , t ≥ 0, γ = const > 0 (22)

тодi при кожнiй фiксованiй матрицi
F (x) ∈ C0 (Rm) вона має єдиний обмеже-
ний iнварiантний многовид i вiн має таке
зображення

Y = U0 (x) = −
∫ +∞

0

Ω0
τ (x; A)×

×F (x (τ ; x)) Ωτ
0 (x; B) dτ. (23)
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При виконаннi ж наступної оцiнки

‖Ωo
t (x0; A)‖ ·

∥∥Ωt
0 (x0; B)

∥∥ ≤
≤ K exp {γt} , t ≤ 0,γ = const > 0 (24)

для системи (19) iснує єдиний обмежений
iнварiантний многовид при кожнiй фiксо-
ванiй матрицi F (x) ∈ C0 (Rm) i задається
вiн наступним чином

Y = U0 (x) =

∫ 0

−∞
Ω0

τ (x; A)×
×F (x (τ ; x)) Ωτ

0 (x; B) dτ. (25)

Доведення. Зауважимо, що загальний
розв’язок рiвняння

dY

dt
= A (x (t; x0)) Y − Y B (x (t; x0)) +

+F (x (t; x0)) , (26)

де x (t; x0) є розв’язком задачi Кошi dx
dt

=
f (x), x|t=0 = x0, можна записати в насту-
пному виглядi

Y = Y (t; x0) = Ωt
0 (x0; A) · {C +∫ t

0

Ω0
τ (x0; A) F (x (τ ; x0))×

×Ωτ
0 (x0; B) dτ} · Ω0

t (x0; B) . (27)

Згiдно з теоремою 1 система має єдиний
обмежений розв’язок Y = Y0 (t; x0)) при ко-
жному фiксованому x0 ∈ R i його можна
задати як

Y = Y0 (t; x0)) = −
∫ +∞

t

Ωt
τ (x0; A)×

×F (x (τ ; x0)) Ωτ
t (x0; B) dτ. (28)

Також вiдмiтимо, що виконується тото-
жнiсть

Ωt
τ (x(θ; x); A) ≡ Ωt+θ

τ+θ (x; A) (29)

для довiльних t, τ, θ ∈ R. Дiйсно, для цього
в тотожностi, яка визначає Ωt

τ (x; A)

dΩt
τ (x; A)

dt
= A (x (x(t; x))) Ωt

τ (x; A) , (30)

замiнимо x на x(θ; x) i з врахуванням групо-
вої властивостi для функцiї x(t; x), яка зада-
ється спiввiдношенням x(t; x(θ; x)) ≡ x(t +

θ; x) одержимо

dΩt
τ (x(θ; x); A)

dt
=

= A (x(t + θ; x)) Ωt
τ (x(t; x(θ; x)); A) . (31)

Остання тотожнiсть правильна для довiль-
них t, τ, θ ∈ R i задає фундаментальну ма-
трицю розв’язкiв Ωt

τ (x(θ; x); A) системи рiв-
нянь

dx

dt
= A (x(t + θ; x)) x, (32)

яка нормована при t = τ . Але матриця
Ωt+θ

τ+θ (x; A) теж має цю властивiсть. А це мо-
жливо тiльки тодi, коли цi матрицi спiвпада-
ють, отже виконується рiвнiсть (29). Врахо-
вуючи той факт, що аналогiчна тотожнiсть
до (29) виконується i для матрицi B з рiвно-
стi (28), можемо записати

Y = Y0 (t; x0)) = Y0 (0; x(t; x)) =

= −
∫ ∞

0

Ω0
τ (x(t; x); A)×

×F ((x(t; x))) · Ωτ
0 (x(t; x); B) dτ. (33)

Ця рiвнiсть завершує доведення теореми,
оскiльки Y = U0(x) = Y0 (0; x) задає єдиний
обмежений многовид системи (19).

Теорема 2 доведена.
Наслiдок. Припустивши, що система

(19) записується в наступному виглядi

dx

dt
= f (x) ,

dY

dt
= A1 (x) Y − Y B1 (x) + F1 (x) ,

dZ

dt
= A2 (x) Z − ZB2 (x) + F2 (x)

i при цьому виконуються оцiнки

‖Ωo
t (x; A1) ·

∥∥Ωt
0 (x; B1)

∥∥ ≤ K exp {−γt} ,t ≥ 0,

‖Ωo
t (x; A2)‖ ·

∥∥Ωt
0 (x; B2)

∥∥ ≤ K exp {γt} ,

t ≤ 0 ,γ = const > 0.

можемо стверджувати, що дана система
має єдиний обмежений iнварiантний мно-
говид для будь-яких фiксованих матриць
Fi (x) ∈ C0 (Rm) (i = 1, 2) i задається вiн
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такими рiвностями




Y = Y (x) = − ∫ +∞
0

Ω0
τ (x; A1) · F1 (x (τ ; x))×

×Ωτ
0 (x; B1) dτ,

Z = Z (x) =
∫ 0

−∞ Ω0
τ (x; A2) · F2 (x (τ ; x))×

×Ωτ
0 (x; B2) dτ.
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