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НЕЛОКАЛЬНА БАГАТОТОЧКОВА ЗАДАЧА ДЛЯ ОДНОГО КЛАСУ
ЕВОЛЮЦIЙНИХ ПСЕВДОДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З

АНАЛIТИЧНИМИ СИМВОЛАМИ
Встановлено коректну розв’язнiсть нелокальної багатоточкової за часом задачi для ево-

люцiйних рiвнянь з псевдодиференцiальними операторами, побудованими за аналiтичними
символами, з граничною умовою у просторi узагальнених функцiй типу ультрарозподiлiв.

We establish the well-posedness of a non-locally multi-point with respect to time problem for
evolution equations with pseudo-differential operators constructed by analytic characters, with a
boundary condition in the space of generalized functions of ultra-sharing type.

Нелокальнi крайовi задачi для
диференцiально-операторних рiвнянь та
рiвнянь з частинними похiдними виникають
при побудовi загальної теорiї крайових
задач, описуваннi всiх коректних задач для
конкретного оператора, математичному
моделюваннi рiзноманiтних природничих
процесiв [1-3]. Дослiдженням нелокальних
крайових задач у рiзних аспектах займалося
багато математикiв, використовуючи при
цьому рiзнi методи та пiдходи (О.О. Дезiн,
В.К. Романко, С.Г. Крейн, В.М. Борок,
Б.Й. Пташник, М.I. Матiйчук, В.I. Чеса-
лiн та iн.). Одержанi важливi результати
щодо постановки, коректної розв’язностi та
побудови розв’язкiв, дослiдженi питання
залежностi характеру розв’язностi задач вiд
поведiнки символiв операцiй, сформульо-
ванi умови регулярностi та нерегулярностi
крайових умов для важливих випадкiв
диференцiально-операторних рiвнянь.

У цiй роботi дослiджується нелокальна
багатоточкова за часом задача для еволю-
цiйних рiвнянь з псевдодиференцiальними
операторами, побудованими за символами,
якi допускають аналiтичне продовження у
певну область комплексної площини (клас
таких операторiв мiстить i оператори Бес-
селя дробового диференцiювання; нелокаль-
нi багатоточковi за часом задачi для ево-
люцiйних рiвнянь з такими операторами
на теперiшнiй час не вивченi). Встановлена
структура та властивостi фундаментально-

го розв’язку, коректна розв’язнiсть задачi у
випадку, коли гранична функцiя є узагаль-
неною функцiєю типу ультрарозподiлiв, зна-
йдено зображення розв’язку у виглядi згор-
тки фундаментально розв’язку з граничною
функцiєю; встановлено, що розв’язок воло-
дiє властивiстю локалiзацiї (властивiстю ло-
кального покращення збiжностi).

1. Властивостi фундаментального
розв’язку багатоточкової задачi. Нехай
ω ∈ (1, +∞)\{2, 4, 6, ...}, µ ∈ (−∞, 0] - фi-
ксованi параметри. Символом P µ

ω позначимо
сукупнiсть функцiй a: R→ [0,∞), якi задо-
вольняють наступнi умови: 1) функцiя a не-
скiнченно диференцiйовна на R, при цьому

∃B = B(a) > 0 ∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀m ∈ Z+

∀x ∈ R : |Dm
x a(x)| ≤ cεB

mmmeε|x|ω ,

∃b0 > 0 ∀x ∈ R : a(x) ≥ b0|x|ω;

2) функцiя a ∈ P µ
ω допускає ана-

лiтичне продовження в область
Gµ := {z = x + iy ∈ C : |y| ≤ K(1 + |x|)µ,
x ∈ R, K > 0} комплексної площини; фун-
кцiя e−a(z), z ∈ Gµ, задовольняє нерiвнiсть

|e−a(x+iy)| ≤ L̃0e
˜−α0|x|ω , z = x + iy ∈ Gµ,

з деякими сталими L̃0, α̃0 > 0, залежни-
ми лише вiд функцiї a. З теореми типу
Фрагмена-Лiндельофа [4, c. 264] випливає,
що похiднi функцiї e−a на дiйснiй осi задо-
вольняють нерiвностi

|Dm
x e−a(x)| ≤ L0A

m
0 mm(1−µ/ω) exp{−α0|x|ω},
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m ∈ Z+, x ∈ R,

з деякими сталими L0, A0, α0 > 0. Звiдси дi-
стаємо, що e−a є елементом простору S

1−µ/ω
1/ω ,

який вiдноситься до просторiв типу S (про-
сторiв Sβ

α, α > 0, β > 0), введених I. М.
Гельфандом та Г. Є. Шиловим в [4]. Про-
стори типу S складаються з нескiнченно
диференцiйовних функцiй, заданих на R,
на якi накладаються певнi умови спадання
на нескiнченностi та зростання похiдних. Цi
умови задаються за допомогою нерiвностей
|xkϕ(m)(x)| ≤ ckm, x ∈ R, {k,m} ⊂ Z+, де
{ckm} - деяка подвiйна послiдовнiсть дода-
тних чисел. Якщо на елементи послiдовно-
стi {ckm} не накладаються жоднi обмеження
(тобто ckm можуть змiнюватися довiльно ра-
зом з функцiєю ϕ), то маємо, очевидно, про-
стiр S ≡ S(R) Л. Шварца швидко спадних
на нескiнченностi функцiй. Якщо ж числа
ckm задовольняють певнi умови, то вiдповiд-
нi конкретнi простори мiстяться в S i нази-
ваються просторами типу S. Зокрема, для
довiльних фiксованих α, β > 0

Sβ
α(R) ≡ Sβ

α := {ϕ ∈ S | ∃c > 0 ∃A > 0

∃B > 0 ∀{k,m} ⊂ Z+

∀x ∈ R : |xkϕ(m)(x)| ≤ cAkBmkkαmmβ}.
Простiр Sβ

α можна охарактеризувати ще
так [4]: Sβ

α складається з тих i лише тих не-
скiнченно диференцiйовних на R функцiй,
якi задовольняють нерiвностi

|ϕ(m)(x)| ≤ c1B
m
1 mmβ exp{−c2|x|1/α},

m ∈ Z+, x ∈ R,

з деякими додатними сталими c1, B1, c2, за-
лежними вiд функцiї ϕ.

Якщо 0 < β < 1 i α ≥ 1 − β, то
Sβ

α складається з тих i лише тих функцiй
ϕ, якi допускають аналiтичне продовжен-
ня в комплексну площину i задовольняють
нерiвнiсть |ϕ(x + iy)| ≤ c3 exp{−a|x|1/α +
b|y|1/(1−β)}, c3 > 0, a > 0, b > 0.

Топологiчна структура в просторах Sβ
α

визначається так. Символом Sβ,B
α,A позначимо

сукупнiсть функцiй ϕ ∈ Sβ
α, якi задовольня-

ють умову:

∀Ā > A ∀B̄ > B :

|xkϕ(m)(x)| ≤ cĀkB̄mkkαmmβ, {k,m} ⊂ Z+.

Ця множина перетворюється в повний злi-
ченно нормований простiр, якщо норми в
нiй ввести за допомогою спiввiдношень

‖ϕ‖δρ = sup
x,k,m

|xkϕ(m)(x)|
(A + δ)k(B + ρ)mkkαmmβ

,

{δ, ρ} ⊂
{

1,
1

2
, ...

}
.

Якщо A1 < A2, B1 < B2, то Sβ,B1

α,A1
непе-

рервно вкладається в Sβ,B2

α,A2
i Sβ

α =
⋃

A,B>0

Sβ,B
α,A .

Отже, в Sβ
α можна ввести топологiю iнду-

ктивної границi просторiв Sβ,B
α,A [4].

У просторах Sβ
α визначена i є не-

перервною операцiя зсуву аргументу
Tx : ϕ(ξ) → ϕ(ξ + x). Ця операцiя є та-
кож диференцiйовною (навiть нескiнченно
диференцiйовною [4]) у тому розумiннi, що
граничне спiввiдношення

ϕ(x + h)− ϕ(x)

h
→ ϕ′(x), h → 0,

справджується для кожної функцiї ϕ ∈ Sβ
α в

сенсi збiжностi за топологiєю простору Sβ
α.

У Sβ
α визначена i неперервна операцiя дифе-

ренцiювання. Простори типу S є досконали-
ми [4] (тобто просторами, всi обмеженi мно-
жини яких компактнi), вони тiсно пов’язую-
ться мiж собою перетворенням Фур’є, а са-
ме, правильними є формули: F [Sβ

α] = Sα
β , де

F [Sβ
α] := {ψ : ψ(σ) =

∫

R

ϕ(x)eiσxdx, ϕ ∈ Sβ
α}.

Символом (Sβ
α)′ позначимо простiр усiх

лiнiйних неперервних функцiоналiв на Sβ
α

зi слабкою збiжнiстю. Оскiльки при β > 1
в Sβ

α(α > 0) є й фiнiтнi функцiї [4], то має
сенс наступне означення: узагальнена фун-
кцiя f ∈ (Sβ

α)′ (α > 0, β > 1) дорiвнює нуле-
вi на iнтервалi (a, b) ⊂ R, якщо < f, ϕ >= 0
для довiльної функцiї ϕ ∈ Sβ

α, носiй якої мi-
ститься в (a, b) (тут < f, ϕ > позначає зна-
чення функцiоналу f на основнiй функцiї
ϕ). Оскiльки в основному просторi Sβ

α визна-
чена операцiя зсуву аргументу Tx, то згор-
тку узагальненої функцiї функцiї f ∈ (Sβ

α)′
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з основною функцiєю ϕ задамо формулою

(f ∗ ϕ)(x) =< f, T−xϕ̌(·) >≡< f, ϕ(x− ·) >,

ϕ̌(ξ) := ϕ(−ξ).

Iз властивостi нескiнченної диференцiйовно-
стi операцiї зсуву аргументу в просторi Sβ

α

випливає, що згортка f ∗ ϕ є звичайною не-
скiнченною диференцiйовною на R функцi-
єю.

Оскiльки F−1[Sα
β ] = Sβ

α, а також i
F [Sα

β ] = Sβ
α, бо кожний простiр типу S

разом з функцiєю ϕ(x) мiстить i функцiю
ϕ(−x), то перетворення Фур’є узагальненої
функцiї f ∈ (Sβ

α)′ означимо за допомогою
спiввiдношення < F [f ], ϕ >=< f, F [ϕ] >,
ϕ ∈ Sα

β .
Нехай f ∈ (Sβ

α)′. Якщо f ∗ ϕ ∈ Sβ
α, ∀ϕ ∈

Sβ
α i iз спiввiдношення ϕν → 0 при ν →
∞ за топологiєю простору Sβ

α випливає, що
f ∗ ϕν → 0 при ν → ∞ за топологiєю
простору Sβ

α, то функцiонал f називається
згортувачем у просторi Sβ

α. Якщо f ∈ (Sβ
α)′

- згортувач у просторi Sβ
α, то для довiль-

ної функцiї ϕ ∈ Sβ
α правильною є формула

F [f ∗ ϕ] = F [f ] · F [ϕ].
Вiзьмемо функцiю a з класу P µ

ω . Iз умови
1) випливає, що функцiя a є мультиплiкато-
ром у просторi S1

1/ω. Оскiльки 1 − µ/ω ≥ 1

(µ ≤ 0), то a - мультиплiкатор i у просторi
S

1−µ/ω
1/ω . Зокрема, функцiя aω(x) = (1+x2)ω/2,

x ∈ R, належить до класу P 0
ω i є мультиплi-

катором у просторi S1
1/ω (а також у просторi

S
1−µ/ω
1/ω , µ < 0), e−aω ∈ S1

1/ω.
Iз властивостей функцiї a ∈ P µ

ω випли-
ває, що в просторi S

1/ω
1−µ/ω визначений, є лi-

нiйним i неперервним оператор A, побудова-
ний за функцiєю a як за символом за пра-
вилом: Aϕ = F−1[aF [ϕ]], ϕ ∈ S

1/ω
1−µ/ω. Якщо

a = aω, то, як вiдомо [5, c. 395], оператор A ≡
Aω представляє собою конструктивну реалi-
зацiю оператора (I −D2

x)
ω/2, ω 6= 2, 4, 6, ... :

Aωϕ = (I −D2
x)

ω/2ϕ, який (див. [5]) назива-
ється оператором Бесселя дробового дифе-
ренцiювання.

Для еволюцiйного рiвняння

∂u(t, x)

∂t
+ Au(t, x) = 0, (1)

(t, x) ∈ (0, T ]× R ≡ Ω,

де A - оператор, побудований ранiше,
розглянемо нелокальну (m-точкову)
за часом задачу: знайти розв’язок
u ∈ C1((0, T ], S

1/ω
1−µ/ω) рiвняння (1), який

задовольняє умову:

µu(t, ·) |t=0 −µ1u(t, ·) |t=t1 −...− (2)

−µmu(t, ·) |t=tm= ϕ,

де ϕ ∈ S
1/ω
1−µ/ω, m ∈ N, {µ, µ1, ..., µm} ⊂

(0,∞), {t1, ..., tm} ⊂ (0, T ] - фiксованi числа,
µ > µ0 · 2m, µ0 = max{µ1, ..., µm}, 0 < t1 <
... < tm ≤ T .

Скориставшись методом перетворення
Фур’є знайдемо, що розв’язок задачi (1), (2)
має вигляд:

u(t, x) =

∫

R

Γ(t, x− ξ)ϕ(ξ)dξ = Γ(t, x) ∗ ϕ(x),

(t, x) ∈ Ω, де Γ(t, x) = F−1[Q(t, σ)](x),

Q(t, σ) = exp{−ta(σ)}×

×
(

µ−
m∑

k=1

µk exp{−tka(σ)}
)−1

.

Введемо позначення:

Q1(t, σ) = exp{−ta(σ)},

Q2(σ) =

(
µ−

m∑

k=1

µk exp{−tka(σ)}
)−1

.

Тодi Q(t, σ) = Q1(t, σ)Q2(σ). Iз обмежень,
накладених на символ a та теореми 4 з [4, c.
264] випливає, що Q1(t, σ) ∈ S

1−µ/ω
1/ω , µ ≤ 0,

при кожному t > 0. Проаналiзувавши дове-
дення вказаної теореми (див. [4, c. 264-265]),
безпосередньо переконуємося в тому, що для
функцiї Q1(t, σ) та її похiдних (за змiнною
σ) справджуються оцiнки:

|Dk
σQ1(t, σ)| ≤ cAktαkkk(1−µ/ω)e−c0t|σ|ω , (3)

k ∈ Z+, (t, σ) ∈ Ω,

де сталi c, A, c0 > 0 не залежать вiд t,

α =

{
µ/ω, якщо µ < 0,
0, якщо µ = 0.
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Оскiльки

µ−
m∑

k=1

µk exp{−tka(σ)} =

= µ

(
1− 1

µ

m∑

k=1

µk exp{−tka(σ)}
)

,

причому

1

µ

m∑

k=1

µk exp{−tka(σ)} ≤ 1

µ

m∑

k=1

µk < 1,

то, скориставшись полiномiальною форму-
лою, знайдемо, що

Q2(σ) =
1

µ

∞∑
r=0

µ−r

(
m∑

k=1

µke
−tka(σ)

)r

=

=
∞∑

r=0

µ−(r+1)

( ∑
r1+...+rm=r

r!

r1!...rm!
×

×(µ1e
−t1a(σ))r1 ...(µme−tma(σ))rm

)
= (4)

=
∞∑

r=0

µ−(r+1)
∑

r1+...+rm=r

r!

r1!...rm!
×

×µr1
1 ... µrm

m Q1(λ, σ),

де λ := t1r1 + ... + tmrm, Q1(λ, σ) = e−λa(σ).
Звiдси та з (4) випливають нерiвностi

|Ds
σQ2(σ)| ≤ cAsss(1−µω)

∞∑
r=1

µ−(r+1)×

×
∑

r1+...+rm=r

r!

r1!...rm!
µr

0λ
αs · e−λc0|σ|ω ≤

≤ cAstαs
1 ss(1−µ/ω)

∞∑
r=1

µ−(r+1)µr
0×

×
∑

r1+...+rm=r

r!

r1!...rm!
, s ∈ N.

Далi скористаємося тим, що

∑
r1+...+rm=r

r!

r1!...rm!
= mr ≤ 2rm.

Тодi

|Ds
σQ2(σ)| ≤ c′Ãsss(1−µ/ω)

∞∑
r=1

µ̃r =

= c̃Ãsss(1−µ/ω), s ∈ N, (5)

c′ = cµ−1, µ̃ = µ0µ
−12m < 1, c̃ = c′

∞∑
r=1

µ̃r.

Урахувавши (3), (5) та формулу Лейбнi-
ца диференцiювання добутку двох функцiй
знайдемо, що

|Ds
σQ(t, σ)| =

∣∣∣∣∣
s∑

l=0

C l
sD

l
σQ1(t, σ) ·Ds−l

σ Q2(σ)

∣∣∣∣∣ ≤

≤ cc̃

s∑

l=0

C l
sA

ltαlll(1−µ/ω)Ãs−l× (6)

×(s− l)(s−l)(1−µ/ω)e−c0t|σ|ω ≤
≤ b̃B̃s(β(t))sss(1−µ/ω)e−c0t|σ|ω ,

b̃ = cc̃, B̃ = 2 max{A, Ã}, s ∈ N,

де сталi b̃, B̃, c0 > 0 не залежать вiд t,

β(t) =

{
tα, якщо 0 < t ≤ 1,
1, якщо t > 0.

Iз оцiнок (6) випливає, що функцiя Q(t, ·),
як функцiя σ, є елементом простору S

1−µ/ω
1/ω

(при кожному фiксованому t > 0). Ура-
хувавши властивостi перетворення Фур’є
(прямого та оберненого) та спiввiдношення
S

1/ω
1−µ/ω = F−1[S

1−µ/ω
1/ω ] отримуємо, що Γ(t, ·) ∈

S
1/ω
1−µ/ω при кожному t ∈ (0, T ]. Видiлимо

в оцiнках функцiї Γ та її похiдних (за змi-
ною x) залежнiсть вiд параметра t ∈ (0, T ∗]
(T ∗ = T , якщо T ≤ 1, T ∗ = 1, якщо T ≥ 1).
Для цього скористаємося спiввiдношенням

xkDs
xF [ϕ](x) = ik+sF [(σsϕ(σ))(k)] =

= ik+s

∫

R

(σsϕ(σ))(k)eixσdσ,

{k, s} ⊂ Z+, ϕ ∈ S
1−µ/ω
1/ω .

Отже,
xkDs

xΓ(t, x) =
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= (2π)−1ik+s(−1)s

∫

R

(σsQ(t,−σ))(k)eixσdσ.

У книзi [4] доведено твердження: якщо
функцiя ϕ ∈ C∞(R) задовольняє нерiвностi

|xkϕ(n)(x)| ≤ cAkBnakbn, {k, n} ∈ Z+, x ∈ R,

де числа ak та bn такi, що

ak

ak−1

≥ ck1−χ,
bn

bn−1

≥ cn1−λ, χ + λ = θ ≤ 1,

то подвiйна послiдовнiсть mkn = akbn задо-
вольняє нерiвнiсть

kn
mk−1,n−1

mkn

≤ γ(k + n)θ, γ > 0.

Для послiдовностi ak = kk(1−µ/ω) маємо

λ = max
(
1−

(
1− µ

ω

))
= max

(µ

ω
, 0

)
= 0,

тому χ = θ = 1 для послiдовностi bn = nn/ω.
Застосувавши формулу Лейбнiца диферен-
цiювання добутку двох функцiй, оцiнки (6)
похiдних функцiй Q(t, σ) та останню нерiв-
нiсть знайдемо, що

|(σsQ(t,−σ))(k)| =
∣∣∣∣∣

k∑
p=0

Cp
k(σs)(p)Q(k−p)(t,−σ)

∣∣∣∣∣ ≤

≤ |σsQ(k)(t,−σ)|+ ks|σs−1Q(k−1)(t,−σ)|+

+
k(k − 1)

2!
s(s− 1)|σs−2Q(k−2)(t,−σ)|+ ... ≤

≤ cAsBkkk(1−µ/ω)tµk/ωss/ωt−s/ωe
−c′0
2

t|σ|ω×

×
(

1 +
ks

(A/t1/ω)B

ms−1,k−1

msk

+

+
1

2!

ks

(A/t1/ω)2B2

ms−1,k−1

msk

×

×(k − 1)(s− 1)
ms−2,k−2

ms−1,k−1

+ ...

)
≤

≤ cAsBktµk/ωt−s/ωkk(1−µ/ω)ss/ωe
−c′0
2

t|σ|ω×

×
(

1 +
γ

(A/t1/ω)B
(k + s)+

+
1

2!

γ2

(A/t1/ω)2B2
(k + s)2 + ...

)
≤

≤ cAsBktµk/ωt−s/ωkk(1−µ/ω)ss/ω×
×e

γt1/ω

AB
(k+s)e

−c′0
2

t|σ|ω ≤
≤ cAs

1B
k
1 tµk/ωt−s/ωkk(1−µ/ω)ss/ωe−c̄0t|σ|ω ,

A1 = Ae
γT1/ω

AB , B1 = Be
γT1/ω

AB , c̄0 =
c′0
2

.

Отже,

|xkDs
xΓ(t, x)| ≤ c1A

s
1B

s
1t
−(s+1)/ωtµk/ωkk(1−µ/ω)ss/ω,

{k, s} ⊂ Z+, t ∈ (0, T ∗], x ∈ R.

Тодi

|Ds
xΓ(t, x)| ≤ c1B

s
1s

s/ωt−(s+1)/ω inf
k

Ak
1k

k(1−µ/ω)

(t−µ/ω|x|)k
≤

≤ c̃Bs
1s

s/ωt−(s+1)/ω exp{−a0(t
−µ/ω|x|)1/(1−µ/ω)},

s ∈ Z+, t ∈ (0, T ∗].

Таким чином, правильним є наступне
твердження.

Лема 1. Для функцiї Γ(t, x), t ∈ (0, T ∗],
x ∈ R, та її похiдних (за змiнною x) справ-
джуються нерiвностi

|Ds
xΓ(t, x)| ≤ c̃Bs

1s
s/ωt−(s+1)/ω×

× exp{−a0t
−µ/(ω−µ)|x|1/(1−µ/ω)},

µ ≤ 0, s ∈ Z+,

сталi a0, c̃, B1 > 0 не залежать вiд t.
Лема 2. Функцiя Γ(t, ·), t ∈ (0, T ], як аб-

страктна функцiя параметра t iз значен-
нями в просторi S

1/ω
1−µ/ω, диференцiйовна по

t.
Доведення. Iз властивостi неперервно-

стi перетворення Фур’є (як прямого, так i
оберненого) у просторах типу S випливає,
що для доведення леми досить показати, що
функцiя F [Γ(t, x)] = Q(t, σ), як абстрактна
функцiя параметра t iз значеннями в про-
сторi F [S

1/ω
1−µ/ω] = S

1−µ/ω
1/ω , диференцiйовна

по t. Iншими словами, потрiбно довести, що
граничне спiввiдношення

Φ∆t(σ) :=
1

∆t
[Q(t + ∆t, σ)−
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−Q(t, σ)] → ∂

∂t
Q(t, σ), ∆t → 0,

виконується в тому розумiннi, що
1) Ds

σΦ∆t(σ)−→
∆t→0

Ds
σ(−a(σ)Q(t, σ)), m ∈ Z+,

рiвномiрно на кожному вiдрiзку [a, b] ⊂ R;
2) Ds

σΦ∆t(σ) ≤ c̄B̄sss(1−µ/ω) exp{−ā|σ|ω}, s ∈
Z+, де сталi c̄, ā, B̄ > 0 не залежать вiд ∆t,
якщо ∆t досить мале.

Функцiя Q(t, σ), (t, σ) ∈ Ω, диференцiйов-
на по t у звичайному розумiннi, тому, внаслi-
док теореми Лагранжа про скiнченнi приро-
сти,

Φ∆t(σ) = −a(σ)Q(t + θ∆t, σ),

0 < θ < 1, t + θ∆t ≤ T.

Отже,

Ds
σΦ∆t(σ) = −

s∑

l=o

C l
sD

l
σa(σ)Ds−l

σ Q(t+θ∆t, σ)

(7)
i

Ds
σ

(
Φ∆t(σ)− ∂

∂t
Q(t, σ)

)
=

= −
s∑

l=o

C l
sD

l
σa(σ)[Ds−l

σ Q(t + θ∆t, σ)−

−Ds−l
σ Q(t, σ)].

Оскiльки

Ds−l
σ Q(t + θ∆t, σ)−Ds−l

σ Q(t, σ) =

= Ds−l+1
σ Q(t + θ1∆t, σ)θ∆t, 0 < θ1 < 1,

то звiдси та з оцiнок (6) випливає, що

Ds−l+1
σ Q(t + θ1∆t, σ)θ∆t → 0, ∆t → 0,

рiвномiрно на довiльному вiдрiзку [a, b] ⊂
R. Тодi i Ds

σΦ∆t(σ) → Ds
σ

(
∂

∂t
Q(t, σ)

)
при

∆t → 0 рiвномiрно на довiльному вiдрiзку
[a, b] ⊂ R. Отже, умова 1) виконується.

Врахувавши (7), оцiнки, якi задовольня-
ють похiднi функцiй a(σ), Q(t, σ), знайдемо,
що

|Ds
σΦ∆t(σ)| ≤ b̃cε

s∑

l=0

C l
sB

lll(1−µ/ω)B̃s−l×

×(s− l)(s−l)(1−µ/ω)×
×(t + θ∆t)µ(s−l)/ωe−c0(t+θ∆t)|σ|ωeε|σ|ω

(тут ε > 0 - довiльно фiксований параметр).
Вiзьмемо ε = t/2 i врахуємо, що t+θ∆t ≤ T .
Тодi

|Ds
σΦ∆t(σ)| ≤ c̄B̄sss(1−µ/ω)e−ā|σ|ω ,

c̄ = b̃cε, B̄ = 2 max{B, B̃}, ā = c0t/2, при-
чому всi сталi не залежать вiд ∆t. Лема до-
ведена.

Наслiдок 1. Правильною є формула

∂

∂t
(f ∗ Γ(t, ·)) = f ∗ ∂Γ(t, ·)

∂t
,

∀f ∈ (S
1/ω
1−µ/ω)′, t ∈ (0, T ].

Лема 3. У просторi (S
1/ω
1−µ/ω)′ справджу-

ється граничне спiввiдношення

µ lim
t→+0

Γ(t, ·)−
m∑

l=1

µl lim
t→tl

Γ(t, ·) = δ. (8)

(тут δ - дельта-функцiя Дiрака)
Доведення. Скориставшись властивi-

стю неперервностi перетворення Фур’є та
функцiї Γ(t, ·), як абстрактної функцiї па-
раметра t iз значеннями у просторi S

1/ω
1−µ/ω,

спiввiдношення (8) змiнимо еквiвалентним
граничним спiввiдношенням

µ lim
t→+0

F [Γ(t, ·)]−
m∑

l=1

µl lim
t→tl

F [Γ(t, ·)] = F [δ]

(9)

у просторi (S
1−µ/ω
1/ω )′. Урахувавши зображен-

ня функцiї Γ, (9) подамо у виглядi

µ lim
t→+0

Q(t, ·)−
m∑

l=1

µl lim
t→tl

Q(t, ·) = 1. (10)

Для доведення (10) вiзьмемо довiльну
функцiю ϕ ∈ S

1−µ/ω
1/ω i, скориставшись тео-

ремою про граничний перехiд пiд знаком iн-
теграла Лебега знайдемо, що

µ lim
t→+0

< Q(t, ·), ϕ > −
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−
m∑

l=1

µl lim
t→tl

< Q(t, ·), ϕ >=

= µ lim
t→+0

∫

R

Q(t, σ)ϕ(σ)dσ−

−
m∑

l=1

µl lim
t→tl

∫

R

Q(t, σ)ϕ(σ)dσ =

=

∫

R

[
µQ(0, σ)−

m∑

l=1

µlQ(tl, σ)

]
ϕ(σ)dσ =

=

∫

R

[
µ

µ−
m∑

k=1

µkQ1(tk, σ)
−

−
m∑

l=1

µl
Q1(tl, σ)

µ−
m∑

k=1

µkQ1(tk, σ)

]
ϕ(σ)dσ =

=

∫

R

µ−
m∑

l=1

µlQ1(tl, σ)

µ−
m∑

k=1

µkQ1(tk, σ)
ϕ(σ)dσ =

=

∫

R

ϕ(σ)dσ =< 1, ϕ > .

Звiдси випливає, що спiввiдношення (10)
виконується у просторi (S

1−µ/ω
1/ω )′, а, отже,

правильним є спiввiдношення (8). Лема до-
ведена.

Символом (S
1/ω
1−µ/ω, ∗)′ позначатимемо

клас узагальнених функцiй з (S
1/ω
1−µ/ω)′, якi

є згортувачами в просторi S
1/ω
1−µ/ω.

Наслiдок 2. Нехай

ω(t, x) = f ∗ Γ(t, x),

f ∈ (S
1/ω
1−µ/ω, ∗)′, (t, x) ∈ Ω.

Тодi в просторi (S
1/ω
1−µ/ω)′ справджується

граничне спiввiдношення

µ lim
t→+0

ω(t, ·)−
m∑

k=1

µk lim
t→tk

ω(t, ·) = f.

Функцiя Γ є розв’язком рiвняння (1).
Справдi,

∂

∂t
Γ(t, x) =

∂

∂t
F−1[Q(t, σ)] = F−1

[
∂

∂t
Q(t, σ)

]
.

З iншого боку,

AΓ(t, x) = F−1

σ→x

[
a(σ) F

x→σ
[Γ(t, x)]

]
=

= F−1[a(σ)Q(t, σ)] = −F−1

[
∂

∂t
Q(t, σ)

]
.

Звiдси вже випливає, що функцiя Γ задо-
вольняє рiвняння (1).

Надалi функцiю Γ називатимемо фунда-
ментальним розв’язком багатоточкової (m -
точкової) задачi для рiвняння (1) (позначе-
ння: ФРБЗ).

2. Коректна розв’язнiсть m - точко-
вої задачi. Властивiсть локалiзацiї.

З наслiдку 2 випливає, що для рiвня-
ння (1) m - точкову за часом задачу мо-
жна ставити так: знайти розв’язок u ∈
C1

(
(0, T ], S

1/ω
1−µ/ω

)
рiвняння (1), який задо-

вольняє умову

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑

k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = f, (11)

f ∈ (S
1/ω
1−µ/ω, ∗)′,

де граничне спiввiдношення (11) розглядає-
ться в просторi (S

1/ω
1−µ/ω)′ (обмеження на па-

раметри µ, µ1, ..., µm, t1, ..., tm такi ж, як у
випадку задачi (1), (2)).

Теорема 1. Задача (1), (11) коректно
розв’язна. Розв’язок зображається форму-
лою: u(t, x) = f ∗ Γ(t, x), (t, x) ∈ Ω, де Γ
- фундаментальний розв’язок багатоточко-
вої задачi для рiвняння (1).

Доведення. Передусiм переконаємося в
тому, що функцiя u(t, x) є розв’язком рiвня-
ння (1). Справдi (див. наслiдок 1),

∂u(t, x)

∂t
=

∂

∂t
(f ∗ Γ(t, x)) = f ∗ ∂Γ(t, x)

∂t
,

Au(t, x) = F−1[a(σ)F [f ∗ Γ(t, x)](σ)](x).
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Оскiльки f - згортувач у просторi S
1/ω
1−µ/ω, то

F [f ∗ Γ(t, x)](σ) = F [f ](σ) · F [Γ(t, x)](σ) =

= F [f ](σ)Q(t, σ).

Отже,

Au(t, x) = F−1[a(σ)Q(t, σ)F [f ](σ)](x) =

= −F−1

[
∂

∂t
Q(t, σ)F [f ](σ)

]
(x) =

= −F−1

[
F

[
∂

∂t
Γ

]
(t, σ) · F [f ](σ)

]
(x) =

= −F−1

[
F

[
f ∗ ∂Γ

∂t

]]
(x) = −f ∗ ∂Γ(t, x)

∂t
.

Звiдси дiстаємо, що функцiя u(t, x),
(t, x) ∈ Ω, задовольняє рiвняння (1). З на-
слiдку 2 випливає, що u задовольняє грани-
чну умову (11) у вказаному сенсi.

Зазначимо також, що u неперервно зале-
жить вiд функцiї f ∈ (S

1/ω
1−µ/ω, ∗)′, оскiльки

операцiя згортки володiє властивiстю непе-
рервностi.

Залишається переконатися в тому, що за-
дача (1), (11) має єдиний розв’язок. Для цьо-
го, розглянемо задачу Кошi

∂v

∂t
−A∗v = 0, (t, x) = [0, t0)×R ≡ Ω′, (12)

0 ≤ t < t0 ≤ T,

v(t, ·)|t=t0 = ψ, ψ ∈ (S
1/ω
1−µ/ω, ∗)′ (13)

де A∗g = F [aF−1[g]], ∀g ∈ S
1/ω
1−µ/ω, A∗ - зву-

ження спряженого оператора до оператора
A на простiр S

1/ω
1−µ/ω ⊂ (S

1/ω
1−µ/ω)′. Умову (13)

розумiємо в слабкому сенсi.
Iз результатiв, отриманих в [6, роздiл 5]

випливає, що задача Кошi (12), (13) є розв’я-
зною; при цьому v(t, ·) ∈ S

1/ω
1−µ/ω при кожно-

му t ∈ [0, t0).
Нехай Qt

t0
: (S

1/ω
1−µ/ω, ∗)′ → S

1/ω
1−µ/ω - опе-

ратор, який зiставляє функцiоналу ψ ∈
(S

1/ω
1−µ/ω, ∗)′ розв’язок задачi (12), (13). Опе-

ратор Qt
t0

є лiнiйним i неперервним, вiн ви-
значений для довiльних t i t0 таких, що
0 ≤ t < t0 ≤ T i володiє властивостями:

∀ψ ∈ (S
1/ω
1−µ/ω, ∗)′ : dQt

t0
ψ

dt
− A∗Qt

t0
ψ = 0,

lim
t→t0

Qt
t0
ψ = ψ

(границя розглядається в просторi
(S

1/ω
1−µ/ω)′).
Розглянемо розв’язок u(t, x), (t, x) ∈ Ω,

задачi (1), (11), який розумiтимемо як регу-
лярний функцiонал з простору (S

1/ω
1−µ/ω, ∗)′ ⊃

S
1/ω
1−µ/ω. Доведемо, що задача (1), (11) мо-

же мати лише єдиний розв’язок у просто-
рi (S

1/ω
1−µ/ω, ∗)′. Для цього досить довести, що

єдиним розв’язком рiвняння (1) при нульо-
вiй граничнiй умовi може бути лише фун-
кцiонал u(t, x) ≡ 0 (при кожному t ∈ (0, T ]).
Застосуємо функцiонал u до функцiї Qt

t0
ψ ∈

S
1/ω
1−µ/ω, де ψ -довiльно фiксований елемент

з простору S
1/ω
1−µ/ω ⊂ (S

1/ω
1−µ/ω, ∗)′. Диференцi-

юючи по t i використовуючи рiвняння (1),
(12) знаходимо, що

∂

∂t
< u(t, ·), Qt

t0
ψ >=

=<
∂u

∂t
,Qt

t0
ψ > + < u,

∂Qt
t0
ψ

∂t
>=

= − < Au, Qt
t0
ψ > + < u, A∗Qt

t0
ψ >=

= − < Au, Qt
t0
ψ > + < Au,Qt

t0
ψ >= 0,

t ∈ [0, t0).

Звiдси випливає, що < u(t, ·), Qt
t0
ψ > є

сталою величиною. Iз властивостей абстра-
ктних функцiй випливає спiввiдношення

lim
t→t0

< u(t, ·), Qt
t0
ψ >=

=< u(t0, ·), ψ >= const ≡ c

у довiльнiй точцi t0 ∈ (0, T ]. Отже, якщо в
(11) f = 0, то

µ lim
t→+0

< u(t, ·), ψ > −

−
m∑

k=1

µk lim
t→tk

< u(t, ·), ψ >=

= c

(
µ−

m∑

k=1

µk

)
= 0,

тобто c = 0. Таким чином, < u(t0, ·), ψ >= 0

для довiльного ψ ∈ S
1/ω
1−µ/ω, тобто u(t0, x) -
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нульовий функцiонал з простору (S
1/ω
1−µ/ω, ∗)′.

Оскiльки t0 ∈ (0, T ] i t0 вибране довiльним
чином, то u(t, ·) = 0 для всiх t ∈ (0, T ]. Тео-
рема доведена.

Оскiльки узагальнена функцiя f - згор-
тувач у просторi S

1/ω
1−µ/ω, а функцiя Γ(t, ·) -

ФРБЗ для рiвняння (1), є неперервною аб-
страктною функцiєю параметра t ∈ (0, T ] iз
значеннями в просторi S

1/ω
1−µ/ω, то граничнi

спiввiдношення

u(t, ·) = f ∗ Γ(t, ·)−→
t→tk

f ∗ Γ(tk, ·) = u(tk, ·),

tk ∈ (0, T ], k ∈ {1, ..., m},
справджуються в просторi S

1/ω
1−µ/ω. Звiдси,

зокрема, дiстаємо, що u(t, ·) → u(tk, ·) при
t → tk, k ∈ {1, ...,m}, рiвномiрно на довiль-
ному вiдрiзку [a, b] ⊂ R. Вказану збiжнiсть
в (11) погiршує перший доданок, оскiльки
для функцiї Γ(t, ·) точка t = 0 є особливою.
Однак, якщо граничну функцiю f брати з
класу (Sβ

1−µ/ω)′ ⊂ (S
1/ω
1−µ/ω)′, де β > 1, то мо-

жна отримати локальне посилання збiжно-
стi згортки f ∗ Γ(t, ·) при t → +0. Це по-
яснюється тим, що клас Sβ

1−µ/ω при β > 1

мiстить фiнiтнi функцiї i в цьому випадку
коректним є поняття збiжностi узагальненої
функцiї f з гладкою функцiєю на деякiй вiд-
критiй множинi Q ⊂ R (див. п.1). При об-
ґрунтуваннi властивостi локалiзацiї будемо
використовувати наступне допомiжне твер-
дження.

Лема 4. Якщо x 6= 0, то для функцiї
Γ(t, x) та її похiдних справджуються оцiн-
ки

|Dm
x Γ(t, x)| ≤ cβq

0q
q(1−µ/ω)Bmmm/ω×

×t(q−m−1)/ω|x|−q, t ∈ (0, 1], m ∈ Z+ (14)

де сталi c, β0, B > 0 не залежать вiд t, q ∈
N - довiльно фiксоване.

Доведення. Оскiльки

Γ(t, x) = (2π)−1

∫

R

Q1(t, σ)Q2(σ)eiσxdσ,

то покладемо σ = t−γy, де γ > 0 - фiксо-
ваний параметр, конкретне значення якого

вкажемо пiзнiше. Тодi

Γ(t, x) = (2π)−1t−γ×

×
∫

R

Q1(t, t
−γy)Q2(t

−γy)e−it−γxydy =

= (2π)−1t−γ

∫

R

Q(t, t−γy)e−it−γxydy. (15)

За умови x 6= 0 зiнтегруємо q разiв части-
нами iнтеграл (15), у результатi знайдемо,
що

Γ(t, x) = iq(2π)−1tγ(q−1)x−q×

×
∫

R

Dq
yQ(t, t−γy)e−it−γxydy,

Dm
x Γ(t, x) = (−1)q(2π)−1iq+mtγ(q−1)−γmx−q×

×
∫

R

ymDq
yQ(t, t−γy)e−it−γxydy, m ∈ N.

Тодi

|Dm
x Γ(t, x)| ≤ (2π)−1tγ(q−1)−γm|x|−q×

×
∫

R

|y|m|Dq
yQ(t, t−γy)|dy.

Оскiльки Q(t, t−γy) = Q1(t, t
−γy)Q2(t

−γy),
то, внаслiдок формули Лейбнiца диференцi-
ювання добутку двох функцiй, оцiнка |Dq

yQ|
зводиться до оцiнок функцiй |Dq

yQ1| та
|Dq

yQ2|.
Iз властивостей функцiї a(y) випливає,

що функцiя a(t−γy) допускає аналiтичне
продовження в область

G̃µ = {z = y + iω :

|t−γω| ≤ K(1 + |t−γy|)µ, y ∈ R} =

= {z = y + iω : |ω| ≤ K(tγ + |y|)µ, y ∈ R},
µ ≤ 0.

Якщо t ∈ (0, 1], то tγ + |y| ≤ 1 + |y|, (tγ +
|y|)µ ≥ (1 + |y|)µ, µ ≤ 0. Отже, функцiя
a(t−γy), t ∈ (0, 1], y ∈ R, допускає аналi-
тичне продовження i в область

Gµ = {z = y + iω : |ω| ≤ K(1+ |y|)µ, y ∈ R},
µ ≤ 0;
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при цьому функцiя Q1(t, t
−γz) =

exp{−ta(t−γz)} в областi Gµ задовольняє
нерiвнiсть

|Q1(t, t
−γz)| ≤ e−Lt|t−γy|ω , t ∈ (0, 1], (16)

де стала L > 0 не залежить вiд t. Ураху-
вавши (16) та доведення теореми 4 з [4, с.
265] знайдемо, що для функцiї Q1(t, t

−γy) та
її похiдних (за змiнною y) справджуються
оцiнки:

|Dq
yQ1(t, t

−γy)| ≤ cBqqq(1−µ/ω)×

×t−(ωγ−1)µq/ωe−at1−γω |y|ω , (17)

(t, y) ∈ Ω, q ∈ Z+,

де сталi c, a, B > 0 не залежать вiд t.
Оцiнимо тепер |Dq

yQ2(t
−γy)|, q ∈ Z+, ско-

риставшись при цьому спiввiдношенням (4),
з якого випливає, що

Q2(t
−γy) =

1

µ

∞∑
r=0

µ−r

(
m∑

k=1

µke
−tka(t−γy)

)r

=

=
∞∑

r=0

µ−(r+1)
∑

r1+...+rm=r

r!

r1!...rm!
×

×µr1
1 ...µrm

m Q1(λ, t−γy),

де λ := t1r1 + ... + tmrm. Повторивши мiр-
кування, проведенi при оцiнюваннi функцiї
|Dq

yQ1(t, t
−γy)|, q ∈ Z+, знайдемо, що

|Dq
yQ1(λ, t−γy)| ≤ c1A

qqq(1−µ/ω)λµq/ωt−µγq,

(t, y) ∈ Ω, (18)

де сталi c1, A > 0 не залежать вiд t.
Далi, врахувавши (18), як i при встанов-

ленi оцiнок (5) знаходимо, що

|Dq
yQ2(t

−γy)| ≤ bLq
1q

q(1−µ/ω)t−µγq, q ∈ Z+,
(19)

сталi b, L1 > 0 не залежать вiд t. Тодi, ско-
риставшись оцiнками (17), (19) прийдемо до
нерiвностей

|Dq
yQ(t, t−γy)| = |Dq

y(Q1(t, t
−γy)Q2(t

−γy))| ≤

≤
q∑

k=0

Ck
q |Dk

yQ1(t, t
−γy)| · |Dq−k

y Q2(t
−γy)| ≤

≤ cb

q∑

k=0

Ck
q Bkkk(1−µ/ω)t−(ωγ−1)µk/ωLq−k

1 ×

×(q−k)(1−µ/ω)(q−k)t−µγ(q−k) exp{−at1−γω|y|ω}.
Покладемо тепер γ = 1/ω. Тодi для t ∈

(0, 1] справджуються оцiнки:

|Dq
yQ(t, t−1/ωy)| ≤ αβq

0q
q(1−µ/ω)e−a|y|ω , (20)

де α = cb, β0 = 2 max{B,L1}, сталi α, β0 > 0
не залежать вiд t. Урахувавши (20) знайде-
мо, що

|Dm
x Γ(t, x)| ≤ α(2π)−1βqqq(1−µ/ω)t(q−m−1)/ω×

×|x|−q

∫

R

|y|m exp{−a|y|ω}dy.

Оскiльки
∫

R

|y|m exp{−a|y|ω}dy =

= 2ω−1a−(m+1)/ωΓ

(
m + 1

ω

)
,

то, скориставшись формулою Стiрлiнга для
гамма-функцiї знайдемо, що

Γ

(
m + 1

ω

)
≤ c̃B̃mmm/ω,

c̃ = c̃(ω) > 0, B̃ = B̃(ω) > 0. Тодi

|Dm
x Γ(t, x)| ≤ c2β̃

q
0q

q(1−µ/ω)×
×B̃mmm/ωt(q−m−1)/ω|x|−q,

m ∈ Z+, t ∈ (0, 1], x ∈ R\{0}
сталi c2, β̃0, B̃ > 0 не залежать вiд t. Лема
доведена.

Теорема 2. Нехай f ∈ (Sβ
1−µ/ω)′, де β ≥

1 + (1 − µ)/ω, u(t, x) - розв’язок задачi (1),
(11) з граничною функцiєю f . Якщо f = 0
на iнтервалi (a, b) ⊂ R, то u(t, x) → 0 при
t → +0 рiвномiрно на довiльному вiдрiзку
[c, d] ⊂ (a, b).

Доведення. Нехай [c, d] ⊂ [a1, b1] ⊂
(a, b). Побудуємо функцiю ϕ ∈ Sβ

1−µ/ω з но-
сiєм в (a, b) таку, що ϕ = 1 на [a1, b1] (та-
ка функцiя iснує, бо при β > 1 у просторi
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Sβ
1−µ/ω є фiнiтнi функцiї [4]). Оскiльки фун-

кцiї ϕ(·)T−xΓ̌(t, ·), (1−ϕ(·))T−xΓ̌(t, ·) при ко-
жному t > 0 i x ∈ R є елементами простору
Sβ

1−µ/ω, то має мiсце спiввiдношення

u(t, x) =< f, ϕ(·)T−xΓ̌(t, ·) > +

+ < f, (1− ϕ(·))T−xΓ̌(t, ·) >, (t, x) ∈ Ω.

Оскiльки узагальнена функцiя f дорiв-
нює нулевi на (a, b), а supp(ϕ(·)T−xΓ̌(t, ·)) ⊂
(a, b), з останнього спiввiдношення випли-
ває, що

u(t, x) = t1/ω < f, t−1/ωγ(·)T−xΓ̌(t, ·) >,

(t, x) ∈ Ω, де γ = 1− ϕ.
Для доведення теореми досить вста-

новити, що сiм’я функцiй Φt,x(ξ) =
t−1/ωγ(ξ)T−xΓ̌(t, ξ) обмежена в просторi
Sβ

1−µ/ω рiвномiрно по t (для малих значень
t) та x ∈ [c, d], тобто, що

|ξkDm
ξ Φt,x(ξ)| ≤ cAkBmkk(1−µ/ω)mmβ,

{k, m} ⊂ Z+, ξ ∈ R, (21)

де сталi c, A,B > 0 не залежать вiд t, x, ξ,
якi змiнюються вказаним способом. Оскiль-
ки Φt,x(ξ) = 0 для ξ ∈ [a1, b1], то оцiнку (21)
досить довести для ξ ∈ R\[a1, b1].

Функцiя ϕ є елементом простору Sβ
1−µ/ω.

Отже,

|ξkDm
ξ ϕ(ξ)| ≤ c1A

k
1B

m
1 kk(1−µ/ω)mmβ,

{k, m} ⊂ Z+, ξ ∈ R.

Скориставшись формулою диференцiюван-
ня добутку двох функцiй знайдемо, що

|ξkDm
ξ Φt,x(ξ)| =

= t−1/ω

∣∣∣∣∣ξ
k

m∑

l=0

C l
mDl

ξγ(ξ) ·Dm−l
ξ Γ(t, x− ξ)

∣∣∣∣∣ ≤

≤ Ψ1
t,x(ξ) + Ψ2

t,x(ξ),

де

Ψ1
t,x(ξ) := t−1/ω

m∑

l=0

C l
m|ξkDl

ξϕ(ξ)|×

×|Dm−l
ξ Γ(t, x− ξ)|,

Ψ2
t,x(ξ) := t−1/ω|ξkDm

ξ Γ(t, x− ξ)|.
Оцiнимо Ψ1

t,x(ξ). Для цього скористаємо-
ся нерiвностями (14): при оцiнцi функцiї
|Dm−l

ξ Γ(t, x−ξ)| в (14) вiзьмемо q = m−l+2.
Врахуємо також те, що |x − ξ| ≥ a0 > 0, де
a0 = min{|a1 − c|, |b− b1|}. Отже,

Ψ1
t,x(ξ) ≤ cc1t

−1/ωAk1
1 kk(1−µ/ω)×

×
m∑

l=0

C l
mBl

1l
lββq

0q
q(1−µ/ω)×

×Bm−l(m− l)(m−l)/ωt(q−(m−l)−1)/ω|x− ξ|−q.

Оскiльки

t(q−(m−l)−1)/ω = t1/ω, q = m− l + 2,

t ∈ (0, 1], 0 ≤ l ≤ m,

qq(1−µ/ω) = (m− l + 2)(m−l+2)(1−µ/ω) ≤
≤ bMm−l(m− l)(m−l)(1−µ/ω),

βq
0 = β2

0 ·βm−l
0 , |x−ξ|−q ≤ a−q

0 =

(
1

a0

)m−l+2

,

де b,M - додатнi сталi, то

Ψ1
t,x(ξ) ≤ c̃Ak

1k
k(1−µ/ω)Mm

1 ×

×
m∑

l=0

C l
mllβ(m− l)(m−l)/ω(m− l)(m−l)(1−µ/ω) =

= c̃Ak
1B̃

m
1 kk(1−µ/ω)mmβ, (22)

β ≥ 1 +
1− µ

ω
,

де сталi c̃, A1, B̃1 > 0 не залежать вiд t, x, ξ,
якi змiнюються вказаним способом.

Для оцiнки Ψ2
t,x(ξ) скоритстаємось тим,

що виконується наступна умова:

∃L0 > 0 ∀x ∈ [c, d] ∀ξ ∈ R\[a1, b1] :

[ξ]/|x− ξ| ≤ L0.

Поклавши в (14) q = m+2+k знайдемо, що

Ψ2
t,x(ξ) = t−1/ω|ξkDm

ξ Γ(t, x− ξ)| ≤

≤ ct−1/ω|x− ξ|−q|ξ|kβq
0q

q(1−µ/ω)×
×Bmmm/ωt(q−m−1)/ω, |x− ξ| ≥ a0 > 0,
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при цьому

t−1/ωt(q−m−1)/ω = t−1/ωt1/ωtk/ω ≤ 1,

t ∈ (0, 1], k ∈ Z+,

qq(1−µ/ω) = (m + 2 + k)(m+2+k)(1−µ/ω) ≤
≤ c̄ĀkB̄mkk(1−µ/ω)mm(1−µ/ω),

де c̄, Ā, B̄ - додатнi сталi,

|ξ|k|x− ξ|−q = |ξ|k|x− ξ|−(m+2+k) ≤ α0L
k
0a

m
1 ,

α0 = a−2
0 , a1 = a−1

0 ,

βq = βm+2+k = β2βmβk, {k, m} ⊂ Z+.

Отже,

Ψ2
t,x(ξ) ≤ c2A

k
2B

m
2 kk(1−µ/ω)mm/ωmm(1−µ/ω) ≤

≤ c2A
k
2B

m
2 kk(1−µ/ω)mm(1+(1−µ)/ω), (23)

де сталi c2, A2, B2 > 0 не залежать вiд t, x, ξ,
якi змiнюються вказаним способом. З нерiв-
ностей (22), (23) випливає нерiвнiсть (21).

Теорема доведена.
Наслiдок 3. Нехай f ∈ (Sβ

1−µ/ω)′, де
β ≥ 1 + (1 − µ)/ω, u(t, x) - розв’язок зада-
чi (1), (11) з граничною функцiєю f . Якщо
f = 0 на iнтервалi (a, b) ⊂ R, то граничне
спiввiдношення

µ lim
t→+0

u(t, x)− µ1 lim
t→t1

u(t, x)− ...−

−µm lim
t→tm

u(t, x) = 0

справджується рiвномiрно вiдносно x на до-
вiльному вiдрiзку [c, d] ⊂ (a, b).

Лема 5. Якщо функцiя-символ a задо-
вольняє умову a(0) = 0, то Γ(t, ·) → (µ −
µ0)

−1δ при t → +0 в просторi (S
1/ω
1−µ/ω)′

(тут µ̃0 =
m∑

k=1

µk).

Доведення. Якщо a(0) = 0, то справ-
джується рiвнiсть

∫

R

Γ(t, x)dx = (µ− µ̃0)
−1, t ∈ (0, T ].

Тодi для довiльної основної функцiї ϕ ∈
S

1/ω
1−µ/ω

∣∣∣∣< Γ(t, ·), ϕ > −< δ, ϕ >

µ− µ̃0

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣

∫

R

Γ(t, x)ϕ(x)dx− ϕ(0)

µ− µ0

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

∫

R

Γ(t, x)ϕ(x)dx−
∫

R

Γ(t, x)ϕ(0)dx

∣∣∣∣∣∣
≤

≤
∫

R

|Γ(t, x)| · |ϕ(x)− ϕ(0)|dx ≡ I(t).

Для доведення твердження досить пока-
зати, що

∀ε > 0 ∃t0 = t0(ε) > 0

∀t : 0 < t < t0 ⇒ I(t) < ε

Застосувавши формулу про скiнченнi при-
рости знайдемо, що |ϕ(x) − ϕ(0)| ≤ M |x|,
де M = sup

x∈R
|ϕ′(x)|. Вiзьмемо ε з промiж-

ку (0, T ) i покладемо t0 = ε, δ0 = t
1/(2ω)
0 .

Тодi |ϕ(x) − ϕ(0)| < Mε1/(2ω), якщо лише
|x| < t

1/(2ω)
0 . Отже,

I(t) < ε1/(2ω)

∫

|x|<δ0

|Γ(t, x)|dx+

+

∫

|x|≥δ0

|Γ(t, x)||ϕ(x)− ϕ(0)|dx ≡

≡ ε1/(2ω)I1(t) + I2(t).

Оцiнимо I1(t). Легко бачити, що

I1(t) ≤
∫

R

|Γ(t, x)|dx =

= t1/ω

∫

R

|Γ(t, t1/ωy)|dy =

= t1/ω

∫

|y|<1

|Γ(t, t1/ωy)|dy+

+t1/ω

∫

|y|≥1

|Γ(t, t1/ωy)|dy ≡ I1
1 (t) + I2

1 (t).

Для функцiї Γ(t, t1/ωy) маємо наступне зо-
браження:

Γ(t, t1/ωy) =
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= (2π)−1

∫

R

e−ta(σ)Q2(σ)e−it1/ωyσ t1/ωσ=η
=

= (2π)−1t−1/ω

∫

R

e−ta(t−1/ωη)Q2(t
−1/ωη)e−iyηdη.

Оскiльки

Q2(t
−1/ωη) =

(
µ−

m∑

k=1

µke
−tka(t−1/ωη)

)−1

≤

≤ (µ− µ̃0)
−1, t > 0, η ∈ R,

то

|Γ(t, t1/ωy)| ≤ c0t
−1/ω

∫

R

exp{−ta(t−1/ωη)}dη ≤

≤ c0t
−1/ω

∫

R

exp{−b0|η|ω}dη = c1t
−1/ω,

де c0 = (2π)−1(µ − µ̃0)
−1. Отже, I1

1 (t) ≤ c1,
стала c1 > 0 не залежить вiд t.

Для того, щоб здiйснити оцiнку iнтегра-
ла I2

1 (t), скористаємося нерiвностями (14),
де покладемо m = 0, q = 2. Тодi (14) сто-
совно функцiї Γ(t, t1/ωy) набуває вигляду:

|Γ(t, t1/ωy)| ≤ cβ̃2
0t

1/ω|t1/ωy|−2 =

= β̃t−1/ω|y|−2, y 6= 0, t > 0.

Звiдси дiстаємо, що

I2
1 (t) ≤ β̃

∫

|y|≥1

y−2dy = β′.

Таким чином, I1(t) ≤ d0, де стала d0 > 0 не
залежить вiд t.

Оцiнимо I2(t). Передусiм зазначимо, що
|ϕ(x)−ϕ(0)| ≤ M1, де M1 = 2 sup

x∈R
|ϕ(x)|. Тодi

I2(t) ≤ M1

∫

|x|≥t1/(2ω)

|Γ(t, x)|dx.

Знову скориставшись нерiвнiстю (14), де
m = 0, q = 2, знайдемо, що

I2(t) ≤ 2β̃t1/ω

+∞∫

t
1/(2ω)
0

x−2dx = β′t1/ωt
−1/(2ω)
0 <

< β′t1/(2ω)
0 = β′ε1/(2ω).

для всiх t < t0. Урахувавши отриманi для
I1(t), I2(t) оцiнки знайдемо, що

∀ε ∈ (0, T ) ∃t0 = ε

∀t : 0 < t < t0 ⇒ I(t) < const · ε1/(2ω),

що й потрiбно було довести.
Якщо ε ≥ T , то за t0 = t0(ε) можна взяти

довiльно фiксоване число з промiжку (0, T ).
Лема доведена.
Надалi вважатимемо, що оператор A в

рiвняннi (1) побудований за функцiєю a, яка
задовольняє умову a(0) = 0.

Символом Ms позначатимемо клас фун-
кцiй, якi є мультиплiкаторами в просторi
Sβ

1−µ/ω, β ≥ 1 + (1− µ)/ω.
Теорема 3 (властивiсть локалiзацiї).

Нехай f ∈ (Sβ
1−µ/ω)′, де β ≥ 1 + (1 − µ)/ω,

u(t, x) - розв’язок задачi (1), (11) з грани-
чною функцiєю f . Якщо узагальнена фун-
кцiя f збiгається на iнтервалi (a, b) ⊂ R
з функцiєю g ∈ Ms, то на довiльному про-
мiжку [c, d] ⊂ (a, b) граничне спiввiдношен-
ня

µ lim
t→+0

u(t, x)− µ1 lim
t→t1

u(t, x)− ...−

−µm lim
t→tm

u(t, x) = g(x)

виконується рiвномiрно вiдносно x.
Доведення. Нехай [c, d] ⊂ [a1, b1] ⊂

(a, b), ϕ - основна функцiя, побудована при
доведеннi теореми 2. Оскiльки ϕ(f − g) = 0
на (a, b), то ϕ(f−g) = 0 на [c, d], (1−ϕ)f = 0
на [a1, b1] i за доведеним у теоремi 2 граничнi
спiввiдношення

lim
t→+0

< ϕ(f − g), T−xΓ̌(t, ξ) >= 0,

lim
t→+0

< (1− ϕ)f, T−xΓ̌(t, ξ) >= 0 (24)

справджуються рiвномiрно вiдносно x ∈
[c, d].

Внаслiдок властивостi неперервностi
Γ(t, ·), як абстрактної функцiї параметра t

iз значеннями в просторi S
1/ω
1−µ/ω, граничнi

спiввiдношення
m∑

k=1

µk lim
t→tk

< ϕ(f − g), T−xΓ̌(t, ξ) >= 0, (25)
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m∑

k=1

µk lim
t→tk

< (1− ϕ)f, T−xΓ̌(t, ξ) >= 0, (26)

також справджуються рiвномiрно вiдносно
x ∈ [c, d]. Крiм того,

u(t, x) =< f, T−xΓ̌(t, ·) >=

=< ϕ(f − g), T−xΓ̌(t, ·) > +

+ < (1− ϕ)f, T−xΓ̌(t, ·) > +

+ < ϕg, T−xΓ̌(t, ·) >,

причому

< ϕg, T−xΓ̌(t, ·) >=

∫

R

Γ(t, x−ξ)ϕ(ξ)g(ξ)dξ =

=

∫

R

Γ(t, ξ)ϕ(x− ξ)g(x− ξ)dξ ≡ I(t, x).

Урахувавши спiввiдношення (24)-(26), лему
5 та теорему 1 робимо висновок, що для до-
ведення твердження досить встановити, що
I(t, x) → (µ− µ̃0)

−1ϕ(x)g(x) при t → +0 рiв-
номiрно вiдносно x ∈ [c, d], оскiльки грани-
чне спiввiдношення

m∑

k=1

µk lim
t→tk

I(t, x) =
µ̃0

µ− µ̃0

(ϕg)(x)

виконується рiвномiрно вiдносно x ∈ [c, d].
Це випливає з того, що I(t, x) подається у
виглядi згортки Γ(t, x) ∗ (ϕg)(x), при цьому
граничне спiввiдношення

m∑

k=1

µk lim
t→tk

Γ(t, x) =
m∑

k=1

µkΓ(tk, x)

виконується в просторi Sβ
1−µ/ω (зокрема, рiв-

номiрно на вiдрiзку [c,d]), а ϕg - фiнiтна
функцiя з простору Sβ

1−µ/ω, яку можна ро-
зумiти як фiнiтний функцiонал (згортувач
у просторi Sβ

1−µ/ω).
Доведення граничного спiввiдношення

I(t, ·)
[c,d]

⇒ (µ− µ̃0)
−1ϕ(·)g(·), t → +0,

яке здiйснюємо за схемою, використаною
при доведеннi леми 5, зводиться до оцiнки

iнтегралiв вигляду
∫

|ξ|<δ

Ψ(t, ξ)dξ,

∫

|ξ|≥δ

Ψ(t, ξ)dξ,

де Ψ(t, ξ) = |Γ(t, ξ)| · |(ϕg)(x − ξ) − (ϕg)(x)|,
δ > 0 шукаємо за довiльно заданим ε > 0
так, що |(ϕg)(x − ξ) − (ϕg)(x)| < ε, якщо
лише |ξ| = |(x− ξ)− x| < δ. При оцiнцi вка-
заних iнтегралiв використовуємо нерiвнiсть∫

R

|Γ(t, ξ)|dξ ≤ d0, де стала d0 > 0 не зале-

жить вiд t (див. дов. леми 5), а також те,
що

sup
ξ∈R,x∈[c,d]

|(ϕg)(x− ξ)− (ϕg)(x)| < ∞.

Зазначимо, що основнi результати, наве-
денi в данiй роботi, анонсованi в [7].
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