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ПРО ПОВНОТУ СИСТЕМ ФУНКЦIЙ, ПОРОДЖЕНИХ ФУНКЦIЄЮ
БЕССЕЛЯ

Ми дослiджуємо повноту систем функцiй, породжених функцiєю Бесселя з вiд’ємним пiв-
цiлим iндексом, меншим за −1.

We investigate completeness of systems of functions generated by Bessel function with negative
half integer order less than −1.

Нехай p ∈ (0; +∞) i L2((0; 1); xpdx)
– простiр вимiрних функцiй f , для яких∫ 1

0
tp|f(t)|2dt < +∞, зi скалярним добутком

⟨f1; f2⟩ =
∫ 1

0
tpf1(t)f2(t)dt, нормою ∥f∥ =√∫ 1

0
tp|f(t)|2dt i [x] – цiла частина числа x.

Добре вiдомо ([1, с.71]), що при ν > 1 фун-
кцiя Бесселя J−ν(z) порядку −ν має нескiн-
ченну кiлькiсть дiйсних нулiв i 2[ν] попар-
но спряжених комплексних нулiв. Якщо [ν]
– непарне цiле число, то серед комплексних
нулiв є два чисто уявних (див. також [2], [3,
с.532]). Нехай ρj = ρ−ν,j, j ∈ N, – тi нулi
функцiї J−ν(z), для яких ℑρj > 0, якщо ρj –
комплексне число i ρj > 0, якщо ρj – дiйсне
число.

У цiй роботi ми продовжуємо дослiджен-
ня, розпочатi в працях [4–6]. Зокрема, було
доведено

Теорема A([4, с.39-40]). Система фун-
кцiй {ρj

√
ρjxJ−3/2(ρjx) : j ∈ N\{1}}, ρj :=√

λj, є повною в просторi L2((0; 1), x2dx),
має в цьому просторi бiортогональну си-
стему {γk : k ∈ N\{1}},

γ̄k(x) :=
π

x2ρ2kcos2ρk
×

×(ρk
√
ρkxJ−3/2(ρkx)−ρ1

√
ρ1xJ−3/2(ρ1x)),

i не є базисом цього простору.
Теорема B([5, с.181]). Система

{
√
xJ−5/2(ρjx) : j ∈ N\{1; 2}} є повною,

мiнiмальною в просторi L2((0; 1); x4dx),
має в цьому просторi бiортогональну

систему {γk(x) : k ∈ N\{1; 2}}. При цьому

γk(x) :=
2
√
x

(ρ21 − ρ22)ρ
5/2
k J2

−3/2(ρk)x
4
×

×((ρ2k − ρ22)(ρ
5/2
k J−5/2(ρkx)− ρ5/21 J−5/2(ρ1x))−

(ρ2k − ρ21)(ρ
5/2
k J−5/2(ρkx)− ρ5/22 J−5/2(ρ2x))).

Теорема С ([6]). Нехай uj(x) =

ρνj
√
πx/2J−ν(ρjx), де ν > 1 – пiвцiле число.

Тодi система {uj(x) : j ∈ N} є переповненою
в просторi L2((0; 1); x2ν−1dx).

Слiд зазначити, що розгляд властивостей
функцiй J−ν(z) пов’язаний з розглядом на-
ступної крайової задачi [7;8]

−f ′′ + ν2 − 1/4

x2
f = λf, λ = ρ2,

f(1) = 0,

∃ck ∈ C : f(x) =
∑
k∈0;ν

ckx
−ν+2k+1/2 + o(xν+1/2),

x→ 0 + .

Наша мета полягає в доведеннi такого твер-
дження.

Теорема. Нехай vj(x) =
√
xJ−ν(ρjx),

де ν > 1 – пiвцiле число. Тодi система
{vj(x) : j ∈ N\{1; 2; ...;m}}, де m ∈ N та-
ке, що −ν +m = −1/2 є повною в просторi
L2((0; 1); x2ν−1dx).

Ключовою для її доведення є нижче
сформульована лема

Лема([8, с.190]). Нехай z – довiльне чи-
сло. Тодi∫ 1

0

cos(zt)
J−ν(ρjt)

(ρjt)−ν
dt = (−1)m+1

√
π

2
ρ1+νj ×
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×J−ν+1(ρj)

(
1

z

d

dz

)m
J−ν(z)

(z2 − ρ2j)z−ν
, (1)

де ν > 1 – пiвцiле число, m ∈ N таке, що
−ν+m = −1/2, (z−1d/dz)m – m разiв засто-
сована операцiя z−1d/dz (диференцiювання з
наступним множенням на 1/z).

Доведення теореми. Скористаємось
методом з праць [4-6]. Припустимо, що си-
стема {vj(x) : j ∈ N\{1; 2; ...;m}} не-
повна. Тодi iснує ненульова функцiя φ ∈
L2((0; 1); x2ν−1dx) така, що
1∫

0

t2ν−1/2J−ν(ρjt)φ(t)dt = 0, j ∈ N\{1; 2; ...;m}.

Нехай

Q(z) =

√
π

2

1∫
0

t2ν−1/2zνJ−ν(zt)φ(t)dt

або

Q(z) =

√
π

2

∫ 1

0

φ̃(t)
J−ν(zt)

(zt)−ν
dt, (2)

де φ̃(t) = tν−1/2φ(t) ∈ L2(0; 1). З [3, с.67] ма-
ємо√

π/2J−ν(zt)/(zt)
−ν = cos

(
zt+

mπ

2

)
×

×
[m/2]∑
r=0

(−1)r(m+ 2r)!(zt)m−2r

(2r)!(m− 2r)!22r
−

− sin
(
zt+

mπ

2

)
×

×
[(m−1)/2]∑

r=0

(−1)r(m+ 2r + 1)!(zt)m−2r−1

(2r + 1)!(m− 2r − 1)!22r+1
,

де −ν = −m− 1/2, m ∈ N. Отже

Q(z) =

[m/2]∑
r=0

(−1)r(m+ 2r)!zm−2r

(2r)!(m− 2r)!22r
×

×
∫ 1

0

φ̃(t)tm−2r cos(zt+mπ/2)dt−

−
[(m−1)/2]∑

r=0

(−1)r(m+ 2r + 1)!zm−2r−1

(2r + 1)!(m− 2r − 1)!22r+1
×

×
∫ 1

0

φ̃(t)tm−2r−1 sin(zt+mπ/2)dt.

Тодi Q – парна цiла функцiя i Q(ρj) = 0,
j ∈ N. Будемо вважати, що ci – деякi ста-
лi. Згiдно з нерiвнiстю Кошi-Буняковського
маємо∣∣∣∣∫ 1

0

φ̃(t)tm−2r cos
(
zt+

mπ

2

)
dt

∣∣∣∣≤ c1e
|ℑz|√

1 + |ℑz|
,

r ∈ {0; [m/2]},∣∣∣∣∫ 1

0

φ̃(t)tm−2r−1 sin
(
zt+

mπ

2

)
dt

∣∣∣∣≤ c1e
|ℑz|√

1 + |ℑz|
,

r ∈ {0; [(m− 1)/2]},

де m ∈ N, z ∈ C. Звiдси

|Q(z)| ≤ c2
e|ℑz|√

1 + |ℑz|
(1 + |z|)m, z ∈ C.

Нехай L(z) :=
√
π/2zνJ−ν(z) = cos(z +

mπ/2)
∑[m/2]

r=0 ((−1)r(m+2r)!zm−2r)/((2r)!(m−
2r)!22r)− sin(z +mπ/2)

∑[(m−1)/2]
r=0 ((−1)r(m+

2r+ 1)!zm−2r−1)/((2r+ 1)!(m− 2r− 1)!22r+1).
Тодi iснують променi arg z = ψk, k ∈
{0; 1; 2; 3}, ψ0 ∈ (0; π/2), ψ1 ∈ (π/2;π), ψ2 ∈
(π; 3π/2), ψ3 ∈ (3π/2; 2π), на яких

|L(z)| ≥ c3(1 + |z|)m exp(|ℑz|).

Нехай Q0(z) = L(z)/((z2− ρ21)(z2− ρ22)× ...×
(z2−ρ2m)), Ω = Q/Q0. Тодi Ω є цiлою парною
функцiєю порядку ρ̃ ≤ 1. Крiм цього,

|Ω(z)| ≤ c4(1 + |z|)2m−1/2,
arg z = ψk, k ∈ {0; 1; 2; 3}.

Остання нерiвнiсть справедлива для всiх
z ∈ C. Справдi, нехай G0 = {z : ψ3 <
arg z < ψ0}, G1 = {z : ψ0 < arg z <
ψ1}, G2 = {z : ψ1 < arg z < ψ2}, G3 =
{z : ψ2 < arg z < ψ3}. Тодi вiзьмемо до-
вiльну голоморфну гiлку функцiї

√
ik + z в

Gk, k ∈ {0; 1; 2; 3} i розглянемо функцiю
Ω̃k(z) = Ω(z)/((ik + z)2m−1

√
ik + z), голомор-

фну в областi Gk. На межi областi Gk фун-
кцiя Ω̃k є обмеженою i має порядок ρ̃k ≤ 1
в Gk. Тому згiдно з принципом Фрагмена
i Лiндельофа, вона є обмеженою в Gk. От-
же, |Ω(z)| ≤ c5(1 + |z|)2m−1/2 для всiх z ∈ C.
Але, Ω – парна цiла функцiя. Тому Q(z) =
(a2m−2z

2m−2 + a2m−4z
2m−4 + . . .+ a4z

4 +a2z
2 +
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a0)Q0(z), де a2i, i ∈ {0; 1; . . . ;m−1} – довiль-
нi комплекснi числа.

Скористаємось рiвнiстю [3, с. 56]

d

dz

J−ν(z)

z−ν
= −zνJ−ν+1(z),

отримаємо (
1

z

∂

∂z

)m
J−ν(zx)

(zx)−ν
=

= (−1)mx2m
J−ν+m(zx)

(zx)−ν+m
. (3)

Оскiльки x1/2J−1/2(x) =
√

2/π cos x, то з (2)
i (3) маємо(

1

z

d

dz

)m
((a2m−2z

2m−2 + a2m−4z
2m−4+

+ . . .+ a4z
4 + a2z

2 + a0)Q0(z)) =

= (−1)m
∫ 1

0

φ̃(t)t2m cos(zt)dt. (4)

З формули (1) отримаємо(
1

z

d

dz

)m
L(z)

(z2 − ρ2j)
=

=
(−1)m+1ρ−1−νj

J−ν+1(ρj)

∫ 1

0

cos(zt)
J−ν(ρjt)

(ρjt)−ν
dt.

Далi, виберемо числа b1, b2, . . . , bm так, щоб

a2m−2z
2m−2 + a2m−4z

2m−4 + . . .+ a2z
2 + a0

(z2 − ρ21)(z2 − ρ22) · . . . · (z2 − ρ2m)
=

=
b1

z2 − ρ21
+

b2
z2 − ρ22

+ . . .+
bm

z2 − ρ2m
.

Помножимо цей вираз на z2 − ρ21. Тодi

b1 =
a2m−2ρ

2m−2
1 + a2m−4ρ

2m−4
1 + . . .+ a2ρ

2
1 + a0

(ρ21 − ρ22) · . . . · (ρ21 − ρ2m)
.

Аналогiчно одержуємо

b2 =
a2m−2ρ

2m−2
2 + a2m−4ρ

2m−4
2 + . . .+ a2ρ

2
2 + a0

(ρ22 − ρ21)(ρ22 − ρ23) · . . . · (ρ22 − ρ2m)
,

...

bm =
a2m−2ρ

2m−2
m + a2m−4ρ

2m−4
m + . . .+ a2ρ

2
m + a0

(ρ2m − ρ21) · . . . · (ρ2m − ρ2m−1)
.

Тодi(
1

z

d

dz

)m
((a2m−2z

2m−2 + a2m−4z
2m−4+

+ . . .+ a4z
4 + a2z

2 + a0)Q0(z)) =

=

(
1

z

d

dz

)m (
(a2m−2z

2m−2 + a2m−4z
2m−4+

+ . . .+ a2z
2 + a0)

L(z)

(z2 − ρ21)× ...× (z2 − ρ2m)

)
=

=

(
1

z

d

dz

)m((
b1

z2 − ρ21
+ . . .+

bm
z2 − ρ2m

)
L(z)

)
=

= b1

(
1

z

d

dz

)m
L(z)

z2 − ρ21
+...+bm

(
1

z

d

dz

)m
L(z)

z2 − ρ2m
=

= b1
(−1)m+1ρ−1−ν1

J−ν+1(ρ1)

∫ 1

0

cos(zt)
J−ν(ρ1t)

(ρ1t)−ν
dt+

+ . . .+bm
(−1)m+1ρ−1−νm

J−ν+1(ρm)

∫ 1

0

cos(zt)
J−ν(ρmt)

(ρmt)−ν
dt =

= (−1)m+1

1∫
0

cos(zt)

(
b1ρ
−1−ν
1

J−ν+1(ρ1)

J−ν(ρ1t)

(ρ1t)−ν
+

+ . . .+
bmρ

−1−ν
m

J−ν+1(ρm)

J−ν(ρmt)

(ρmt)−ν

)
dt.

Враховуючи (4), отримуємо

φ̃(t) = −t−2m
(

b1ρ
−1−ν
1

J−ν+1(ρ1)

J−ν(ρ1t)

(ρ1t)−ν
+

+ . . .+
bmρ

−1−ν
m

J−ν+1(ρm)

J−ν(ρmt)

(ρmt)−ν

)
.

Оскiльки φ̃ ∈ L2(0; 1) i

(ρjt)
νJ−ν(ρjt) =

∞∑
k=0

aν,kρ
2k
j t

2k, де aν,k =

(−1)k2ν−2k/(k!Γ(k − ν + 1)), то це можливо
лише у випадку, коли

b1ρ
−1−ν
1

J−ν+1(ρ1)

m−1∑
k=0

aν,kρ
2k
1 t

2k+

+ . . .+
bmρ

−1−ν
m

J−ν+1(ρm)

m−1∑
k=0

aν,kρ
2k
m t

2k = 0,

m−1∑
k=0

aν,kt
2k

(
b1ρ
−1−ν+2k
1

J−ν+1(ρ1)
+
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+ . . .+
bmρ

−1−ν+2k
m

J−ν+1(ρm)

)
= 0

або
b1ρ

−1−ν
1

J−ν+1(ρ1)
+ . . .+ bmρ

−1−ν
m

J−ν+1(ρm)
= 0,

b1ρ
1−ν
1

J−ν+1(ρ1)
+ . . .+ bmρ

1−ν
m

J−ν+1(ρm)
= 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b1ρ

−ν+2m−3
1

J−ν+1(ρ1)
+ . . .+ bmρ

−ν+2m−3
m

J−ν+1(ρm)
= 0.

(5)

Остання система має ненульовий розв’язок
тодi i тiльки тодi, коли∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρ−1−ν
1

J−ν+1(ρ1)
. . . ρ−1−ν

m

J−ν+1(ρm)
ρ1−ν1

J−ν+1(ρ1)
. . . ρ1−νm

J−ν+1(ρm)

. . . . . . . . .
ρ−ν+2m−3
1

J−ν+1(ρ1)
. . . ρ−ν+2m−3

m

J−ν+1(ρm)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

або

∆ :=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1
ρ21 ρ22 . . . ρ2m
. . . . . . . . . . . .

ρ
2(m−1)
1 ρ

2(m−1)
2 . . . ρ2(m−1)m

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Це неможливо, оскiльки визначник ∆
є визначником Вандермонда i тому ∆ =∏

i>k(ρ
2
i−ρ2k) ̸= 0. Отже, система (5) має єди-

ний нульовий розв’язок b1 = b2 = ... = bm.
Отже, φ̃ = 0, що суперечить нашому при-
пущенню. Таким чином, система {vj(x) :
j ∈ N\{1; 2; ...;m}} є повною в просторi
L2((0; 1); x2ν−1dx).

Зауваження. Аналогiчнi питання мо-
жна розглядати, коли ρj – нулi функцiї
aJ−ν(z) + zJ ′−ν(z), ν > 1, a ∈ R ([9;10]) i
зокрема нулi J ′−ν(z), ν > 1 ([11–13]).
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