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ПРО МОДЕЛЬНУ КРАЙОВУ ЗАДАЧУ З ВЕКТОРНОЮ ВАГОЮ

Розглядається модельна крайова задача для параболiчної за Ейдельманом системи рiвнянь
векторного порядку 2⃗b := (2b1, . . . , 2bn). Сформульовано умову доповняльностi, яку мають
задовольняти крайовi диференцiальнi вирази, щоб задача була добре поставлена. Побудовано
ядра Пуассона задачi та наведено їх оцiнки.

Model boundary value problem for parabolic in the sense of Eidelman system of equations with
vector order 2⃗b := (2b1, . . . , 2bn) is considered. The problem is well-posedness under the anсillarity
condition for boundary differential expressions. This condition is formulated. Poisson kernels of the
problem are constructed and their estimations are given.

Вступ. На теперiшнiй час добре вiдо-
ма загальна теорiя крайових задач для
систем рiвнянь, параболiчних у розумiннi
I. Г. Петровського та бiльш загальних у
сенсi В. О. Солонникова [1—6]. Параболiчнi
крайовi задачi визначаються умовою пара-
болiчностi системи рiвнянь та умовою до-
повняльностi для крайових диференцiаль-
них виразiв. Зауважимо, що умови параболi-
чностi задачi задаються лише групами стар-
ших у параболiчному сенсi членiв системи
рiвнянь i крайових умов.

Для параболiчних крайових задач у рам-
ках їх загальної теорiї доведено теореми про
коректну розв’язнiсть у просторах Гельдера
та Соболєва—Слободецького (шаудерiвська
теорiя та Lp-теорiя). Виявилось, що встанов-
ленi при цьому апрiорнi оцiнки розв’язкiв є
необхiдними та достатнiми умовами парабо-
лiчностi задачi.

Важливим етапом у побудовi теорiї пара-
болiчних крайових задач є детальне вивчен-
ня так званих модельних задач, тобто задач
у пiвпросторах за просторовими змiнними,
в яких системи рiвнянь i крайових умов мi-
стять тiльки старшi в параболiчному сенсi
члени, а їх коефiцiєнти сталi.

Якщо розглядати означенi в [7] С. Д. Ей-
дельманом так званi 2⃗b-параболiчнi систе-
ми, то порядки таких систем є векторни-
ми i в групу їх старших членiв уходять по-
хiднi рiзних найвищих порядкiв за рiзними

посторовими змiнними, бо просторовi змiннi
не рiвноправнi. Через це, мабуть, не можна
побудувати загальну теорiю крайових задач
для таких систем, аналогiчну вказанiй ви-
ще теорiї для систем I. Г. Петровського та
систем В. О. Солонникова, в яких усi про-
сторовi змiннi рiвноправнi. Але для систем
С. Д. Ейдельмана можна побудувати теорiю
модельних крайових задач у пiвпросторах, в
яких одна з просторових змiнних мiняється
в iнтервалi (0,∞), а всi iншi — в iнтервалi
(−∞,∞).

У данiй статтi для систем С. Д. Ейдель-
мана розглядаються модельнi крайовi зада-
чi в пiвпросторi, в якому тiльки остання про-
сторова змiнна мiняється в iнтервалi (0,∞).
Для таких задач формулюється умова до-
повняльностi, будуються ядра Пуассона та
наводяться їх оцiнки.

1. Позначення та постановка крайо-
вої задачi. Нехай n,N, b1, . . . , bn — заданi
натуральнi числа; 2⃗b := (2b1, . . . , 2bn); s—
найменше спiльне кратне чисел b1, . . . , bn;
mj := s/bj, j ∈ {1, . . . , n}; ∥k∥ :=

∑n
j=1mjkj

i ∥k′∥ :=
∑n−1

j=1 mjkj, якщо k := (k1, . . . , kn) ∈
Zn+ i k′ := (k1, . . . , kn) ∈ Zn−1+ — вiдповiд-
но n-вимiрний i (n − 1)-вимiрний мульти-
iндекс; ∥x∥2⃗b := (

∑n
j=1 x

2bj/bn
j )1/2 i ∥x′∥2⃗b :=

(
∑n−1

j=1 x
2bj/bn
j )1/2, якщо x := (x1, . . . , xn) ∈ Rn

i x′ := (x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1; Rn
+ := {x ∈

Rn|xn > 0}, Π+ := {(t, x) ∈ Rn+1|t > 0, x ∈
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Rn
+}, Π′ := {(t, x′) ∈ Rn|t > 0, x′ ∈ Rn−1};

∂t := ∂
∂t

, ∂xj := ∂
∂xj
, j ∈ {1, . . . , n}, ∂kx :=

∂k1x1 . . . ∂
kn
xn

, якщо k ∈ Zn+ i x ∈ Rn.
В областi Π+ розглядатимемо таку кра-

йову задачу:

A0(∂t, ∂x′ , ∂xn)u(t, x) := (IN∂t−∑
∥k∥=2s

ak∂
k
x)u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π+, (1)

u(t, x)|t=0 = ϕ(x), x ∈ Rn
+, (2)

B0
j (∂t, ∂x′ , ∂xn)u(t, x)|xn=0 :=

=
∑

2sk0+∥k∥=rj

bjk0k∂
k0
t ∂

k
xu(t, x)|xn=0 = gj(t, x

′),

(t, x′) ∈ Π′, j ∈ {1, . . . ,m}, (3)

де u, f i ϕ — матрицi-стовпчики висоти N ;
ak i bjk0k — сталi матрицi вiдповiдно розмi-
ру N × N i 1 × N ; IN — одинична матри-
ця порядку N ; g1, . . . , gm— скалярнi функцiї;
r1, . . . , rm — невiд’ємнi цiлi числа.

Будемо припускати, що система рiвнянь
(1) є 2⃗b-параболiчною за Ейдельманом, тоб-
то iснує така стала δ > 0, що для будь-яких
σ′ ∈ Rn−1 i τ ∈ R p-коренi рiвняння

Q(p, σ′, τ) := detA0(p, iσ′, iτ) = 0 (4)

задовольняють умову

Re pj(σ′, τ) ≤ −δ(∥σ′∥2bn
2⃗b

+ τ 2bn),

j ∈ {1, . . . , N}. (5)

2. Умова доповняльностi. Знайдемо
умови на крайовi вирази B0

j , j ∈ {1, . . . ,m},
у тому числi й на їх кiлькiсть m, за яких за-
дача (1) — (3) буде добре поставлена. Для
цього розглянемо задачу

A0(∂t, ∂x′ , ∂xn)u(t, x) = 0, (t, x) ∈ Π+,

u(t, x)|t=0 = 0, x ∈ Rn
+,

B0
j (∂t, ∂x′ , ∂xn)u(t, x)|xn=0 = gj(t, x

′), (6)

(t, x′) ∈ Π′, j ∈ {1, . . . ,m},

Для розв’язування цiєї задачi будемо ви-
користовувати перетворення Фур’є Fn−1[·] за
x′ i перетворення Лапласа L[·] за t. Припу-
стимо, що крайовi функцiї gj, j ∈ {1, . . . ,m},
мають усi необхiднi для подальших мiрку-
вань властивостi, зокрема, iснують їх пере-
творення Фур’є за x′ та перетворення Ла-
пласа за t:

ψj := (LFn−1)[gj], j ∈ {1, . . . ,m}. (7)

Шукатимемо розв’язок задачi (6) у ви-
глядi

u(t, x) = (F−1n−1L
−1)[v(p, σ′, xn)](t, x),

(t, x) ∈ Π+. (8)

Щоб ця функцiя справдi була розв’язком за-
дачi (6), функцiя v повинна бути розв’яз-
ком такої крайової задачi на пiвосi {xn >
0} для системи звичайних диференцiальних
рiвнянь:

A0(p, iσ′, ∂xn)v(p, σ′, xn) = 0, xn > 0, (9)

B0
j (p, iσ

′, ∂xn)v(p, σ′, xn)|xn=0 = ψj(p, σ
′),

j ∈ {1, . . . ,m}. (10)

Будемо розглядати тiльки тi розв’язки, для
яких iснують iнтеграли, що входять у фор-
мулу (8), тобто розв’язки, якi є перетворен-
ням Фур’є за x′ i перетворенням Лапласа за
t функцiй, визначених у Π+.

З теорiї звичайних диференцiальних рiв-
нянь вiдомо, що система (9) як лiнiйна си-
стема N звичайних диференцiальних рiв-
нянь порядку 2bn має 2bnN лiнiйно незале-
жних розв’язкiв вигляду

vj(p, σ
′, xn) = Pj(p, σ

′, xn) exp{µj(p, σ′)xn},

xn > 0, j ∈ {1, . . . , 2bnN}. (11)

Тут Pj, j ∈ {1, . . . , 2bnN}, — матрицi-
стовпчики висотою N, елементами яких є
многочлени вiд xn, а µj, j ∈ {1, . . . , 2bnN},
— коренi характеристичного рiвняння
detA0(p, iσ

′, µ) = 0, серед яких можуть
бути однаковi. При цьому загальний розв’я-
зок системи (9) є лiнiйною комбiнацiєю
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розв’язкiв (11) з довiльними сталими кое-
фiцiєнтами. Нехай τj, j ∈ {1, . . . , 2bnN}, —
τ -коренi рiвняння (4). Тодi формули (11)
можна записати у виглядi

vj(p, σ
′, xn) = Pj(p, σ

′, xn) exp{iτj(p, σ′)xn},

xn > 0, j ∈ {1, . . . , 2bnN}. (12)

Властивостi функцiй (12) iстотно визна-
чаються властивостями τ -коренiв рiвняння
(4). Тому потрiбна детальна iнформацiя про
цi коренi, яку можна отримати подiбно до
випадку рiвноправних просторових змiнних,
тобто систем, параболiчних за I. Г. Петров-
ським i В. О. Солонниковим (див. [2, 4]). На-
ведемо лише необхiднi для подальшого вiдо-
мостi про розмiщення τ -коренiв i деякi оцiн-
ки для них.

Насамперед вiдзначимо, що рiвняння (4)
для будь-яких фiксованих p i σ′ справдi має
2bnN τ -коренiв, ураховуючи кратнiсть. Щоб
у цьому впевнитись, досить помiтити, що ко-
ефiцiєнт при τ 2bnN в рiвняннi (4) не дорiвнює
нулевi. У противному разi при всiх τ ∈ R
виконувалась би рiвнiсть Q(0, 0, τ) = 0, яка
означає, що при (σ′, τ) ̸= 0 рiвняння (4) має
нульовий p-корiнь, а це суперечить умовi (5).

Нехай, далi, δ1 — фiксована стала з про-
мiжку (0, δ), де δ — стала з умови (5). Роз-
глянемо множину

Γ := {(p, σ′)|Re p ≥ −δ1∥σ′∥2bn2⃗b
, σ′ ∈ Rn−1,

|p|+ ∥σ′∥2bn
2⃗b

> 0}. (13)

Властивостi τ -коренiв многочлена Q з (4)
описуються в наступнiй лемi.
Лема. Правильнi такi твердження:

1) для будь-яких (p, σ′) ∈ Γ серед τ -
коренiв τj, j ∈ {1, . . . , 2bnN}, рiвняння (4)
немає дiйсних коренiв, а є bnN коренiв
τ+j , j ∈ {1, . . . , bnN}, якi мають додатну уяв-
ну частину, i стiльки ж коренiв з вiд’ємною
уявною частиною, враховуючи їх кратнiсть;

2) iснують такi сталi c1 > 0 i c2 > 0, що
для будь-яких (p, σ′) ∈ Γ справджуються не-
рiвностi

|τj(p, σ′)| ≤ c1(|p|+ ∥σ′∥2bn2⃗b
)1/(2bn),

j ∈ {1, . . . , 2bnN}

Im τ+j (p, σ′) ≥ c2(|p|+ ∥σ′∥2bn2⃗b
)1/(2bn),

j ∈ {1, . . . , bnN}.

Використовуючи лему, бачимо, що се-
ред розв’язкiв (12) системи (9) є рiвно bnN
розв’язкiв, для яких iснують перетворення
L−1[·] i F−1n−1[·]. Цi розв’язки вiдповiдають ко-
реням τ+j , j ∈ {1, . . . , bnN}, i задовольняють
умову

|v(p, σ′, xn)| → 0, xn →∞. (14)

Нехай такими розв’язками є першi bnN фун-
кцiй (12). Тодi розв’язки системи (9), якi за-
довольняють умову (14), визначаються фор-
мулою

v(p, σ′, xn) =
bnN∑
k=1

ck(p, σ
′)vk(p, σ

′, xn),

xn > 0, (15)

де ck, k ∈ {1, . . . , bnN}, — довiльнi фун-
кцiї вiд параметрiв p, σ′. Щоб знайти потрi-
бний розв’язок задачi (9), (10) для довiльних
(p, σ′) ∈ Γ, функцiї ck, k ∈ {1, . . . , bnN}, тре-
ба вибрати так, щоб задовольнялися умови
(10):

bnN∑
k=1

B0
j (p, iσ

′, ∂xn)vk(p, σ
′, xn)|xn=0ck(p, σ

′) =

= ψj(p, σ
′), (p, σ′) ∈ Γ, j ∈ {1, . . . ,m}. (16)

Отримали систему m алгебраїчних рiвнянь
вiдносно ck, k ∈ {1, . . . , bnN}. Вона одно-
значно розв’язна при довiльних ψj, j ∈
{1, . . . ,m}, тодi й тiльки тодi, коли m = bnN
i

det(B0
j (p, iσ

′, ∂xn)vk(p, σ
′, xn)|xn=0)

bnN
j,k=1 ̸= 0,

(p, σ′) ∈ Γ. (17)

Отже, щоб задача (6) була добре постав-
леною, число крайових умов треба брати
рiвним bnN i повинна виконуватись умова
(17), яка називається умовою доповняльно-
стi для задачi (6).
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Зауваження. Так само, як у [4,5], мо-
жна довести, що умову доповняльностi мо-
жна сформулювати в наступному зручнiшо-
му алгебраїчному виглядi. Нехай B0— ма-
триця, рядками якої є B0

j , j ∈ {1, . . . , bnN},
а Â0 — взаємна матриця для A0, тобто Â0 =
(A0)−1 detA0. Запровадимо позначення:

C(p, σ′, τ) := B0(p, iσ′, iτ)Â0(p, iσ′, iτ),

A+(p, σ′, τ) :=
bnN∏
j=1

(τ − τ+j (p, σ′)).

Умова (17) рiвносильна такiй умовi: для
будь-яких (p, σ′) ∈ Γ рядки матрицi
C(p, σ′, τ), як многочлени вiд τ , лiнiйно не-
залежнi за модулем многочлена A+(p, σ′, τ).

3. Ядра Пуассона. Розглянемо задачу
(6) у припущеннi,що m = bnN i виконується
умова доповняльностi. Як з’ясовано в п.2,
розв’язок цiєї задачi визначається формула-
ми (8), (15), в яких ck, k ∈ {1, . . . ,m}, знахо-
дяться iз системи (16). Розв’язавши цю си-
стему, отримуємо, що

v(p, σ′, xn) =
m∑
j=1

Vj(p, σ
′, xn)ψj(p, σ

′), xn > 0.

Скориставшись формулою для перетворень
Лапласа i Фур’є згортки та рiвностями (7),
маємо

u(t, x) =
m∑
j=1

t∫
0

dτ

∫
Rn−1

Gj(t− τ, x− ξ′)×

×gj(τ, ξ′)dξ′, (t, x) ∈ Π+, (18)

де

Gj(t, x) := (F−1n−1L
−1)[Vj(p, σ

′, xn)](t, x),

(t, x) ∈ Π+, j ∈ {1, . . . ,m}. (19)

Функцiї Gj, j ∈ {1, . . . ,m}, називаються
ядрами Пуассона задачi (6). Вони можуть
бути визначенi як розв’язки в просторi уза-
гальнених функцiї таких задач:

A0(∂t, ∂x′ , ∂xn)Gj(t, x) = 0,

B0
l (∂t, ∂x′ , ∂xn)Gj(t, x)|xn=0 = δljδ(t, x

′),

l ∈ {1, . . . ,m}.
Gj(t, x) = 0 при t ≤ 0,

де l ∈ {1, . . . ,m}, δlj — символ Кронекера,
символ δ(t, x′) — це дельта-функцiя Дiрака,
яка зосереджена в точцi (0, 0), тобто при t =
0 i x′ = 0.

Наведемо властивостi ядер Пуассона Gj.
Теорема. Правильнi такi твердження:

1) справджуються оцiнки

|∂k0t ∂kxGj(t, x)| ≤ Ck0kt
−M ′−1−k0+

rj−∥k∥
2s ×

× exp{−c
n∑
l=1

t1−ql |xl|ql}, (t, x) ∈ Π+,

k0 ∈ Z1
+, k ∈ Zn+, j ∈ {1, . . . ,m}, (20)

де M ′ :=
∑n−1

l=1 mj/(2s), ql := 2bl/(2bl − 1),
l ∈ {1, . . . , n};

2) правильнi такi дивергентнi зображен-
ня за змiнними t i x′:

Gj(t, x) = (∂t + (1 + δ1)
n−1∑
l=1

(−1)bl∂2bl
xl

)r×

×G(r)
j (t, x), (t, x) ∈ Π+, j ∈ {1, . . . ,m}, (21)

де r — будь-яке невiд’ємне цiле число, δ1 —
стала з (13), а для функцiй G

(r)
j справджу-

ються оцiнки

|∂k0t ∂kxG
(r)
j (t, x)| ≤ C

(r)
k0k
t−M

′−1+r−k0+
rj−∥k∥

2s ×

× exp{−c
n∑
l=1

t1−ql |xl|ql}, (t, x) ∈ Π+,

k0 ∈ Z1
+, k ∈ Zn+, j ∈ {1, . . . ,m}. (22)

Оцiнки (20) i (22) подiбно до [2, 4] отри-
муються iз зображення (19) та аналогiчних
зображень для G

(r)
j через функцiї Vj за до-

помогою варiацiї контурiв, по яких у цих зо-
браженнях ведеться iнтегрування. При цьо-
му використовуються точнi оцiнки функцiй
Vj i властивостi їх аналiтичностi за аргумен-
тами p i σ′ у вiдповiднiй областi.

Зауважимо, що ядра G
(r)
j можна отри-

мати як розв’язки 2⃗b′ := (2b1, . . . , 2bn−1)-
параболiчного рiвняння (21) порядку r за
змiнною t з неоднорiднiстю Gj. Так, якщо
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Z(1) — фундаментальний розв’язок задачi
Кошi (ФРЗК) для рiвняння

Lv := (∂t + (1 + δ1)
n−1∑
l=1

(−1)bl∂2bl
xl

)v = 0,

то легко переконатись, що функцiя

Z(r)(t, x′) :=
tr−1

(r − 1)!
Z(1)(t, x′), (t, x′) ∈ Π′,

є ФРЗК для рiвняння Lrv = 0. Тому маємо
зображення

G
(r)
j =

t∫
0

(t− τ)r−1

(r − 1)!

∫
Rn−1

Z(1)(t− τ, x′ − ξ′)×

×Gj(τ, (ξ
′, xn))dξ′,

(t, x) ∈ Π+, j ∈ {1, . . . ,m}, r ≥ 1.

Використовуючи це зображення та оцiн-
ки [7]

|∂k0t ∂k
′

x′Z
(1)(t, x′)| ≤ Ck0k′t

−M ′−k0−∥k′∥/(2s)×

× exp{−c
n−1∑
l=1

t1−ql |xl|ql}, (t, x′) ∈ Π′,

k0 ∈ Z1
+, k

′ ∈ Zn−1,
можна вивести оцiнки (22) з оцiнок (20).

Висновки. Сформульована умова до-
повняльностi видiляє широкий клас коре-
ктно поставлених крайових задач вигляду
(1) — (3). Наведенi оцiнки ядер Пуассона бу-
дуть iстотно використанi для побудови, до-
слiдження властивостей i рiзноманiтних за-
стосувань матриць Грiна таких задач.
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