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IНТЕГРАЛЬНI МЕТОДИ ДОСЛIДЖЕННЯ ЗБIЖНОСТI ПОДВIЙНИХ
РЯДIВ

Показано, що для подвiйних рядiв аналог iнтегральної ознаки Маклорена-Кошi є хибним,
знайдено умови, при виконаннi яких цей аналог є правильним твердженням, i наведено за-
гальну iнтегральну ознаку, що застосовна до дослiдження збiжностi будь-яких подвiйних
векторних рядiв.

It is shown that for the double series the analog of Maclaurin-Cauchy test is false. Found the
conditions under which this analog is a correct statement. Found general statement of convergence
of the double series. This statement is applicable to the study of convergence of any double vector
series.

1. Подвiйнi ряди, подвiйнi невласнi
iнтеграли та основний об’єкт дослiд-
жень. Нехай E – банаховий простiр з нор-
мою ∥ · ∥E.

Розглянемо довiльнi елементи an,m ∈ E,
де n,m ∈ N. Вираз

∞∑
n=1, m=1

an,m (1)

називається подвiйним рядом.

Означення 1. Подвiйний ряд (1) нази-
вається збiжним, якщо iснує границя

lim
p→∞, q→∞

p∑
n=1

q∑
m=1

an,m. (2)

Теорiя подвiйних рядiв аналогiчна теорiї
подвiйних iнтегралiв.

Розглянемо множини

Ω = {(x, y) : x, y ∈ [1,+∞)}

i

Ωa,b = {(x, y) : 1 ≤ x ≤ a, 1 ≤ y ≤ b}.

Для неперервного вiдображення f : Ω → E
розглянемо невласний подвiйний iнтеграл∫∫

Ω

f(x, y) dΩ. (3)

Означення 2. Невласний подвiйний iн-
теграл (3) називається збiжним, якщо iснує
границя

lim
a→+∞, b→+∞

∫∫
Ωa,b

f(x, y) dΩ. (4)

Якщо ж границi (2) i (4) не iснують, то
подвiйний ряд (1) та невласний подвiйний
iнтеграл (3) є розбiжними.

Метою статтi є з’ясування умов збiжностi
подвiйних рядiв iз використанням невласних
подвiйних iнтегралiв.

2. Аналог iнтегральної ознаки Ма-
клорена-Кошi. У цьому пунктi будемо
розглядати випадок, коли E = R.

Позначимо через F1 множину всiх таких
подвiйних рядiв (1), для кожного з яких ря-
ди

∞∑
n=1

an,1

i
∞∑
m=1

a1,m

є збiжними.
Через F2 позначимо множину неперерв-

них функцiй f : Ω → [0,+∞), для кожної з
яких виконується спiввiдношення

f(x1, x2) ≥ f(y1, y2),
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якщо 1 ≤ x1 ≤ y1 < +∞ i 1 ≤ x2 ≤ y2 < +∞.
Справджується наступне твердження

Теорема 1. Нехай:
1) ряд (1) є елементом множини F1;
2) f ∈ F2;
3) f(n,m) = an,m для всiх (n,m) ∈ N× N.

Тодi подвiйний ряд (1) i невласний по-
двiйний iнтеграл (3) одночасно збiгаються
або розбiгаються.

Ця теорема є наслiдком загальної теоре-
ми, що наводиться у подальшому, i є анало-
гом наступної iнтегральної ознаки Маклоре-
на-Кошi [1].

Теорема 2. Нехай:
1) an > 0, n > 1;
2) f : [1,+∞) → (0,+∞) – неперервна мо-
нотонно незростаюча функцiя;
3) f(n) = an, n > 1.

Тодi числовий ряд
∞∑
n=1

an i невласний iн-

теграл
+∞∫
1

f(t) dt одночасно збiгаються або

розбiгаються.

Зауваження 1. У теоремi 1 перша умо-
ва є суттєвою. Без цiєї умови теорема є
хибною, що пiдтверджується наступним
прикладом.

Приклад 1. Використаємо функцiю

g(x, y) = (x+ 1)−y
2−(y−1)x2 ,

що є елементом множини F2. Оскiльки
g(x, 1) = (x+ 1)−1, то числовий ряд

∞∑
n=1

g(n, 1)

розбiгається i тому подвiйний ряд

∞∑
n=1, m=1

g(n,m) (5)

не є елементом множини F1.
Отже, перша умова теореми 1 для ряду

(5) не виконується.

Далi покажемо, що вiдповiдний невлас-
ний подвiйний iнтеграл∫∫

Ω

g(x, y) dΩ (6)

збiгається. Завдяки невiд’ємностi значень
функцiї g для цього iнтегралу виконується
властивiсть адитивностi i тому∫∫

Ω

g(x, y) dΩ =

=

∫∫
Ω1

g(x, y) dΩ +

∫∫
Ω2

g(x, y) dΩ, (7)

де

Ω1 = {(x, y) : (x, y) ∈ [1,+∞)× [1, 2]}

i

Ω2 = {(x, y) : (x, y) ∈ [1,+∞)× [2,+∞)}.

Покажемо, що кожний iнтеграл у правiй
частинi рiвностi (7) є збiжним.

Оскiльки ∫∫
Ω1

g(x, y) dΩ =

=
∞∑
n=1

2∫
1

 n+1∫
n

(x+ 1)−y
2−(y−1)x2 dx

 dy, (8)

n+1∫
n

(x+ 1)−y
2−(y−1)x2 dx <

<

n+1∫
n

(n+ 1)−y
2−(y−1)n2 dx = (n+ 1)−y

2−(y−1)n2 ,

2∫
1

 n+1∫
n

(x+ 1)−y
2−(y−1)x2 dx

 dy <

<

2∫
1

(n+ 1)−y
2−(y−1)n2 dy <

<

2∫
1

(n+ 1)−1−(y−1)n
2

dy =

1∫
0

e−τn
2 ln(n+1)

n+ 1
dτ =
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=
1

(n+ 1)n2 ln(n+ 1)

(
1− e−n2 ln(n+1)

)
<

<
1

n3 ln(n+ 1)

i числовий ряд
∞∑
n+1

1

n3 ln(n+ 1)
збiгається, то

завдяки рiвностi (8) iнтеграл
∫∫
Ω1

g(x, y) dΩ є

збiжним. Iнтеграл
∫∫
Ω2

g(x, y) dΩ також збi-

гається, оскiльки∫∫
[1,+∞)×[2,+∞)

(x+ 1)−y
2−(y−1)x2 dΩ <

<

∫∫
[1,+∞)×[2,+∞)

2−y
2−x2 dΩ < +∞.

Таким чином, невласний подвiйний iнте-
грал (6) збiгається.

Отже, без виконання першої умови тео-
реми 1 твердження цiєї теореми хибне.

Далi позначимо через F3 множину всiх
неперервних на Ω функцiй f зi значення-
ми в [0,+∞). Для функцiй iз цiєї множи-
ни можна також використовувати наступне
означення збiжностi невласного подвiйного
iнтегралу.

Означення 3. Невласний подвiйний iн-
теграл (3) називається збiжним, якщо iснує
границя

lim
r→+∞

∫∫
Gr

f(x, y) dΩ, (9)

де

Gr =
{

(x, y) : x ≥ 1, y ≥ 1, x2 + y2 ≤ r2
}
.

Якщо ж границя (9) не iснує, то iнтеграл
(3) є розбiжним.

Зауваження 2. Для функцiй з F3 озна-
чення 2 i 3 рiвносильнi.

Далi використаємо теорему 1 та означе-
ння 3 для дослiдження збiжностi подвiйно-
го ряду, що є аналогом узагальненого гар-
монiчного ряду.

Приклад 2. Дослiдимо на збiжнiсть по-
двiйний ряд

∞∑
n=1, m=1

1

(n2 +m2)p
, (10)

де p ∈ R.
Очевидно, що ряд (10) є елементом мно-

жини F1 тiльки при p >
1

2
, тобто при p ≤ 1

2

цей ряд розбiгається. При p >
1

2
застосуємо

до (10) теорему 1. Використаємо функцiю

f(x, y) =
1

(x2 + y2)p
.

Очевидно, що f ∈ F2, тобто функцiя f задо-
вольняє другу умову теореми 1. Очевидно
також, що для f виконується третя умова
теореми 1.

Розглянемо невласний подвiйний iнте-
грал ∫∫

Ω

1

(x2 + y2)p
dΩ. (11)

Використовуючи полярнi координати, отри-

маємо, що при p >
1

2∫∫
Gr

1

(x2 + y2)p
dΩ =

=

r∫
√
2


π
2
−arcsin 1

r∫
arcsin 1

r

dφ

 dr

r2p−1
=

=

r∫
√
2

(
π

2
− 2 arcsin

1

r

)
dr

r2p−1
=

=
π

2

r∫
√
2

dr

r2p−1
− 2

r∫
√
2

arcsin
1

r

dr

r2p−1
.
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Оскiльки при p >
1

2

r∫
√
2

dr

r2p−1
=

=


r2(1−p) − 21−p

2(1− p)
, якщо p ̸= 1,

ln
r√
2
, якщо p = 1,

i
π

2

r∫
√
2

dr

r2p
>

r∫
√
2

arcsin
1

r

dr

r2p−1
>

>

r∫
√
2

dr

r2p
=
r1−2p − 2

1−2p
2

1− 2p
,

то тiльки при p > 1 iснує скiнчена границя

lim
r→+∞

∫∫
Gr

1

(x2 + y2)p
dΩ,

тобто невласний подвiйний iнтеграл (11) збi-
гається тiльки при p > 1.

Отже, за теоремою 1 ряд (10) також збi-
гається тiльки при p > 1.

3. Загальна iнтегральна ознака збiж-
ностi подвiйних рядiв. Нехай [a] – цiла
частина числа a. Справджується наступне
твердження.

Теорема 3. Нехай:
1) an,m ∈ E, (n,m) ∈ N× N;
2) f : Ω → E – неперервне вiдображення i
f(n,m) = an,m, (n,m) ∈ N× N;
3) збiгається невласний подвiйний iнтеграл∫∫

Ω

(f(x, y)− f([x], [y])) dΩ. (12)

Тодi подвiйний ряд
∞∑

n=1, m=1

an,m i невлас-

ний подвiйний iнтеграл
∫∫
Ω

f(x, y) dΩ одно-

часно збiгаються або розбiгаються.

Доведення. Завдяки першим двом умо-
вам теореми справджується спiввiдношення∫∫

Ωa,b

f(x, y) dΩ =

=

[a]−1∑
n=1

[b]−1∑
m=1

an,m+

∫∫
Ω[a],[b]

(f(x, y)−f([x], [y])) dΩ+

+

∫∫
Ωa,b\Ω[a],[b]

f(x, y) dΩ, a ≥ 2, b ≥ 2, . (13)

Якщо невласний iнтеграл
∫∫
Ω

f(x, y) dΩ

збiгається, то iснує границя

lim
a→+∞, b→+∞

∫∫
Ωa,b

f(x, y) dΩ.

Тому

lim
a→+∞, b→+∞

∫∫
Ωa,b\Ω[a],[b]

f(x, y) dΩ = 0

i на пiдставi спiввiдношення (13) та третьої
умови теореми iснує границя

lim
a→+∞, b→+∞

[a]−1∑
n=1

[b]−1∑
m=1

an,m.

Отже, iз збiжностi невласного подвiйного

iнтеграла
∫∫
Ω

f(x, y) dΩ випливає збiжнiсть

подвiйного ряду
∞∑

n=1, m=1

an,m.

Навпаки, якщо ряд
∞∑

n=1, m=1

an,m збiгаєть-

ся, тобто iснує границя

lim
a→+∞, b→+∞

[a]−1∑
n=1

[b]−1∑
m=1

an,m,

то

lim
a→+∞, b→+∞

[a]∑
n=1

an,[b] = 0,
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lim
a→+∞, b→+∞

[b]∑
m=1

a[a],m = 0

i
lim

n→+∞, m→+∞
an,m = 0.

Тому

lim
a→+∞, b→+∞

∫∫
Ωa,b\Ω[a],[b]

f([x], [y]) dΩ = 0

i, отже, на пiдставi третьої умови теореми

lim
a→+∞, b→+∞

∫∫
Ωa,b\Ω[a],[b]

f(x, y) dΩ = 0.

Оскiльки кожний доданок правої частини
(13) при a → +∞ i b → +∞ має границю,
то iснує границя

lim
a→+∞, b→+∞

∫∫
Ωa,b

f(x, y) dΩ,

тобто збiгається невласний подвiйний iнте-

грал
∫∫
Ω

f(x, y) dΩ.

Отже, iз збiжностi подвiйного ряду
∞∑

n=1, m=1

an,m випливає збiжнiсть невласного

подвiйного iнтеграла
∫∫
Ω

f(x, y) dΩ.

Теорему 3 доведено.

При використаннi на практицi теореми 3
потрiбно перевiряти третю умову цiєї теоре-
ми про збiжнiсть iнтеграла (12).

Зауваження 3. У теоремi 3 достатньою
умовою збiжностi iнтеграла (12) є збiжнiсть
подвiйного ряду

∞∑
n=1, m=1

sup
x∈[n,n+1)
y∈[m,m+1)

∥f(x, y)− f([x], [y])∥E. (14)

Нехай L(E,E) – банаховий простiр лiнiй-
них неперервних операторiв A : E → E з
нормою

∥A∥L(E,E) = sup
∥x∥E=1

∥Ax∥E.

Зауваження 4. У випадку диференцi-
йовного на Ω \ Γ вiдображення f : Ω → E,
де

Γ = Γ1 ∪ Γ2

i
Γ1 = {(x, y) : x = [x], x ≥ 1, y ≥ 1},
Γ2 = {(x, y) : y = [y], x ≥ 1, y ≥ 1},

замiсть збiжностi ряду (14) можна викорис-
тати збiжнiсть ряду

∞∑
n=1, m=1

sup
x∈[n,n+1)
y∈[m,m+1)

(
∥f ′x(x, y)∥L(E,E) +

+
∥∥f ′y(x, y)

∥∥
L(E,E)

)
, (15)

що випливає з теореми про скiнчений при-
рiст (див. [2, розд. X, §4]), оскiльки для всiх
(x, y) ∈ Ω \ Γ

∥f(x, y)− f([x], [y])∥E ≤

≤ ∥f(x, y)− f([x], y)∥E+

+∥f([x], y)− f([x], [y])∥E ≤
≤ sup

t1∈([x],x)
∥f ′x(t1, y)∥L(E,E) ∥x− [x]∥E+

+ sup
t2∈([y],y)

∥∥f ′y(x, y2)∥∥L(E,E)
∥y − [y]∥E ≤

≤ sup
t1∈([x],x), t2∈([y],y)

∥f ′x(t1, t2)∥L(E,E) +

+ sup
t1∈([x],x), t2∈([y],y)

∥∥f ′y(t1, t2)∥∥L(E,E)
.

У багатьох випадках дослiджувати на
збiжнiсть ряд (14) або (15) легше, нiж до-
слiджувати на збiжнiсть iнтеграл (12).

4. Теорема 1 – наслiдок теореми 3.
Розглянемо множини

Rn,m =

= {(x, y) : n ≤ x < n+ 1,m ≤ y < m+ 1},
де n,m ∈ N, та невласний подвiйний iнте-
грал ∫∫

Ω

(f([x], [y])− f(x, y)) dΩ.
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Оскiльки

f([x], [y]) ≥ f(x, y)

для всiх (x, y) ∈ Ω,

Ω =
∞∪

n=1, m=1

Rn,m

i
Rn,m ∩Rp,q = ∅,

якщо (n,m) ̸= (p, q), то∫∫
Ω

(f([x], [y])− f(x, y)) dΩ =

=
∞∑

n=1, m=1

∫∫
Rn,m

(f([x], [y])− f(x, y)) dΩ.

На пiдставi другої та третьої умов теореми
1 ∫∫

Rn,m

(f([x], [y])− f(x, y)) dΩ =

=

∫∫
Rn,m

(f(n,m)− f(x, y)) dΩ ≤

≤
∫∫
Rn,m

(f(n,m)− f(n+ 1,m+ 1)) dΩ =

= an,m − an+1,m+1.

Тому ∫∫
Ω

(f([x], [y])− f(x, y)) dΩ ≤

≤
∞∑

n=1, m=1

(an,m − an+1,m+1) =

=
∞∑
n=1

∞∑
k=0

(an+k,1+k − an+k+1,2+k)+

+
∞∑
m=2

∞∑
k=0

(a1+k,m+k − a2+k,m+k+1) ≤

≤
∞∑
n=1

an,1 +
∞∑
m=2

a1,m.

Звiдси та з першої умови теореми 1 випливає
збiжнiсть невласного подвiйного iнтеграла∫∫
Ω

(f([x], [y])− f(x, y)) dΩ. Тому за теоре-

мою 3 справджується твердження теореми
1.

5. Множина рядiв, до яких застосов-
на теорема 3. Покажемо, що до кожного
подвiйного ряду (1) застосовна теорема 3.
Це випливає з наступного твердження.

Теорема 4. Для кожного ряду (1) iснує
неперервне вiдображення f : Ω→ E, для
якого f(n,m) = an,m, (n,m) ∈ N × N, i не-
власний подвiйний iнтеграл (12) збiгаєть-
ся.

Доведення. Використаємо множини
{εn,m : n,m ∈ N}, {δn,m : n,m ∈ N}, для
яких

0 < δn,m =

= εn,m max

{
1, max

i1,i2,j1,j2∈{0,1}
∥an+i1,m+i2−

−an+j1,m+j2∥E
}
<

1

2

i подвiйний ряд
∞∑

n=1, m=1

δn,m (16)

збiгається. Також використаємо функцiю

γn,m(u, v) =

=

{
ε−2n,m, якщо (u, v) ∈ Kn,m,
0, якщо (u, v) ∈ R2 \Kn,m,

де
Kn,m =

= {(u, v) : 0 ≤ u ≤ εn,m, 0 ≤ v ≤ εn,m}.
Визначимо неперервне вiдображення

f : Ω→ E рiвнiстю

f(x, y) =

∫∫
Ω

a[u],[v]γ[x],[y] (u− x, v − y) dΩ.

Легко перевiрити, що

f(x, y) = a[x],[y] (17)

ISSN 2309-4001.Буковинський математичний журнал. 2017. – Т. 5, № 3–4. 149



для всiх (x, y) ∈
∞∪

n=1, m=1

(Rn,m \Qn,m), де

Qn,m =
{

(u, v) : n ≤ u ≤ n+ 1− εn,m,

m ≤ v ≤ m+ 1− εn,m
}
.

Очевидно, що

µ(Rn,m \Qn,m) < 2εn,m,

де µ(Rn,m \ Qn,m) – мiра Лебега множини
Rn,m \Qn,m, i

sup
(x,y)∈Rn,m\Qn,m

∥f(x, y)− f([x], [y])∥E <

<
2δn,m

µ(Rn,m \Qn,m)
.

Тому завдяки (17)∥∥∥∥∥∥
∫∫
Ω

(f(x, y)− f([x], [y])) dΩ

∥∥∥∥∥∥
E

≤

≤
∫∫
Ω

∥f(x, y)− f([x], [y])∥E dΩ ≤

≤
∞∑

n=1,m=1

sup
(x,y)∈Rn,m\Qn,m

∥f(x, y)−

−f([x], [y])∥E µ(Rn,m \Qn,m) <

< 2
∞∑

n=1,m=1

δn,m.

Отже, завдяки збiжностi подвiйного ряду
(16) невласний подвiйний iнтеграл (12) збi-
гається. Теорему 4 доведено.

Iз теорем 3 i 4 випливає наступне тверд-
ження.

Теорема 5. Для збiжностi подвiйно-

го ряду
∞∑

n=1, m=1

an,m необхiдно i доста-

тньо, щоб iснувало неперервне вiдображе-
ння f : Ω→ E, для якого f(n,m) = an,m
для всiх (n,m) ∈ N × N, i невласнi по-

двiйнi iнтеграли
∫∫
Ω

(f(x, y)− f([x], [y])) dΩ

i
∫∫
Ω

f(x, y) dΩ збiгалися.

6. Приклади застосування теореми
3.

Приклад 3. Дослiдимо на збiжнiсть по-
двiйний ряд

∞∑
n=1, m=1

sin2 3
√
n2 +m2

n2 +m2
. (18)

Використаємо функцiю

f(x, y) =
sin2 3
√
x2 + y2

x2 + y2

та вiдповiдний невласний подвiйний iнте-
грал ∫∫

Ω

sin2 3
√
x2 + y2

x2 + y2
dΩ. (19)

Теорема 1 не застосовна до ряду (18), ос-
кiльки f ̸∈ F2. Однак до цього ряду засто-
совна теорема 3 (ми розглядаємо випадок
E = R).

Очевидно, що першi двi умови теореми
3 виконуються. Покажемо, що виконується
третя умова цiєї теореми, тобто збiгається
невласний подвiйний iнтеграл (12).

Використаємо частинi похiднi

f ′x(x, y) =

=
2x sin 2 3

√
x2 + y2

3(x2 + y2)
5
3

− 2x sin2 3
√
x2 + y2

(x2 + y2)2

i
f ′y(x, y) =

=
2y sin 2 3

√
x2 + y2

3(x2 + y2)
5
3

− 2y sin2 3
√
x2 + y2

(x2 + y2)2
.

Очевидно, що для всiх x ≥ 1 i y ≥ 1

max
{
|f ′x(x, y)| ,

∣∣f ′y(x, y)
∣∣} < 4

(x2 + y2)
7
6

.

Тому для всiх (n,m) ∈ N× N

sup
x∈(n,n+1), y∈(m,m+1)

(
|f ′x(x, y)|+

∣∣f ′y(x, y)
∣∣) <

<
8

(n2 +m2)
7
6

.
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Оскiльки на пiдставi прикладу 2 подвiйний
ряд

∞∑
n=1, m=1

1

(n2 +m2)
7
6

збiгається, то збiгається i ряд
∞∑

n=1, m=1

sup
x∈(n,n+1), y∈(m,m+1)

(|f ′x(x, y)|+

+
∣∣f ′y(x, y)

∣∣) .
Отже, завдяки зауваженню 4 невласний

подвiйний iнтеграл (12) збiгається.
Оскiльки у випадку ряду (18) виконують-

ся всi умови теореми 3, то за цiєю теоремою
збiжнiсть ряду (18) зводиться до дослiджен-
ня збiжностi невласного подвiйного iнтегра-
ла (19).

Покажемо, що iнтеграл (19) розбiгається.
Завдяки включенню f ∈ F3 та зауваже-

нню 2 для доведення розбiжностi iнтеграла
(19) достатньо показати, що

lim
r→+∞

∫∫
Gr

sin2 3
√
x2 + y2

x2 + y2
dΩ = +∞. (20)

Використавши полярнi координати, анало-
гiчно, як i в прикладi 2, отримуємо, що∫∫

Gr

sin2 3
√
x2 + y2

x2 + y2
dΩ =

=

r∫
√
2


π
2
−arcsin 1

r∫
arcsin 1

r

dφ

 sin2 3
√
r2

r
dr =

=
3

2

3√
r2∫

3√2

(
π

2
− 2 arcsin

1√
τ 3

)
sin2 τ

τ
dτ =

=
3π

4

3√
r2∫

3√2

sin2 τ

τ
dτ−

−3

3√
r2∫

3√2

arcsin
1√
τ 3

sin2 τ

τ
dτ.

Оскiльки

lim
r→+∞

3√
r2∫

3√2

sin2 τ

τ
dτ = +∞

i границя

lim
r→+∞

3√
r2∫

3√2

arcsin
1√
τ 3

sin2 τ

τ
dτ,

очевидно, є скiнченною, то справджується
рiвнiсть (20).

Отже, за теоремою 3 подвiйний ряд (18)
розбiгається.

Приклад 4. Дослiдимо на збiжнiсть по-
двiйний ряд

∞∑
n=1, m=1

sin
√
n+m

(n+m)2
. (21)

Використаємо функцiю

f(x, y) =
sin
√
x+ y

(x+ y)2

та невласний подвiйний iнтеграл∫∫
Ω

sin
√
x+ y

(x+ y)2
dΩ. (22)

До ряду (21) застосовна теорема 3.
Очевидно, що першi двi умови теореми

3 виконуються. Покажемо, що виконується
третя умова цiєї теореми, тобто збiгається
невласний подвiйний iнтеграл (12).

Використаємо частинi похiднi f ′x(x, y) i
f ′y(x, y). Легко перевiрити, що

f ′x(x, y) = f ′y(x, y) =

=
cos
√
x+ y

2(x+ y)
5
2

− 2 sin
√
x+ y

(x+ y)3

i
max

{
|f ′x(x, y)| ,

∣∣f ′y(x, y)
∣∣} <

<
5

2(x+ y)
5
2

<
5

2(x2 + y2)
5
4

,
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якщо x ≥ 1 i y ≥ 1. Тому для всiх n,m ∈ N

sup
x∈(n,n+1), y∈(m,m+1)

(
|f ′x(x, y)|+

∣∣f ′y(x, y)
∣∣) <

<
5

2 (n2 +m2)
5
4

.

Оскiльки на пiдставi прикладу 2 подвiйний
ряд

∞∑
n=1, m=1

1

(n2 +m2)
5
4

збiгається, то збiгається i ряд
∞∑

n=1, m=1

sup
x∈(n,n+1), y∈(m,m+1)

(|f ′x(x, y)|+

+
∣∣f ′y(x, y)

∣∣) .
Отже, за зауваженням 4 невласний iнте-

грал (12) збiгається.
Покажемо, що невласний iнтеграл (22)

збiгається, тобто скiнченною є границя

lim
a→+∞, b→+∞

∫∫
Ωa,b

sin
√
x+ y

(x+ y)2
dΩ. (23)

Спочатку перейдемо в подвiйному iнте-

гралi
∫∫
Ωa,b

sin
√
x+ y

(x+ y)2
dΩ вiд змiнних x, y до

нових змiнних u, v:

x = u, y = v − u.

Отримаємо∫∫
Ωa,b

sin
√
x+ y

(x+ y)2
dΩ =

∫∫
Ω∗
a,b

sin
√
v

v2
dΩ∗,

де Ω∗a,b – паралелограм з вершинами в точ-
ках (1, 2), (1, 1 + b), (a, a+ b) i (a, a+ 1). Оче-
видно, що ∫∫

Ω∗
a,b

sin
√
v

v2
dΩ∗ =

=

a∫
1

 u+b−1∫
u

sin
√
v

v2
dv

 du =

= 2

a∫
1


√
u+b−1∫
√
u

sin t

t3
dt

 du.

Оскiльки за формулою iнтегрування час-
тинами та теоремою про середнє значення
для деякого t∗ ∈ [

√
u,
√
u+ b− 1]

√
u+b−1∫
√
u

sin t

t3
dt =

= −

√
u+b−1∫
√
u

1

t3
d cos t =

= −cos t

t3

∣∣∣∣∣
√
u+b−1

√
u

+

√
u+b−1∫
√
u

cos t d
1

t3
=

=
cos
√
u√

u3
− cos

√
u+ b− 1√

(u+ b− 1)3
+cos t∗

√
u+b−1∫
√
u

d
1

t3
=

=
cos
√
u√

u3
− cos

√
u+ b− 1√

(u+ b− 1)3
+

+

(
1√

(u+ b− 1)3
− 1√

u3

)
cos t∗,

то, очевидно, що iснує скiнченна границя

lim
a→+∞, b→+∞

a∫
1


√
u+b−1∫
√
u

sin t

t3
dt

 du,

що збiгається з (23).
Отже, невласний подвiйний iнтеграл (22)

збiгається. За теоремою 3 аналогiчну влас-
тивiсть має подвiйний ряд (21).

7. Заключнi зауваження та лiтера-
турнi вказiвки. Основнi твердження ста-
ттi – теореми 1, 3, 4 i 5 є новими. Теореми 3 i
4 є узагальненнями вiдповiдних результатiв
автора для векторних рядiв вигляду

∞∑
n=1

an
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(див. [3]–[5]). Загальнi твердження про збiж-
нiсть числових рядiв мiстяться в [6]–[11]. До-
слiдження збiжностi операторних рядiв на-
ведено в [12]–[15].

СПИСОК ЛIТЕРАТУРИ

1. Фихтенгольц Г.М. Дифференциальное и ин-
тегральное исчисления, Т. 2. – М: Наука, 1966. –
800 с.

2. Зорич В.Ф. Математический анализ, Т. 2. –
М.: Наука, 1984. – 640 с.

3. Слюсарчук В.Ю. Новi iнтегральнi ознаки
збiжностi рядiв // IV мiжнародна ганська конфе-
ренцiя, присвячена 135 рiчницi вiд дня народження
Ганса Гана (30 червня – 5 липня, 2014, м. Чернiвцi,
Україна). Тези доповiдей. – Чернiвцi: Чернiвецький
нацiональний унiверситет, 2014. – С. 193-194.

4. Слюсарчук В.Ю. Нова iнтегральна ознака збi-
жностi рядiв // Мат. Студiї. – 2014. – 41, № 2. –
С. 198–200.

5. Слюсарчук В.Ю. Iнтегральнi ознаки збiжностi
рядiв // Бук. мат. журн. – 2014. – 2, № 2–3. – С. 208–
213.

6. Слюсарчук В. Е. Некоторые признаки сходи-
мости числовых рядов // Математика сегодня ’90. –
Киев: Вища школа, 1990. – С. 94–105.

7. Слюсарчук В.Ю. Деякi ознаки збiжностi чи-
слових рядiв // Математика сьогоднi ’93. – Київ:
Вища школа, 1993. – С. 163-176.

8. Слюсарчук В.Ю. Новi ознаки збiжностi не-
власних iнтегралiв i числових рядiв // Математика
сьогоднi ’94. – Київ: Вища школа, 1994. – С. 96-110.

9. Слюсарчук В.Е. Общая теорема о сходимости
числовых рядов // Математика сьогоднi ’95. – Киев:
Научное издательство "ТВiМС 1995. – С. 43-54.

10. Слюсарчук В. Е. Одно свойство абсолютно
сходящихся числовых рядов // Математика сьогод-
нi ’97. – Киев: Научное издательство "ТВiМС 1997. –
С. 28-42.

11. Слюсарчук В.Ю. Загальнi теореми про збiж-
нiсть числових рядiв. – Рiвне: Вид-во РДТУ, 2001. –
240 с.

12. Слюсарчук В.Ю. Умови збiжностi оператор-

ного ряду
∞∑

n=1
n−A // Наук. вiсник ЧНУ, Математи-

ка. – 2009. – Вип. 485. – С. 113–117.
13. Слюсарчук В.Ю. Операторний аналог озна-

ки д’Аламбера // Математика сьогоднi ’09. – Kиїв:
Вид-во

”
Освiта України“, 2009. – №15. – С. 101–115.

14. Слюсарчук В.Ю. Операторний аналог ознаки
Кошi // Мат. Студiї. – 2010. – 33, №1. – C. 97–100.

15. Слюсарчук В.Ю. Операторний аналог ознаки
Бертрана // Мат. Студiї. – 2011. – 35, №2. – C. 181–
195.

ISSN 2309-4001.Буковинський математичний журнал. 2017. – Т. 5, № 3–4. 153


