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ПОШАРОВЕ НАБЛИЖЕННЯ НАРIЗНО НЕПЕРЕРВНИХ ФУНКЦIЙ
ЗА ДОПОМОГОЮ МНОГОЧЛЕНIВ БЕРНШТЕЙНА

ВIД БАГАТЬОХ ЗМIННИХ

Показано, що послiдовнiсть операторiв Бернштейна Bn вiд багатьох змiнних є pu-
апроксимуючою послiдовнiстю для пiдпростору P всiх полiномiв на кубi [0, 1]s, i з допомогою
цих операторiв отримано теорему про пошарове рiвномiрне наближення нарiзно неперервних
функцiй на X × [0, 1]s.

We show that the sequence of Bernstein’s operators Bn of several variables is a pu-
approximating sequence for the subspace P of all polynomials on the cube [0, 1]s. Using these
operators, we obtain a theorem on the layer-wise uniform approximation of separately continuous
functions on X × [0, 1]s.

1. Вступ. У працi [1] з допомогою кла-
сичних многочленiв Бернштейна [2, с.100]
для кожної нарiзно неперервної функцiї f :
[0, 1]2 → R було вказано явнi формули для
послiдовностi сукупно неперервних функцiй
fn : [0, 1]2 → R, якi є полiномiальними вiд-
носно другої змiнної i для яких вертикальнi
x-розрiзи fx

n = fn(x, ·) рiвномiрно на [0, 1]
збiгаються до x-розрiзу fx = f(x, ·) для ко-
жного x з [0, 1]. Ця побудова дiстала роз-
виток у серiї наступних праць [3 - 5]. Ви-
никає природна потреба узагальнити отри-
манi результати на випадок функцiй бага-
тьох змiнних. Тут ми робимо перший крок
у цьому напрямку, розглянувши многочле-
ни Бернштейна вiд багатьох змiнних. Заува-
жимо, що многочлени Бернштейна вiд бага-
тьох змiнних вивчалися в дипломнiй робо-
тi [6], яка була написана пiд керiвництвом
I.Ф.Григорчука. В данiй замiтцi для кожної
нарiзно неперервної функцiї f : X× [0, 1]s →
R заданої на добутку довiльного топологi-
чного простору X i s-вимiрного куба [0, 1]s

ми наводимо явну конструкцiю сукупно не-
перервних функцiй fn : X × [0, 1]s → R, якi
полiномiальнi вiдносно другої сукупної змiн-
ної y = (y1, . . . , ys) ∈ [0, 1]s i такi, що для
кожного x з X послiдовнiсть x-розрiзiв fx

n

рiвномiрно прямує до x-розрiзу fx на [0, 1]s.
2. Многочлени Бернштейна вiд ба-

гатьох змiнних. Нехай N = {1, 2, 3, . . .} –
множина натуральних чисел i N0 = N∪ {0}.
Для кожного s ∈ N розглянемо s-вимiрний
куб

[0, 1]s = {x = (x1, . . . , xs) ∈ Rs :

(∀k = 1, . . . , s)(0 ≤ xk ≤ 1)}.
Многочленами Бернштейна для функцiї f
вiд s змiнних називаються полiноми виду

Bn1,...,nsf(x) =

n1∑

k1=0

...

ns∑

ks=0

Ck1
n1

...Cks
ns
×

×f(
k1

n1

, ...
ks

ns

)xk1
1 ...xks

s (1−x1)
n1−k1 ...(1−xs)

ns−ks

Введемо такi позначення: x = (x1, . . . , xs)
k = (k1, ..., ks) ∈ Ns

0, n = (n1, ..., ns) ∈ Ns, k
n

=

( k1

n1
, ..., ks

ns
) i ϕn,k(x) = Ck1

n1
...Cks

ns
xk1

1 ...xks
s (1 −

x1)
n1−k1 ...(1 − xs)

ns−ks . Далi покладемо 0 =
(0, . . . , 0) ∈ Ns

0. Для мультиiндексiв k′ =
(k′1, . . . , k

′
s) i k′′ = (k′′1 , . . . , k

′′
s ) будемо пи-

сати k′ ≤ k′′, якщо k′i ≤ k′′i для кожного
i = 1, . . . , s. Введемо у розгляд множину
Ks

n =
∏s

i=1 0, ni = {k ∈ Ns
0 : 0 ≤ k ≤ n},

де 0, ni = {0, 1, . . . , ni} при i = 1, . . . , s. З
допомогою цих скорочень многочлен Берн-
штейна Bnf можна записати коротко так:

Bnf(x) =
∑

k∈Ks
n

f(
k

n
)ϕn,k(x).

26 Буковинський математичний журнал. 2013. – Т. 1, № 1-2.



Лема 1.
∑

k∈Ks
n

ϕn,k(x) = 1 для кожного

x ∈ Rs.
Доведення. Справдi, використавши

формулу бiнома Ньютона (a + b)m =
m∑

j=0

Cj
majbm−j i зробивши замiну a = xi,

b = 1 − xi, j = ki, m = ni, i = 1, . . . , s,
отримаємо

1 = 1ni = (xi+1−xi)
ni =

ni∑

ki=0

Cki
ni

xki(1−xi)
ni−xi .

Тому
∑

k∈Ks
n

ϕn,k(x) =

n1∑

k1=0

. . .

ns∑

ks=0

Ck1
n1

...Cks
ns
×

×xk1
1 ...xks

s (1− x1)
n1−k1 ...(1− xs)

ns−ks =

=
s∏

i=1

ni∑

ki=0

Cki
ni

xki(1− xi)
ni−ki = 1.

Ми будемо використовувати вiдому не-
рiвнiсть [2, c.100].

Лема 2.
m∑

j=0

Cj
m(j −mt)2tj(1 − t)m−j ≤ m

4

при 0 ≤ t ≤ 1.
Позначимо символом C(X) простiр всiх

неперервних функцiй f : X → R на тополо-
гiчному просторi X.

Теорема 1. Нехай f ∈ C[0, 1]s. Тодi
Bnf ⇒ f на [0, 1]s, якщо ni → ∞ для ко-
жного i = 1, . . . , s.

Доведення. Для точки x =
(x1, . . . , xs) ∈ Rs покладемо |x| =
max{|x1|, . . . , |xs|}. Нехай ε – довiльне
додатне число.

Оскiльки функцiя f є неперервною на
[0, 1]s, a [0, 1]s є компактом, то за теоре-
мою Кантора f є рiвномiрно неперервною на
[0, 1]s. Тому iснує таке δ > 0, що для довiль-
них x′ i x′′ з [0, 1]s, таких, що |x′ − x′′| < δ,
виконується нерiвнiсть |f(x′)− f(x′′)| < ε.

З леми 1 випливає, що

f(x) =
∑

k∈Ks
n

f(x)ϕn,k(x)

для кожного x ∈ [0, 1]s. Тому

|f(x)−Bnf(x)| = |
∑

k∈Ks
n

(f(x)−f(
k

n
))ϕn,k(x)| ≤

≤
∑

k∈Ks
n

|f(x)− f(
k

n
)|ϕn,k(x) = S(x)

для кожного x ∈ [0, 1]s, адже ϕn,k(x) ≥ 0 на
[0, 1]s. Розглянемо двi суми

Σ1 =
∑

| k
n
−x|<δ

|f(
k

n
)− f(x)|ϕn,k(x)

i
Σ2 =

∑

| k
n
−x|≥δ

|f(
k

n
)− f(x)|ϕn,k(x).

Зрозумiло, що S(x) = Σ1 + Σ2, отже,

|f(x)−Bn(x)| ≤ Σ1 + Σ2.

Для | k
n
− x| < δ будемо мати, що

|f( k
n
) − f(x)| < ε, отже

Σ1 ≤ ε
∑

| k
n
−x|<δ

ϕn,k(x) ≤ ε
∑

k∈Ks
n

ϕn,k(x) = ε.

Для оцiнки Σ2 використаємо те, що ко-
жна неперервна функцiя на кубi [0, 1]s є
обмеженою, отже, iснує таке число M > 0,
що |f(x)| ≤ M на [0, 1]s. Тодi

Σ2 =
∑

| k
n
−x|≥δ

|f(
k

n
)− f(x)|ϕn,k(x) ≤

≤ 2M
∑

| k
n
−x|≥δ

ϕn,k(x).

Оскiльки | · | – максимум-норма, то | k
n
−x| =

max
i=1,...,s

| ki

ni
− xi|. Тому нерiвнiсть | k

n
− x| ≥

δ рiвносильна тому, що iснує такий номер
i = 1, . . . , s, для якого виконується нерiв-
нiсть | ki

ni
− xi| ≥ δ. В такому разi

∑

| k
n
−x|≥δ

ϕn,k(x) ≤

≤
∑

| k1
n1
−x1|≥δ

ϕn,k(x) + · · ·+
∑

| ks
ns
−xs|≥δ

ϕn,k(x)

для кожного x ∈ [0, 1]s, адже ϕn,k(x) ≥ 0 на
[0, 1]s.

Для подальшої оцiнки Σ2 використаємо
лему 2 та той факт, що нерiвнiсть | ki

ni
−
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xi| ≥ δ рiвносильна нерiвностi (ki−nixi)
2

δ2n2
i

≥ 1.
Тодi

Σ2 ≤ 2M

δ2
(

1

n2
1

∑

| k1
n1
−x1|≥δ

(k1−n1x1)
2ϕn,k(x)+ · · ·

+
1

n2
s

∑

| ks
ns
−xs|≥δ

(ks − nsxs)
2ϕn,k(x)) ≤

≤ 2M

δ2
(

1

n2
1

n1∑

k1=1

. . .

ns∑

ks=1

(k1−n1x1)
2ϕn,k(x)+ · · ·

+
1

n2
s

n1∑

k1=1

. . .

ns∑

ks=1

(ks − nsxs)
2ϕn,k(x)).

Але
n1∑

k1=0

. . .

ns∑

ks=0

(k1 − n1x1)
2ϕn,k =

=

n1∑

k1=0

(k1 − n1x1)
2Ck1

n1
xk1

1 (1− x1)
n1−k1×

n2∑

k2=0

Ck2
n2

xk2
2 (1− x2)

n2−k2 × . . .×

ns∑

ks=0

Cks
ns

xks
s (1− xs)

ns−ks ≤ n1

4
· 1 · . . . · 1 =

n1

4
.

Аналогiчно
n1∑

k1=0

. . .

ns∑

ks=0

(ki − nixi)
2ϕn,k(x) ≤ ni

4

при i = 2, . . . , s.
Тому

Σ2 ≤ 2M

4δ2
(
n1

n2
1

+ · · ·+ ns

n2
s

) =

=
M

2δ2
(

1

n1

+ · · ·+ 1

ns

) = An1,...,ns .

Ясно, що An1,...,ns → 0 при n1 →∞, n2 → ∞,
. . ., ns → ∞, тому iснує такий номер N ,
що An1,...,ns < ε, як тiльки ni ≥ N при
i = 1, . . . , s. Тому i Σ2 < ε при ni ≥ N для
i = 1, . . . , s.

Таким чином, для будь-якого x ∈ [0, 1]s

виконується нерiвнiсть |f(x) − Bnf(x)| <

ε + ε = 2ε при ni ≥ N для i = 1, . . . , s.
Тому Bnf ⇒ f на [0, 1] при ni → ∞ для
i = 1, . . . , s.

3. Пошарове рiвномiрне наближення
функцiй f : X × [0, 1]s → R.

Для топологiчного простору Y символом
Cp(Y ) позначимо простiр C(Y ) всiх непе-
рервних функцiй g : Y → R, надiлений то-
пологiєю поточкової збiжностi Tp, що поро-
джується сукупнiстю переднорм

qy(g) = |g(y)|,
де y пробiгає множину Y [7, c.30]. Для ком-
пактного простору Y символом Cu(Y ) ми по-
значаємо банахiв простiр (C(Y ), ‖ · ‖) з рiв-
номiрною нормою

‖g‖ = max
y∈Y

|g(y)|,

що породжує на просторi C(Y ) топологiю Tu

рiвномiрної збiжностi. Неперервне вiдобра-
ження A : Cp(Y ) → Cu(Y ) ми називаємо pu-
неперервним. Послiдовнiсть операторiв An :
C(Y ) → L називається pu-апроксимуючою
для L, якщо цi оператори pu-неперервнi i
Ang → g в Cu(Y ) для кожного g ∈ C(Y ).
Символом P позначимо пiдпростiр усiх мно-
гочленiв вiд s змiнних на кубi [0, 1]s, тобто
функцiй h : [0, 1]s → R, якi задаються фор-
мулою

h(y1, . . . , ys) =
∑

k∈Ks
n

aky
k,

де yk = (yk1
1 , . . . , ykn

n ), y = (y1, . . . , yn), k =
(k1, . . . , kn).

Для встановлення наступного результа-
ту, нам буде потрiбна така лема.

Лема 3. Нехай yj ∈ Y i ϕj ∈ C(Y ) при
j = 1, . . . , m, Y – компактний простiр i опе-
ратор A : C(Y ) → C(Y ) визначений форму-
лою

(Ag)(y) =
m∑

j=1

g(yj)ϕj(y).

Тодi A – лiнiйний pu-неперервний оператор.
Доведення. Для довiльного y ∈ Y має-

мо:

|(Ag)(y)| ≤
m∑

j=1

|g(yj)||ϕj(y)| ≤
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≤
m∑

j=1

qyj
(g)‖ϕj‖ ≤ C max

j=1,...,n
qyj

(g),

де C =
∑m

j=1 ‖ϕj‖. Тому
‖Ag‖ ≤ C max

j=1,...,n
qyj

(g).

За критерiєм неперервностi лiнiйного опера-
тора в полiнормованих просторах [8, c.12]
оператор A : Cp(Y ) → Cu(Y ) буде неперерв-
ним.

Теорема 2. Нехай Y = [0, 1]s i Bng =
Bn,...,ng – многочлен Бернштейна для фун-
кцiї g ∈ C[0, 1]s, який отримується при
n1 = n2 = . . . = ns = n, де n – довiльне
натуральне число. Тодi послiдовнiсть опе-
раторiв Bn є pu-апроксимуючою для пiдпро-
стору P всiх полiномiв на [0, 1]s.

Доведення. З теореми 1 негайно випли-
ває, що Bng → g в Cu[0, 1]s при n →∞. Крiм
того, Bng ∈ P для кожного n. Те, що опера-
тори Bn є pu-неперервними отримується з
леми 3.

З теоореми 2 випливає теорема про по-
шарове рiвномiрне наближення нарiзно не-
перервних функцiй f : X × [0, 1]s → R. Для
функцiї f : X×Y → Z i точки (x, y) ∈ X×Y
ми покладаємо

fx(y) = fy(x) = f(x, y).

Теорема 3. Нехай X – довiльний тополо-
гiчний простiр, f : X × [0, 1]s → R – нарiзно
неперервна функцiя, fn(x, y) = (Bnf

x)(y)
для кожного номера n i точок x ∈ X i
y ∈ [0, 1]s. Тодi fn : X× [0, 1]s → R – сукупно
неперервнi функцiї, fx

n ∈ P для кожного n
i довiльного x ∈ X i fx

n ⇒ fx на [0, 1]s для
кожного x ∈ X.

Доведення. Це негайно випливає з теоре-
ми 2 i теореми 3б працi [4].

Висловлюю щиру вдячнiсть Володими-
ру Кириловичу Маслюченку за постiйну до-
помогу та пiдтримку при написаннi цiєю
статтi.
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