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НАБЛИЖЕННЯ АНАЛIТИЧНИХ ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ
ПОВТОРНИМИ СУМАМИ ВАЛЛЕ ПУССЕНА

Знайдено асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж вiдхилень повторних сум Валле
Пуссена на класах перiодичних функцiй, якi дозволяють аналiтичне подовження у фiксовану
смугу комплексної площини. У певних випадках цi рiвностi забезпечують розв’язок вiдповiд-
ної задачi Колмогорова-Нiкольского.

For upper bounds of the deviations of repeated de la Vallee Poussin sums taken over classes
of periodic functions that admit analytic extensions to a fixed strip of the complex plane, we
obtain asymptotic equalities. In certain cases, these equalities give a solution of the corresponding
Kolmogorov-Nikolsky problem.

Вступ. Роботу присвячено дослiдженню
питань наближення в рiвномiрнiй метри-
цi перiодичних аналiтичних функцiй дiй-
сної змiнної тригонометричними полiнома-
ми, що породжуються повторним застосува-
нням методу пiдсумовування Валле Пуссе-
на.

Нехай L — множина сумовних 2π-
перiодичних функцiй, f ∈ L i

S[f ] =
a0(f)

2
+
∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)

— ряд Фур’є функцiї f, a0(f), ak(f), bk(f),
k ∈ N — коефiцiєнти Фур’є функцiї f.

Найпростiшим i разом iз тим найбiльш
природним прикладом лiнiйного процесу
апроксимацiї неперервних перiодичних фун-
кцiй дiйсної змiнної може служити набли-
ження цих функцiй елементами послiдов-
ностей частинних сум ряду Фур’є Sn(f ;x).
На класi iнтегралiв Пуассона суми Фур’є
Sn(f ;x) забезпечують найкращiй порядок
наближення i певний iнтерес викликають
питання наближення полiномами, якi є сере-
днiми арифметичними деяких множин сум
Фур’є.

Суми Фейєра σn(f ; x) функцiї f(x) зада-
ються спiввiдношенням

σn(f ;x) =
1

n

n−1∑
k=0

Sk(f ; x),

тобто є середнiми арифметичними перших
n частинних сум Фур’є цiєї функцiї. Як вi-
домо, послiдовнiсть полiномiв σn(f ;x) рiвно-
мiрно збiгається до своєї функцiї для будь-
якої f ∈ C.

Суми Валле Пуссена

Vn,p(f ; x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f ;x)

є певним узагальненням сум σn(f ;x) i мають
апроксимативнi властивостi iстотно залежнi
вiд параметра p.

Тригонометричнi полiноми V
(2)
n,p (f ;x), що

породжуються повторним застосуванням
методу пiдсумовування Валле Пуссена

V
(2)
n,p (f ; x) =

1

p1

n−1∑
k=n−p1

Vk+1,p2(f ;x) =

=
1

p1

n−1∑
k=n−p1

1

p2

k∑
m=k−p2+1

Sm(f ;x),

являють собою подальше узагальнення кла-
сичних методiв Фур’є, Валле Пуссена та
Фейєра. При певному виборi параметрiв
p1 та p2 цi полiноми збiгаються з сума-
ми Sn(f ;x), Vn,p(f ; x) i σn(f ;x). Дану робо-
ту присвячено вивченню апроксимативних
властивостей таких методiв наближення.

Широкий спектр методiв наближення мо-
жна подати у виглядi лiнiйних середнiх ря-
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дiв Фур’є, якi породжуються нескiнченними
трикутними матрицями наступним чином
[1]. За допомогою нескiнченної трикутної
матрицi чисел Λ = {λ(n)

k }, k = 0, 1, 2, . . . ,

λ
(n)
0 = 1, ∀n ∈ N, λ(n)

k = 0 за умови k ≥ n, ко-
жнiй функцiї f ∈ L можна поставити у вiд-
повiднiсть послiдовнiсть тригонометричних
полiномiв

Un(f ; x; Λ) =
a0(f)

2
λ
(n)
0 +

+
n−1∑
k=1

λ
(n)
k (ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx).

Кажуть, що матриця Λ = {λ(n)
k } породжує

лiнiйний метод наближення Un(Λ).
У виглядi тригонометричних полiномiв

Un(f ;x; Λ) суми Валле Пуссена Vn,p(f ; x)
функцiї f(x) можна задати за допомогою
матрицi Λ = {λ(n)

k }, елементи якої задаю-
ться таким спiввiдношенням:

λ
(n)
k =

{
1, 1 ≤ k ≤ n− p− 1,
1− k−n+p

p
, n− p < k ≤ n− 1.

У випадку, коли p = n, суми Валле Пус-
сена спiвпадають iз сумами Фейєра σn(f ;x),
а за p = 1 — iз частинними сумами Sn(f ; x)
ряду Фур’є функцiї f(x).

Полiноми V
(2)
n,p (f ; x), якi породжуються

повторним застосуванням методу пiдсумо-
вування Валле Пуссена, можна також пода-
ти у виглядi полiномiв Un(f ; x; Λ) [2]. Якщо
p1 = 1 i p2 = 1, то цi полiноми є частин-
ними сумами ряду Фур’є Sn(f ;x), коли ж
p1 = 1 або p2 = 1 — сумами Валле Пуссена
Vn,p(f ;x). У випадку p1 = n, p2 = 1 повтор-
нi суми Валле Пуссена збiгаються iз сумами
Фейєра σn(f ;x).

Наслiдуючи [1] класи перiодичних фун-
кцiй запровадимо наступним чином. Нехай
ψ(k) — довiльна функцiя натурального ар-
гументу i β — фiксоване дiйсне число. Мно-
жина неперервних функцiй f(x), для яких
ряд
∞∑
k=1

1

ψ(k)
(ak cos(kx+

βπ

2
) + bk sin(kx+

βπ

2
))

є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї
fψβ (x), позначається Cψ

β . Якщо f ∈ Cψ
β i, крiм

того, fψβ (x) ∈ S0
M , тобто виконано умови

π∫
−π

fψβ (t)dt = 0, ess sup|fψβ (t)| ≤ 1,

то множина таких функцiй позначається
Cψ
β,∞. Вважається, що f ∈ Cψ

βHω у випадку,
якщо fψβ (x) ∈ Hω, тобто виконується умова

|fψβ (t′)− fψβ (t′′)| ≤ ω(|t′ − t′′|), ∀ t′, t′′ ∈ R,

де ω(t) — довiльний фiксований модуль не-
перервностi.

Позначимо символом Dq множину послi-
довностей ψ(k), k ∈ N, для яких має мiсце
спiввiдношення

lim
k→∞

ψ(k + 1)

ψ(k)
= q, q ∈ (0; 1).

У цьому випадку множини Cψ
β,∞ i Cψ

βHω

складаються з 2π-перiодичних функцiй,
що дозволяють продовження до функцiй
F (z) = F (x+iy), аналiтичних у смузi |ℑz| <
ln 1

q
[3].

Важливим прикладом таких класiв фун-
кцiй є класи неперервних 2π-перiодичних
функцiй f(x), якi можна подати у виглядi
згортки

f(x) = A0 +
1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)P q
β (t)dt,

у якiй

P q
β (t) =

∞∑
k=1

qk cos(kt+
βπ

2
)

— вiдоме ядро Пуассона, q ∈ (0; 1), β ∈ R.
В цьому випадку класи Cψ

β,∞ i Cψ
βHω по-

значаються Cq
β,∞ i Cq

βHω вiдповiдно i нази-
ваються класами iнтегралiв Пуассона (див.,
напр., [3]).

Дослiдженням питань наближення таких
класiв присвячено ряд вiдомих робiт.

У 1946 роцi С.М. Нiкольський [4] розгля-
нув величину

E(Cq
β,∞;Sn) := sup

f∈Cqβ,∞

∥f(x)− Sn(f ; x)∥C ,
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де Sn(f ;x) — частинна сума порядку n ряду
Фур’є функцiї f(x), i показав, що виконує-
ться рiвнiсть

E(Cq
β,∞;Sn) =

8qn

π2
K(q) +O(1)

qn

n
,

у якiй

K(q) =

π/2∫
0

dt√
1− q2 sin2 t

, q ∈ [0; 1),

— повний елiптичний iнтеграл першого ро-
ду. У 1980 роцi С.Б. Стєчкiн [5] цей резуль-
тат передовiв iншим методом, який дозво-
лив уточнити залишковий член цiєї рiвностi.

Аналогiчну задачу для класiв Cq
βHω

розв’язав у 2001 роцi О.I. Степанець у ро-
ботi [3], де показав, що для величин

E(Cq
βHω;Sn) := sup

f∈CqβHω
||f(x)− Sn(f ; x)||C

при n→∞ виконується рiвнiсть

E(Cq
βHω;Sn) =

4qn

π2
K(q)θn(ω)×

×
π/2∫
0

ω(
2t

n
) sin tdt+

O(1)qn

(1− q)2n
ω(1/n),

де θn(ω) ∈ [1/2; 1], причому θn(ω) = 1, якщо
ω(t) — опуклий модуль неперервностi, аO(1)
— величина, рiвномiрно обмежена щодо n, q
i β.

Питання наближення класiв iнтегралiв
Пуассона звичайними та повторними сума-
ми Валле Пуссена вивчалися багатьма ав-
торами [6–10]. У роботi [7], зокрема було
показано, що має мiсце асимптотична при
n→∞ формула

E(Cq
β,∞;Vn,p) := sup

f∈Cqβ,∞

||f(x)− Vn,p(f ; x)||C =

=
qn−p+1

p
(

4

π2
Kp,q +O(1)

q

(n− p+ 1)(1− q)s
),

де

Kp,q =

π∫
0

√
1− 2qp cos pt+ q2p

1− 2q cos pt+ q2
dt,

s = s(p) =

{
1, p = 1

3, p = 2, 3, ....,

O(1) — величина, рiвномiрно обмежена що-
до n, q p, i β.

Для точних верхнiх меж вiдхилень сум
Фур’є на класах функцiй Cψ

β,∞ та Cψ
βHω,

ψ(k) ∈ Dq у роботi [11] отримано при n→∞
асимптотичнi формули

E(Cψ
β,∞;Sn) := sup

f∈Cψβ,∞

||f(x)− Sn(f ;x)||C =

= ψ(n)

(
8

π2
K(q)+O(1)(

q

n(1− q)
+

εn
(1− q)2

)

)
,

E(Cψ
βHω;Sn) := sup

f∈CψβHω

||f(x)− Sn(f ; x)||C =

= ψ(n)(
4θn(ω)

π2
K(q)

π/2∫
0

ω(
2t

n
) sin tdt+

+O(1)
ω( 1

n
)(εn + 1

n
)

(1− q)2
),

де

εn = sup
k≥n

∣∣∣∣ψ(k + 1)

ψ(k)
− q
∣∣∣∣,

θn(ω) ∈ [1/2; 1], причому θn(ω) = 1, якщо
ω(t) — опуклий модуль неперервностi, аO(1)
— величина, рiвномiрно обмежена щодо n, q,
β i ψ(k).

У роботi [12] отримано асимптотичнi
формули для точних верхнiх меж вiдхилень
сум Валле Пуссена на класах аналiтичних
функцiй Cψ

β,∞ та Cψ
βHω, ψ(k) ∈ Dq, q ∈ (0; 1).

Цi результати також було розповсюджено на
двовимiрнi аналоги класiв Cψ

β,∞, ψ(k) ∈ Dq,
q ∈ (0; 1) у роботах [13, 14].

Результати. У цiй роботi розглядається
асимптотична поведiнка при n → ∞ вели-
чин

E(Cψ
β,∞, V

(2)
n,p ) := sup

f∈Cψβ,∞

||f(x)− V (2)
n,p (f ;x)||C ,

E(Cψ
βHω, V

(2)
n,p ) := sup

f∈CψβHω

||f(x)−V (2)
n,p (f ; x)||C ,

що є точними верхнiми межами вiдхилень
повторних сум Валле Пуссена V

(2)
n,p (f ; x) на
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класах аналiтичних перiодичних функцiй
Cψ
β,∞ i Cψ

βHω, ψ(k) ∈ Dq, q ∈ (0; 1) вiдпо-
вiдно.

Теорема. Нехай ψ(k) ∈ Dq, q ∈ (0; 1),
ψ(k) > 0, β ∈ R i ω(t) — довiльний модуль
неперервностi. Тодi при n − Σp → ∞, Σp =
p1 + p2 має мiсце

E(Cψ
β,∞;V

(2)
n,p ) =

=
8ψ(n− Σp + 2)

πp1p2(1 + q)3
Π

(
4q

(1 + q)2
;

2
√
q

1 + q

)
+

+O(1)ψ(n− Σp + 2)

(
1

p1p2(n− Σp)(1− q)4
+

qp1−1 + qp2−1

p1p2(1− q)3
+

εn−Σp
(1− q)2

)
, (1)

E(Cψ
βHω;V

(2)
n,p ) =

=
4ψ(n− Σp + 2)

π2p1p2(1 + q)3
Π

(
4q

(1 + q)2
;

2
√
q

1 + q

)
en−Σp(ω)+

+O(1)ψ(n− Σp + 2)

(
ω((n− Σp)

−1)

p1p2(n− Σp)(1− q)5
+

+
qp2−1ω((n− p1)−1) + qp1−1ω((n− p2)−1)

p1p2(1− q)3
+

+
εn−Σpω((n− Σp)

−1)

(1− q)2

)
, (2)

де

Π (n; k) =

π
2∫

0

du(
1− n sin2 u

)√
1− k2 sin2 u

— повний елiптичний iнтеграл третього
роду,

en−Σp(ω) = θn(ω)

π
2∫

0

ω(2τ(n− Σp)
−1) sin τdτ,

εn−Σp = sup
k≥n−Σp

∣∣∣∣ψ(k + 1)

ψ(k)
− q
∣∣∣∣,

θn(ω) ∈ [1/2; 1], причому θn(ω) = 1, якщо
ω(t) — опуклий модуль неперервностi, O(1)
— величина, рiвномiрно обмежена щодо n,
q, β, p1, p2 i ψ(k).

Доведення

∀f(x) ∈ Cψ
β , у кожнiй точцi x ∈ R має

мiсце

δ
(2)
n,p(f ;x) = f(x)− V (2)

n,p (f ;x) =

=
1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)
∞∑

k=n−Σp+2

(1− λ(n)
k )×

×ψ(k) cos(kt+
βπ

2
)dt =

ψ(n− Σp + 2)

π
×

×
π∫

−π

fψβ (x+ t)
∞∑

k=n−Σp+2

(1− λ(n)
k )×

× ψ(k)

ψ(n− Σp + 2)
cos(kt+

βπ

2
)dt =

=
ψ(n− Σp + 2)

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)×

×
∞∑

k=n−Σp+2

(1− λ(n)
k )

[
ψ(k)

ψ(n− Σp + 2)
−

− qk

qn−Σp+2

]
cos(kt+

βπ

2
)dt+

+
ψ(n− Σp + 2)

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)×

×
∞∑

k=n−Σp+2

(1− λ(n)
k )qk

qn−Σp+2
cos(kt+

βπ

2
)dt =

=
ψ(n− Σp + 2)

πqn−Σp+2

π∫
−π

fψβ (x+ t)×

×
∞∑

k=n−Σp+2

(1− λ(n)
k )qk cos(kt+

βπ

2
)dt+

+
ψ(n− Σp + 2)

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)rn−Σp(t)dt, (3)

де
rn−Σp(t) = rn−Σp(ψ; β; t) =

=
∞∑

k=n−Σp+3

(1− λ(n)
k )

[
ψ(k)

ψ(n− Σp + 2)
−
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− qk

qn−Σp+2

]
cos(kt+

βπ

2
).

Розглянемо величину rn−Σp(t). Оскiльки

i−1∏
l=1

ψ(n− Σp + l + 2)

ψ(n− Σp + l + 1)
=

=
ψ(n− Σp + 3)

ψ(n− Σp + 2)

ψ(n− Σp + 4)

ψ(n− Σp + 3)
...

...
ψ(n− Σp + 1 + i)

ψ(n− Σp + i)
=
ψ(n− Σp + 1 + i)

ψ(n− Σp + 2)
,

то

rn−Σp(t) =
∞∑
i=2

(1− λ(n)
n−Σp+1+i)×

×
[
ψ(n− Σp + 1 + i)

ψ(n− Σp + 2)
− qn−Σp+1+i

qn−Σp+2

]
×

× cos((n− Σp + 1 + i)t+
βπ

2
) =

=

[ ∞∑
i=2

(1− λ(n)
n−Σp+1+i)×

×
( i−1∏
l=1

ψ(n− Σp + l + 2)

ψ(n− Σp + 1 + l)
− qi−1

)
×

× cos((n− Σp + 1 + i)t+
βπ

2
)

]
.

Враховуючи оцiнку iз [11]∣∣∣∣ i−1∏
l=1

ψ(m+ l + 1)

ψ(m+ l)
− qi−1

∣∣∣∣ ≤
≤ (q + εm)i−1 − qi−1,

де

εm = sup
k≥m

∣∣∣∣ψ(k + 1)

ψ(k)
− q
∣∣∣∣,

та умову 0 ≤ 1− λ(n)
k ≤ 1, маємо

|rn−Σp(t)| ≤

≤
∞∑
i=2

∣∣∣∣ i−1∏
l=1

ψ(n− Σp + l + 2)

ψ(n− Σp + 1 + l)
− qi−1

∣∣∣∣ ≤
≤

∞∑
i=2

(q + εn−Σp+1)
i−1 − qi−1 ≤

≤
q + εn−Σp+1

1− q − εn−Σp+1

− q

1− q
≤

≤
εn−Σp+1

(1− q − εn−Σp+1)(1− q)
.

Позначимо

Rn−Σp(f
ψ
β ; x) =

1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)rn−Σp(t)dt.

Має мiсце оцiнка [11]

∥Rn−Σp(f
ψ
β ; x)∥C = O(1)

εn−ΣpEn−Σp(f
ψ
β )C

(1− q)2
,

у якiй

En(f)C = inf
tn−1

∥f − tn−1∥C

— найкраще наближення функцiї f у метри-
цi C тригонометричними полiномами поряд-
ку n− 1.

Нехай далi Jψβ (φ) — функцiя, для якої
(Jψβ (φ))ψβ = φ, φ ∈ S0

M або φ ∈ Hω. У
випадку ψ(k) = qk, q ∈ (0; 1) позначимо
Jψβ (φ) = J qβ(φ). Тодi ∀f ∈ Cψ

β , x ∈ R

δ
(2)
n,p(J

q
β(fψβ ); x) =

1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)×

×
∞∑

k=n−Σp+2

(1− λ(n)
k )qk cos(kt+

βπ

2
)dt.

Отже, на пiдставi (3), отримуємо

δ
(2)
n,p(f ; x) =

ψ(n− Σp + 2)

qn−Σp+2
δ
(2)
n,p(J

q
β(fψβ ); x)+

+ψ(n− Σp + 2)Rn−Σp(f ;x).

Використовуючи мiркування роботи [11]
можна показати, що для f ∈ Cψ

β,∞ має мiсце

∥δ(2)n,p(f ;x)∥C =
ψ(n− Σp + 2)

qn−Σp+2
×

×∥δ(2)n,p(J
q
β(fψβ ); x)∥C+O(1)

ψ(n− Σp + 2)εn−Σp
(1− q)2

,

а для f ∈ Cψ
βHω

∥δ(2)n,p(f ;x)∥C =
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=
ψ(n− Σp + 2)

qn−Σp+2
∥δ(2)n,p(J

q
β(fψβ ); x)∥C+

+O(1)
ψ(n− Σp + 2)εn−ΣpEn−Σp(f

ψ
β )C

(1− q)2

i, крiм того,

En−Σp(f
ψ
β )C = O(1)ω((n− Σp)

−1).

Враховуючи, що

sup
f∈Cψβ,∞

∥δ(2)n,p(J
q
β(fψβ ), ·)∥C =

= sup
φ∈S0

M

∥δ(2)n,p(J
q
β(φ), ·)∥C ,

sup
f∈CψβHω

∥δ(2)n,p(J
q
β(fψβ ), ·)∥C =

= sup
φ∈Hω

∥δ(2)n,p(J
q
β(φ), ·)∥C ,

отримуємо

E(Cψ
β,∞, V

(2)
n,p ) =

ψ(n− Σp + 2)

qn−Σp+2
E(Cq

β,∞, V
(2)
n,p )+

+O(1)
ψ(n− Σp + 2)εn−Σp

(1− q)2
, (4)

E(Cψ
βHω, V

(2)
n,p )=

ψ(n− Σp + 2)

qn−Σp+2
E(Cq

βHω, V
(2)
n,p )+

+O(1)
ψ(n− Σp + 2)εn−Σpω((n− Σp)

−1)

(1− q)2
,

(5)
де

E(Cq
β,∞, V

(2)
n,p ) = sup

f∈Cqβ,∞

∥δ(2)n,p(f ;x)∥C ,

E(Cq
βHω, V

(2)
n,p ) = sup

f∈CqβHω
∥δ(2)n,p(f ;x)∥C .

Iз результатiв роботи [10] для випадку
r = 2 у позначеннях теореми маємо

E(Cq
β,∞;V

(2)
n,p ) =

=
8qn−Σp+2

πp1p2(1 + q)3
Π

(
4q

(1 + q)2
;

2
√
q

1 + q

)
+

+O(1)

(
qn−Σp+2

p1p2(n− Σp)(1− q)4
+

+
qn−p1+1 + qn−p2+1

p1p2(1− q)3

)
, (6)

E(Cq
βHω;V

(2)
n,p ) =

=
4qn−Σp+2

π2p1p2(1 + q)3
Π

(
4q

(1 + q)2
;

2
√
q

1 + q

)
en−Σp(ω)+

+O(1)

(
qn−Σp+2ω((n− Σp)

−1)

p1p2(n− Σp)(1− q)5
+

+
qn−p1ω((n− p1)−1) + qn−p2ω((n− p2)−1)

p1p2(1− q)3

)
.

(7)
Поєднуючи (4)–(7) отримаємо тверджен-

ня теореми.
Висновки. Якщо окрiм умов, зазначе-

них у теоремi, виконується

lim
n→∞

p1 =∞, lim
n→∞

p2 =∞, (8)

то спiввiдношення (1) набуває вигляду

E(Cψ
β,∞;V

(2)
n,p ) =

=
8ψ(n− Σp + 2)

πp1p2(1 + q)3
Π

(
4q

(1 + q)2
;

2
√
q

1 + q

)
+

+O(1)ψ(n− Σp + 2)×

×
(

1

p1p2(n− Σp)(1− q)4
+

εn−Σp
(1− q)2

)
,

i за умови

lim
n→∞

p1p2εn−Σp = 0 (9)

∀q ∈ (0; 1) забезпечує розв’язок вiдповiдної
задачi Колмогорова–Нiкольского.

Ураховуючи, що

en−Σp(ω) = O(1)ω((n− Σp)
−1),

неважко впевнитися, що асимптотична фор-
мула (2) для опуклого модуля неперервностi
якщо, окрiм

n− Σp →∞,

виконується (8), набуває вигляду

E(Cψ
βHω;V

(2)
n,p ) =

4ψ(n− Σp + 2)

π2p1p2(1 + q)3
×

= ×Π

(
4q

(1 + q)2
;

2
√
q

1 + q

)
en−Σp(ω)+
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+O(1)ψ(n− Σp + 2)

(
ω((n− Σp)

−1)

p1p2(n− Σp)(1− q)5
+

+
εn−Σpω((n− Σp)

−1)

(1− q)2

)
i за умови (9) ∀q ∈ (0; 1) забезпечує
розв’язок вiдповiдної задачi Колмогорова-
Нiкольського.

Неважко навести приклади, коли полiно-
ми V

(2)
n,p (f ; x) мають певнi переваги над по-

лiномами Vn,p(f ;x). Якщо порiвнювати зви-
чайнi й повторнi суми Валле Пуссена, у
яких змiнюється однакова кiлькiсть гармо-
нiк, тобто, коли p = p1 + p2, то неважко по-
мiтити, що повторнi суми Валле Пуссена на
класi Cψ

βHω, ψ(k) ∈ Dq, q ∈ (0; 1) можуть за-
безпечувати кращий (iз точнiстю до сталого
множника)

qn−p1−p2+2

p1p2
ω(1/(n− p1 − p2)) =

=
qn−p+2

p1p2
ω(1/(n− p))

порядок наближення (при n→∞), нiж зви-
чайнi суми Валле Пуссена

qn−p+1

p
ω(1/(n− p)).

Наприклад, якщо p1 = p2 = p/2, то поря-
док наближення повторних сум Валле Пус-
сена складає qn−p+2

p2
ω(1/(n − p)), тобто у p

разiв кращий, нiж у вiдповiдних звичайних
сум Валле Пуссена.
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