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ПРО ТОЧКИ ДИФЕРЕНЦIЙОВНОСТI ЗА ФРЕШЕ

Для довiльної злiченної пiдмножини E дiйсного нормованого простору X побудована така
неперервна функцiя f : X → R, у якої множина точок диференцiйовностi за Фреше збiгається
з доповненням X \ E.

For any countable subset E of real normed space X we construct a continuous function f :
X → R such that the set of all points of differentiability by Frechet concides with X \ E.

1. Вступ. Задача про опис множини H(f)
всiх точок диференцiйовностi неперервної
функцiї f : I → R, заданої на вiдрiзку
I = [a, b] числової прямої R, розв’язана пов-
нiстю (див. [1] i [2, с. 154]). Зокрема, в [2,
с. 154] А. Брукнер подає теорему (th. 3.1),
з якої випливає, що для того щоб iснувала
така неперервна функцiя f : I → R, у якої
H(f) = D ⊆ I, необхiдно i досить, щоб iсну-
вали Fσ-множина A i Fσδ- множина B, такi,
що D = A ∩ B ⊆ A ∪ B ⊆ I та λ(B) = λ(I),
де λ – лiнiйна мiра Лебеґа. Множина J(f)
всiх точок з I, в яких неперервна функцiя
f : I → R не диференцiйовна, має вигляд
J(f) = (I \ A) ∪ (I \ B), де I \ A − Gδ-
множина, а I \ B − Gδσ-множина нульової
мiри. Оскiльки кожна злiченна пiдмножина
E = {xn : n ∈ N} вiдрiзка I є Gδσ-множиною
нульової мiри, то з наведеної теореми негай-
но випливає, що iснує така неперервна фун-
кцiя f : I → R, у якої J(f) = E. Таку фун-
кцiю можна побудувати i безпосередньо, ви-
значивши її, наприклад, формулою

f(x) =
∞∑
n=1

1

2n
arctg|x− xn|

на всiй числовiй прямiй.
Природно поставити питання про опис

множини H(f) точок диференцiйовностi не-
перервних чи довiльних функцiй багатьох
дiйсних змiнних чи, загальнiше, функцiй,
диференцiйовних за Фреше. Тут ми встанов-
люємо, що для довiльної злiченної пiдмно-
жини E дiйсного нормованого простору X
iснує така неперервна функцiя f : X → R,

що J(f) = E, де J(X) = X \ H(f), а H(f)
– множина всiх точок в X, в яких функцiя
f : X → R диференцiйовна за Фреше.
2. Одна теорема про почленне ди-
ференцiювання функцiонального ря-
ду. Нехай (X, ∥ · ∥) – дiйсний нормований
простiр i y = f(x) – дiйсна функцiя, у якої
область визначення Df мiститься в X. Роз-
глянемо точку x0, яка є внутрiшньою для
Df . Кажуть, що функцiя f диференцiйовна
за Фреше у точцi x0, якщо iснує такий лi-
нiйний неперервний функцiонал l : X → R,
що

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)− l(h)

∥h∥
= 0

Позначивши

γ =
f(x0 + h)− f(x0)− l(h)

∥h∥
,

ми одержимо зображення приросту ∆y =
= ∆f(x0;h) = f(x0 + h) − f(x0) функцiї f
у точцi x0, що вiдповiдає приросту h її аргу-
мента, у виглядi ∆y = l(h) + γ∥h∥, де γ → 0
при h → 0. Навпаки, з наявностi такого зо-
браження приросту ∆y легко випливає ди-
ференцiйовнiсть за Фреше функцiї f у точцi
x0. Функцiонал l з означення диференцiйов-
ностi за Фреше визначається однозначно i
називається похiдною Фреше функцiї f у то-
чцi x0. Вiн позначається символом f ′(x0), а
його дiя на елемент h – через f ′(x0)h.

Нам буде потрiбна наступна теорема про
почленне диференцiювання функцiонально-
го ряду. Символом Uδ(x0) = {x ∈ X : ∥x−
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−x0∥ < δ} позначатимемо δ-окiл точки x0 у
нормованому просторi (X, ∥ · ∥).

Теорема 1. Нехай (X, ∥ · ∥) – дiйсний нор-
мований простiр, x0 ∈ X, U = Uδ(x0) –
δ-окiл точки x0, un : U → R – диферен-
цiйовнi за Фреше у точцi x0 функцiї при
n = 1, 2, ..., cn – додатнi числа, для яких

ряд
∞∑
n=1

cn збiгається i |un(x) − un(x0)| ≤

≤ cn∥x − x0∥ при x ∈ U для кожного n,

причому ряди
∞∑
n=1

|un(x0)| i
∞∑
n=1

∥u′
n(x0)∥ збi-

гаються. Тодi ряд
∞∑
n=1

un(x) збiгається рiв-

номiрно на U , функцiя f(x) =
∞∑
n=1

un(x) ви-

значена на U i диференцiйовна за Фреше в

точцi x0 i f ′(x0) =
∞∑
n=1

u
′
n(x0).

Доведення. Для довiльного x ∈ U i ко-
жного номера n з рiвностi un(x) = un(x0) +
un(x)− −un(x0) випливає, що

|un(x)| ≤ |un(x0)|+ |un(x)− un(x0)| ≤

≤ |un(x0)|+ cn∥x− x0∥ ≤ |un(x0)|+ δcn = αn.

Оскiльки числовий ряд
∞∑
n=1

αn збiгається,

то за ознакою Вейєрштрасса ряд
∞∑
n=1

un(x)

збiгається рiвномiрно на множинi U i його

сума f(x) =
∞∑
n=1

un(x) визначена на U .

Оскiльки функцiї un диференцiйовнi за
Фреше в точцi x0, то

un(x)−un(x0) = u
′

n(x0)(x−x0)+γn(x)∥x−x0∥

в околi U , де lim
x→x0

γn(x) = γ(x0) = 0. З цього
спiввiдношення випливає, що

γn(x)∥x−x0∥ = un(x)−un(x0)−u
′

n(x0)(x−x0).

Звiдси, покладаючи βn = cn+∥u′
n(x0)∥, отри-

муємо, що для кожного x ∈ U

γn(x)∥x− x0∥ ≤ ∥un(x)− un(x0)∥+

+∥u′

n(x0)∥∥x− x0∥ ≤ βn∥x− x0∥.

Отже, ∥γn(x)∥ ≤ βn на U . Оскiльки число-

вий ряд
∞∑
n=1

βn(x) збiгається, то за ознакою

Вейєрштрасса функцiональний ряд
∞∑
n=1

γn(x)

збiгається рiвномiрно на околi U i його су-

ма γ(x) =
∞∑
n=1

γn(x) є неперервною в точцi x0
функцiєю, адже всi γn є такими, при цьому

γ(x0) =
∞∑
n=1

γn(x0) = 0

В такому разi f(x) − f(x0) =
∞∑
n=1

(un(x)−

−un(x0)) =
∞∑
n=1

(u
′
n(x0)(x − x0) + γ(x)∥x−

−x0∥) =
∞∑
n=1

u
′
n(x0)(x− x0) + γ(x)∥x− x0∥.

Оскiльки ряд
∞∑
n=1

∥u′
n(x0)∥ збiгається i

спряжений простiр X∗ повний, то збiгається

i ряд
∞∑
n=1

u
′
n(x0) у банаховому просторi X∗ i

його сума l – це лiнiйний неперервний фун-
кцiонал на X, причому

l(x− x0) =
∞∑
n=1

u
′

n(x0)(x− x0)

Тому f(x)−f(x0) = l(x−x0)+γ(x)∥x−x0∥, де
l ∈ X∗ i lim

x→x0
γ(x) = γ(x0) = 0, а це i означає,

що функцiя f диференцiйовна за Фреше в

точцi x0 i f ′(x0) = l =
∞∑
n=1

u
′
n(x0)

3. Похiдна норми. Нехай (X, ∥ · ∥) –
дiйсний нормований простiр. Його норма
p(x) = ∥x∥ – це функцiя p : X → R, яка
може виявитися диференцiйовною за Фре-
ше або нi. Наприклад, коли X – евклiдовий
простiр i норма ∥x∥ =

√
⟨x, x⟩ породжена

скалярним добутком ⟨·, ·⟩ на цьому просторi,
то вона диференцiйовна при x ̸= 0. Справ-
дi, розглянемо функцiю q(x) = ⟨x, x⟩. Для
довiльних x ∈ X i h ∈ X маємо

g(x+ h)− g(x) = ⟨x+ h, x+ h⟩ − ⟨x, x⟩ =

= ⟨x, x⟩+2⟨x, h⟩+⟨h, h⟩−⟨x, x⟩ = 2⟨x, h⟩+∥h∥2.
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Функцiя l(h) = 2⟨x, h⟩ – це лiнiйний непе-
рервний функцiонал на X, а для функцiї
γ(h) = ∥h∥ маємо, що lim

h→0
γ(h) = 0. Оскiльки

g(x+ h)− g(x) = 2⟨x, h⟩+ γ(h)∥h∥,

де γ(h) → 0 при h → 0, то функцiя g ди-
ференцiйовна за Фреше в точцi x i g′(x)h =
= 2⟨x, h⟩. Функцiя φ(t) =

√
t дiйсної змiн-

ної t диференцiйовна при t > 0. Оскiльки
p(x) = φ(g(x)) i g(x) > 0 при x ̸= 0, то за
теоремою про диференцiйовнiсть композицiї
i функцiя p диференцiйовна за Фреше при
x ̸= 0.

Нам потрiбне буде одне твердження з [3].
Для повноти викладу ми дамо тут його пов-
не доведення, оскiльки в [3] данi лише вка-
зiвки.

Теорема 2. Нехай (X, ∥ · ∥) – дiйсний нор-
мований простiр з диференцiйовною за Фре-
ше при x ̸= 0 нормою p(x) = ∥x∥. Тодi
∥p′(x)∥ = 1 при x ̸= 0.

Доведення.
За умовою при x ̸= 0 для довiльного h ∈

X маємо, що

p(x+ h)− p(x) = p′(x)h+ γ(h)∥h∥,

де p′(x) ∈ X∗ i γ(h)→ 0 при h→ 0. Взявши
t > 0 i h = tx, отримаємо, що

p(x+ tx)− p(x) = ∥(1 + t)x∥ − ∥x∥ =

= (1 + t)∥x∥ − ∥x∥ = t∥x∥,
отже, p(x+tx)−p(x)

t
= ∥x∥ при t > 0.

Крiм того, для довiльного h ∈ X

p(x+ th)− p(x)

t
= p′(x)h+γ(th)∥h∥ → p′(x)h

при t → +0, адже тодi γ(th) → 0. В такому
разi p′(x)x = ∥x∥, звiдки

∥x∥ = ∥p′(x)x∥ ≤ ∥p′(x)∥∥x∥.

Отже, ∥p′(x)∥ ≥ 1.
З другого боку,

p′(x)(th) = ∥x+ th∥ − ∥x∥ − γ(th)∥th∥,

звiдки

t|p′(x)h| ≤ t∥h∥+ |γ(th)|t∥h∥,

а значить,

|p′(x)h| ≤ (1 + |γ(th)|)∥h∥

для кожного h ∈ X i довiльного t > 0, а тодi
i

|p′(x)h| ≤ 1 + |γ(th)|
при ∥h∥ = 1 i t > 0. Оскiльки lim

u→0
γ(u) = 0, то

для кожного ε > 0 знайдеться таке δ > 0, що
|γ(u)| ≤ ε, як тiльки ∥u∥ ≤ δ. При 0 < t ≤ δ
i ∥h∥ = 1 будемо мати, що ∥th∥ = t∥h∥ = t ≤
≤ δ, отже, |γ(th)| ≤ ε. Таким чином

|p′(x)h| ≤ 1 + ε

для кожного h з ∥h∥ = 1. Тодi i

∥p′(x)∥ = sup
∥h∥=1

|p′(x)h| ≤ 1 + ε.

Спрямувавши ε до нуля, отримаємо, що
∥p′(x)∥ ≤ 1.

Таким чином, ∥p′(x)∥ = 1.
Зауважимо, що норма p(x) = ∥x∥ на не-

нульовому дiйсному нормованому просторi
(X, ∥ · ∥) нiколи не може бути диференцi-
йовною за Фреше у точцi 0. Справдi, як-
би p було диференцiйовною в точцi 0, то за
теоремою про похiдну композицiї i функцiя
q(t) = p(tx) була б диференцiйовною в то-
чцi 0 при кожному фiксованому x. Вiзьмемо
x ̸= 0. Тодi

q(t) = ∥tx∥ = |t|∥x∥.

Але ця функцiя, як добре вiдомо, не дифе-
ренцiйовна в точцi 0.
4. Основний результат. Для функцiї y =
= f(x) дiйсної змiнної з дiйсними значен-
нями її звичайну похiдну в точцi x (число!)
ми позначатимемо через ḟ(x). Похiдна Фре-
ше f ′(x) цiєї функцiї – це її диференцiал
f ′(x)h = df(x;h) = ḟ(x)h. Для композицiї
f ◦g, де g – функцiонал на нормованому про-
сторi X, а f – дiйсна функцiя дiйсної змiнної
з теореми про похiдну композицiї випливає,
що функцiя f ◦ g буде диференцiйовною за
Фреше в точцi x, якщо g диференцiйовна за
Фреше в точцi x, а f диференцiйовна в точцi
g(x), i при цьому

(f ◦ g)′(x) = ḟ(g(x))g′(x).
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Наступна теорема є основним результатом
даної статтi.

Теорема 3. Нехай (X, ∥ · ∥) - ненульовий
дiйсний нормований простiр з диференцi-
йовною при x ̸= 0 нормою p(x) = ∥x∥ i
E = {xn : n ∈ N} - злiченна пiдмножина
простору X, що складається з рiзних точок
xn. Тодi формулою

f(x) =
∞∑
n=1

1

2n
arctg∥x− xn∥

визначається неперервна на просторi X фун-
кцiя f : X → R, у якої множина точок не-
диференцiйовностi за Фреше J(f) = E.

Доведення.
Покладемо un(x) = 1

2n
arctg∥x− −xn∥.

Для кожного n функцiя un неперервна, ди-
ференцiйовна за Фреше на X при x ̸= ̸= xn
i не диференцiйовна в точцi xn. Це випли-
ває теорем про неперервнiсть i диференцi-
йовнiсть композицiї i того, що вiдображення
t 7→ 1

2n
arctgt : R 7→ (− π

2n+1 ,
π

2n+1 ) є дифео-
морфiзмом. При цьому, якщо x ̸= xn, то

u
′

n(x) =
1

2n
· 1

1 + ∥x− xn∥2
· p′(x− xn)

Зокрема,

∥u′

n(x)∥ =
1

2n(1 + ∥x− xn∥2)
∥p′(x− xn)∥ =

=
1

2n(1 + ∥x− xn∥2)
≤ 1

2n
,

отже, ряд
∞∑
n=1

∥u′
n(x)∥ збiгається для кожно-

го x ∈ X \ E. Ряд
∞∑
n=1

un(x) рiвномiрно i аб-

солютно збiгається на X, адже

|un(x)| ≤ π

2n+1
на X.

Тому його сума f(x) є неперервною функцi-
єю.

Нехай x0 ∈ X \ E. Доведемо, що в точцi
x0 функцiя f диференцiйовна за Фреше. За
формулою Лаґранжа

|un(x)− un(x0)| =
1

2n
(arctg∥x− xn∥−

−arctg∥x0 − xn∥) =
1

2n
· 1

1 + ξ2
(∥x− xn∥−

−∥x0 − xn∥) ≤
1

2n
∥x− x0∥.

Оскiльки ряд
∞∑
n=1

1
2n

збiгається, то у будь-

якому δ-околi U точки x0 виконуються умо-
ви теореми 1, яка i дає нам диференцiйов-

нiсть за Фреше функцiї f(x) =
∞∑
n=1

un(x) у

точцi x0.
Тепер з’ясуємо, що f не диференцiйовна

за Фреше у будь-якiй точцi xn. Запишемо
f(x) у виглядi

f(x) = un(x) + vn(x),

де vn(x) =
∑
m ̸=n

um(x). З теореми 1 легко виве-

сти подiбно до попереднього, що функцiя vn
диференцiйовна за Фреше у точцi xn, фун-
кцiя ж un не диференцiйовна в точцi xn. То-
му їх сума f = un + vn не буде диференцi-
йовною в точцi xn. Таким чином J(f) = E,
що i треба було довести.
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