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ПРО АБСЦИСИ ЗБIЖНОСТI РЯДIВ ДIРIХЛЕ З ВИПАДКОВИМИ
ПОКАЗНИКАМИ ТА КОЕФIЦIЄНТАМИ

Дослiджується розподiл абсцис збiжностi випадкових рядiв Дiрiхле з попарно незалежни-
ми i неоднаково розподiленими випадковими показниками та випадковими коефiцiєнтами.
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Distribution of the abscissas of convergence for a random Dirichlet series with pairwise
independent and non-identically distributed random exponents and random coefficients is consi-
dered.
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1. Вступ. Нехай (Ω,A, P ) — ймовiрнi-
сний простiр, а Λ =

(
λk(ω)

)+∞
k=0

та f =(
fk(ω)

)+∞
k=0

, вiдповiдно, послiдовностi невiд’-
ємних та комплекснозначних випадкових ве-
личин на ньому. Через D(Λ) позначимо клас
формальних випадкових рядiв Дiрiхле ви-
гляду

F (z) = F (z, ω) =
∑+∞

k=0
fk(ω)ezλk(ω)

(z ∈ C, ω ∈ Ω), що при фiксованому ω = ω0

є звичайним (детермiнованим) рядом Дiрi-
хле; D =

∪
ΛD(Λ). Через σзб(F, ω) i σ(F, ω)

позначимо вiдповiдно абсциси збiжностi i
абсолютної збiжностi цього ряду при фiксо-
ваному ω ∈ Ω.

Нехай Λ+ = (λk) позначає числову послi-
довнiсть таку, що 0 ≤ λ0 < λk < λk+1 ↑ +∞
(1 ≤ k ↑ +∞), а D(Λ+) – пiдклас рядiв з кла-
су D з фiксованою послiдовнiстю показникiв
Λ+.

У статтi [1] (також див. [2]) доведене та-
ке елементарне твердження. У випадку ря-
дiв Дiрiхле з монотонно зростаючою до +∞
послiдовнiстю показникiв Λ+ це твердження
див. в [3, 4].

Твердження 1. Нехай F ∈ D. Тодi

σзб(F, ω) ≤ α0(ω)
def
= lim

k→+∞

− ln |fk(ω)|
λk(ω)

для всiх ω ∈ Ω, а для довiльних функцiй
γ, δ : Ω→ R i всiх ω ∈ Ω таких, що γ(ω) ≥ 0

i
+∞∑
k=0

|fk(ω)|1−γ(ω)e−δ(ω)λk(ω) < +∞ (1)

виконуються нерiвностi

σ(F, ω) ≥ γ(ω)α0(ω)− δ(ω) ≥
≥ γ(ω)σзб(F, ω)− δ(ω). (2)

Зауважимо, що з умови (1) випливає, що
для такого ω виконується

(γ(ω)− 1) ln |fk(ω)|+ δ(ω)λk(ω)→ +∞

(k → +∞), але при цьому, взагалi кажучи,
нема жодних окремих умов на послiдовностi
f та Λ.

Вибираючи δ = (γ − 1)α0, Твердження 1
переписуємо у такому виглядi

Наслiдок 3. Нехай F ∈ D i ω ∈ Ω таке, що
для деякого γ(ω) ≥ 0

+∞∑
k=0

(
|fk(ω)|eα0(ω)λk(ω)

)1−γ(ω)

< +∞. (3)

Тодi

σa(F, ω) = σзб(F, ω) = α0(ω). (4)

Вибираючи δ = 0, γ = 1− γ1, Тверджен-
ня 1 переписуємо у такому виглядi

Наслiдок 4. Нехай F ∈ D i ω ∈ Ω таке, що
для деякого γ1(ω) ≤ 1

+∞∑
k=0

|fk(ω)|γ1(ω) < +∞. (5)
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Тодi

σ(F, ω) ≥ (1− γ1(ω))α0(ω) ≥
≥ (1− γ1(ω))σзб(F, ω). (6)

Вибираючи γ = 1, Твердження 1 перепи-
суємо у такому виглядi

Наслiдок 5. Нехай F ∈ D i ω ∈ Ω таке, що
для деякого δ(ω) > 0

+∞∑
k=0

e−δ(ω)λk(ω) < +∞. (7)

Тодi

σ(F, ω) ≥ α0(ω)− δ(ω) ≥ σзб(F, ω)− δ(ω).
(8)

З наслiдку 5 елементарно отримуємо таке
твердження.

Наслiдок 6. Нехай F ∈ D i ω ∈ Ω таке, що
τ(Λ, ω) < +∞. Тодi

σ(F, ω) ≥ α0(ω)− τ(Λ, ω) ≥
≥ σзб(F, ω)− τ(Λ, ω). (9)

Справдi, Виберемо δ(ω) = τ(Λ, ω) + ε,
ε > 0. За означенням верхньої границi ln k <
(τ(Λ, ω) + ε/2)λk(ω) (k ≥ k0(ω), тому

+∞∑
k=k0

e−δ(ω)λk(ω) <

<
+∞∑
k=k0

exp{− τ(Λ, ω) + ε

τ(Λ, ω) + ε/2
ln k} < +∞.

Отже, умова (7) виконується i з наслiдку 5
маємо σ(F, ω) ≥ α0(ω) − δ(ω) ≥ σзб(F, ω) −
δ(ω) з δ(ω) = τ(Λ, ω) + ε. Залишається пере-
йти до границi ε→ +0.

Позначимо тепер

h2(ω) = lim
k→+∞

ln k

− ln |fk(ω)|
,

h0(ω) = lim
k→+∞

ln k

− ln |fk(ω)|
.

З наслiдку 4 отримуємо таке твердження.

Наслiдок 7. Нехай F ∈ D. Якщо ω ∈ Ω
таке, що h2(ω) > −∞, то нерiвностi (6) ви-
конуються з γ1 = h2, якщо h0(ω) < 1, то
нерiвностi (6) виконуються з γ1 = h0.

З наслiдкiв 6 i 7 негайно отримуємо таке
твердження (у цьому зв’язку див. також [5]–
[7]).
Твердження 2. Нехай F ∈ D. Якщо ω ∈ Ω

таке, що τ(Λ, ω)
def
= lim

k→+∞
ln k
λk(ω)

= 0 або

ln k = o(ln |fk(ω)|) (k → +∞), (10)

то виконуються рiвностi (4).
У випадку τ(Λ, ω) = 0 – це, власне, так

звана теорема Ж.Валiрона.

Зауваження 1. Iз закону нуля i одини-
цi А.Н. Колмогорова випливає, що якщо(− ln |fk(ω)|

λk(ω)

)
– послiдовнiсть незалежних ви-

падкових величин, то випадкова величина
α0(ω) є майже напевне (м.н) сталою, тобто,
α0(ω) = σ ∈ [−∞,+∞] м.н. Звiдси, за Твер-
дженням 2, у випадку, коли τ(Λ, ω) = 0 або
lnn = o(ln |fn(ω)|) (n→ +∞), маємо, що ви-
падкова величина σ(f, ω) також є майже на-
певне (м.н) сталою i σ(f, ω) = σ ∈ [−∞,+∞]
м.н. Власне, звiдси те ж саме твердження
випливає у випадку детермiнованої послi-
довностi Λ, коли (|fk(ω)|) є послiдовнiстю
незалежних випадкових величин. У книзi [8]
останнє написано у випадку монотонно зро-
стаючої до нескiнченностi послiдовностi Λ+,
коли (fk(ω)) є послiдовнiстю незалежних ви-
падкових величин.

У цiлому рядi статей [9]– [15] розгляда-
лось питання про абсциси збiжностi випад-
кових рядiв Дiрiхле з класу D у випадку, ко-
ли послiдовнiсть Λ = (λk(ω)) є зростаючою
детермiнованою послiдовнiстю додатних чи-
сел λk(ω) ≡ λk i τ(Λ)

def
= τ(ω,Λ) ≡ const <

+∞, а коефiцiєнти ряду Дiрiхле мають ви-
гляд fk(ω) = akZk(ω). Так, у статтi [9] наве-
дено таке елементарне твердження.
Твердження 3 ( [9]). Нехай F ∈ D(Λ+) i має
коефiцiєнти вигляду fk(ω) = akZk(ω).
10. Якщо виконуються умови τ(Λ+) = 0 i

lim
k→+∞

− ln |Zk(ω)|
λk

= 0 м.н., (11)

то м.н.

σзб(F, ω) = σ(F, ω) = α0
def
= lim

k→+∞

− ln |ak|
λk

.
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20. У випадку α0 = +∞ для рiвностi
σ(F, ω) = +∞ м.н. достатньо, щоб замiсть
умови τ(Λ) = 0 виконувалось τ(Λ) < +∞, а
замiсть умови (3), щоб

lim
k→+∞

− ln |Zk(ω)|
λk

> −∞ м.н. (12)

З Твердження 3, зокрема випливають те-
ореми 1 (при α0 = +∞) i 3 (при α0 = 0)
з [11], якi доведенi за такої умови на мате-
матичнi сподiвання (∃β > 0) :

sup{E|Zk|β,E|Zk|−β : k ≥ 0} < +∞.

Умову (3) можна ( [2, 9]) замiнити такою
достатньою умовою на послiдовнiсть фун-
кцiй розподiлу F ∗k (x)

def
= P{ω : |Zk(ω)| < x}

випадкових величин (|Zk(ω)|)
+∞∑
k=2

(
1− F ∗k ((1 + ε)λk) + F ∗k ((1− ε)λk)

)
< +∞

(∀ε ∈ (0, 1)). З останньої умови, зокрема ви-
пливає, що limk→+∞ F

∗
k (+0) = 0.

Крiм цього, в [9] доведено такi теореми.

Теорема 1 ( [9]). Нехай F ∈ D(Λ+). Припу-
стимо, що

(
|fk(ω)|

)
— послiдовнiсть попар-

но незалежних випадкових величин з фун-
кцiями розподiлу Fk(x)

def
= P{ ω : |fk(ω)| <

x}, x ∈ R, k ≥ 0. Виконуються наступнi
твердження:
a) σ(ω) = σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (−∞,+∞) м.н. =⇒
(∀ε > 0) :

∑+∞
k=2(1− Fk((e−ρ + ε)λk)) <∞;

b) Якщо iснує послiдовнiсть (δk) така, що
δk > −∞ (k ≥ 0), lim

k→+∞
δk = e−ρ, ρ ∈

(−∞,+∞], i
∑+∞

k=2(1 − Fk(δ
λk
k )) = +∞, то

σ(F, ω) ≤ ρ м.н.

Теорема 2 ( [9]). Нехай F ∈ D(Λ+).
a) Якщо iснують ρ ∈ (−∞,+∞) i послi-
довнiсть (εk) такi, що εk → +0 (k → +∞) i∑+∞

k=2(1−Fk((e−ρ+εk)λk)) <∞, то σ(F, ω) ≥ ρ
м.н.
b) σ(F, ω) = −∞ м.н. =⇒ (∀E > 1) :∑+∞

k=2(1− Fk(Eλk)) = +∞.

Виявляється, що у випадку рядiв з кла-
су D з випадковими показниками i випадко-
вими коефiцiєнтами можна довести подiбнi

твердження. Власне, це i є метою даної стат-
тi

Зазначимо, що дана стаття є продовжен-
ням виконаних недавно дослiджень про ра-
дiуси збiжностi випадкових лакунарних сте-
пеневих рядiв ( [16]) та абсциси збiжностi
рядiв Дiрiхле з випадковими коефiцiєнтами
( [9]), а з отриманих там тверджень у виглядi
простих наслiдкiв випливають, наприклад,
основнi результати статей [17]– [19].

Варто вiдзначити також, що у статтi [20]
ймовiрнiснi методи застосованi для доведен-
ня ряду теорем про поводження рядiв Дiрi-
хле з незалежними показниками. Отриманi
результати застосовано у теорiї ζ−функцiї i
при дослiдженнi поведiнки розв’язкiв хви-
льового рiвняння при t → ∞. У статтi
[21] дослiджуються степеневi ряди вигляду∑+∞

k=0 z
Xk(ω), де (Xk(ω)) – строго зростаючий

цiлочисельний стохастичний процес.

2. Деякi приклади. Розглянемо формаль-
ний випадковий ряд Дiрiхле

F0(z, ω) =
+∞∑
k=2

gk(ω)ezλk(ω),

λk(ω) = ln(k + rk(ω)), gk(ω) = (−1)keaλk(ω),

де a ∈ R, a ̸∈ (−1; 0], (rk(ω)) — послiдовнiсть
Радемахера. Для цього ряду

α0(ω) = lim
k→+∞

− ln gk(ω)

λk(ω)
=

= lim
k→+∞

− ln |(−1)keaλk(ω)|
λk(ω)

= −a,

F0(z, ω) =
+∞∑
k=2

(−1)keaλk(ω)+zλk(ω) =

=
+∞∑
k=2

(−1)k(k + rk(ω))z+a,

σзб(F0, ω) = −a, σа(F0, ω) = −a− 1.

Виберемо γ1(ω) = − 1
a
− ε, де ε — довiльне
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число таке, що γ1(ω) ≤ 1 i aε > 0. Тодi
+∞∑
k=2

|gk(ω)|γ1(ω) =
+∞∑
k=2

(k + rk(ω))a(−
1
a
−ε) =

=
+∞∑
k=2

(k + rk(ω))−1−aε < +∞,

σа(F0, ω)− (1− γ1(ω))α0(ω) =

= σа(F0, ω)− (1− γ1(ω))σзб(F0, ω) =

= −a− 1−
(

1 +
1

a
+ ε
)

(−a) = εa ≥ 0.

З довiльностi ε, а отже й aε, отримуємо, що
нерiвнiсть (6) є точною.

Вибравши γ1(ω) = − 1
a
+ε, де ε — довiльне

число таке, що γ1(ω) ≤ 1 i aε > 0, отримає-
мо, що, взагалi кажучи, умову (5) послабити
не можна.

Тепер стосовно наслiдку 5. Виберемо
δ(ω) = 1 + ε0, ε0 > 0. Тодi

+∞∑
k=2

e−δ(ω)λk(ω) =
+∞∑
k=2

e−(1+ε0) ln(k+rk(ω)) =

=
+∞∑
k=2

1

(k + rk(ω))1+ε0
< +∞,

σа(F0, ω)− σзб(F0, ω) + δ(ω) =

= −a− 1 + a+ 1 + ε0 = ε0.

З довiльностi ε0 випливає точнiсть нерiв-
ностi (8). Вибираючи δ(ω) = 1 − ε0, ε0 ∈
(0; 1), отримаємо, що, взагалi кажучи, умо-
ву (7) послабити не можна.

Нескладно переконатись, що у наслiд-
ку 5: γ1(ω) = h0(ω) = h2(ω) = − 1

a
i, отже,

σ(F0, ω) = (1− γ1(ω))σзб(F0, ω),

тобто, нерiвнiсть (6) є точною.
3. Ряди з випадковими показниками i
коефiцiєнтами. У цьому пунктi розгляне-
мо ряди Дiрiхле з випадковими показника-
ми i коефiцiєнтами. Власне, розглянемо ви-
падок

fk(ω) = akZk(ω) (k ≥ 0).
Твердження 4. Нехай F ∈ D(Λ) i має ко-
ефiцiєнти вигляду fk(ω) = akZk(ω). Якщо
виконується умова (3) i

lim
k→∞

ln k

ln |ak|
= 0, lim

k→∞

∣∣∣ ln |Zk(ω)|
ln |ak|

∣∣∣ ≤ δ(ω) < 1

м.н., то м.н.

σзб(F, ω) = σ(F, ω) =

= α∗0(ω) := lim
k→+∞

− ln |ak|
λk(ω)

. (13)

Доведення Твердження 4. Зауважимо спо-
чатку, що

0 ≤ lim
k→∞

ln k∣∣ ln |fk(ω)|
∣∣ = lim

k→∞

ln k∣∣ ln |ak|∣∣×
×
(

lim
k→+∞

∣∣∣1 +
ln |Zk(ω)|

ln |ak|

∣∣∣)−1 ≤
≤ lim

k→∞

ln k∣∣ ln |ak|∣∣×
×
(

1− lim
k→+∞

| ln |Zk(ω)||
| ln |ak||

)−1
≤

≤ lim
k→∞

ln k∣∣ ln |ak|∣∣ · (1− δ(ω)
)−1

= 0,

звiдки ln k = o(ln |fk(ω)|) (k → +∞) м.н. Да-
лi, за умовою (3) м.н.

α0(ω) = lim
k→+∞

− ln |akZk(ω)|
λk(ω)

=

= lim
k→+∞

− ln |ak|
λk(ω)

+ lim
k→+∞

− ln |Zk(ω)|
λk(ω)

=

= lim
k→+∞

− ln |ak|
λk(ω)

= α∗0(ω).

Тому, за Твердженням 2 отримуємо, що
σзб(F, ω) = σa(F, ω) = α0(ω) = α∗0(ω) м.н.

Нескладно доводимо також таке твер-
дження.

Твердження 5. Нехай F ∈ D(Λ), має коефi-
цiєнти вигляду fk(ω) = akZk(ω). Якщо вико-
нуються умови lim

k→∞
ln k/ln |ak| = 0, α∗0(ω) >

0 м.н.,

lim
k→∞

ln |Zk(ω)|
ln |ak|

= δ1(ω) < +∞ м.н.,

lim
k→∞

∣∣∣∣1 +
ln |Zk(ω)|

ln |ak|

∣∣∣∣ ̸= 0 м.н.,

то м.н.

σзб(F, ω) = σ(F, ω) ≤ (1 + δ1(ω))α∗0(ω).
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Доведення Твердження 5. Зауважимо, що

ln k∣∣ ln |fk(ω)|
∣∣ =

ln k∣∣ ln |ak|∣∣
∣∣∣∣1 +

ln |Zk(ω)|
ln |ak|

∣∣∣∣−1,
звiдси ln k = o(ln |fk(ω)|) (k → +∞) м.н.
Далi, з умови α∗0(ω) > 0 м.н. випливає,
що для всiх досить великих k ≥ k0(ω) м.н
− ln |ak|/λk(ω) > 0. Оскiльки для всiх досить
великих k ≥ k1(ω) м.н ln |Zk(ω)|

ln |ak|
< δ1 + εk(ω),

де εk(ω)→ 0 (k → +∞), то м.н. для всiх до-
сить великих k ≥ k2(ω) := max{k0(ω), k1(ω)}

− ln |akZk(ω)|
λk(ω)

=
− ln |ak|
λk(ω)

(
1 +

ln |Zk(ω)|
ln |ak|

)
<

< (1 + δ1 + εk(ω))
− ln |ak|
λk(ω)

,

де δ1 = δ1(ω). Тому,

α0(ω) = lim
k→+∞

− ln |akZk(ω)|
λk(ω)

≤

≤ lim
k→+∞

(1 + δ1 + εk(ω))
− ln |ak|
λk(ω)

=

= (1 + δ1) lim
k→+∞

− ln |ak|
λk(ω)

= (1 + δ1)α
∗
0(ω).

Звiдси, знову за Твердженням 2, отримуємо,
що м.н.
σзб(F, ω) = σa(F, ω) = α0(ω) ≤ (1 + δ1)α

∗
0(ω).

Твердження 4 дає змогу довести такi те-
ореми 3 i 4.

Теорема 3. Нехай F ∈ D(Λ), ї ї коефiцiєнти
мають вигляд fk(ω) = akZk(ω) i виконую-
ться умови Твердження 4. Припустимо, що(
λk(ω)

)
— послiдовнiсть попарно незалеж-

них випадкових величин з функцiями розпо-
дiлу Fk(x)

def
= P{ ω : λk(ω) < x}, x ∈ R, k ≥

0. Виконуються наступнi твердження:
a) i) σ(ω) = σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (0,+∞) м.н. =⇒
(∀ε ∈ (0, ρ)) :

∑+∞
k=0

(
1− Fk( ln |ak|

−ρ+ε )
)
<∞;

ii) 0 ≥ σ(ω) = σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (−∞, 0] м.н.
=⇒ (∀ε > 0) :

∑+∞
k=0 Fk(

ln |ak|
−ρ+ε ) <∞;

b) i) Якщо iснує послiдовнiсть (δk) така,
що δk ∈ (−∞, 0) (k ≥ 0), lim

k→+∞
δk = −ρ,

ρ ∈ (0,+∞], i
∑+∞

k=0

(
1 − Fk(

ln |ak|
δk

)
)

= +∞,
то σ(F, ω) ≤ ρ м.н.

ii) Якщо iснує послiдовнiсть (δk) така, що
δk ∈ (0,+∞) (k ≥ 0), lim

k→+∞
δk = ρ,

ρ ∈ [0,+∞], i
∑+∞

k=0 Fk(
ln |ak|
δk

) = +∞, то
==σ(F, ω) ≤ −ρ м.н.

Теорема 4. Нехай F ∈ D(Λ), ї ї коефiцiєнти
мають вигляд fk(ω) = akZk(ω) i виконую-
ться умови Твердження 4.
a) i) Якщо iснують ρ ∈ (0,+∞) i послi-
довнiсть (εk) такi, що εk → +0 (k → +∞)

i
∑+∞

k=0

(
1− Fk( ln |ak|

−ρ+εk
)
)
< +∞, то σ(F, ω) ≥ ρ

м.н.
ii) Якщо iснують ρ ∈ (−∞, 0] i послi-
довнiсть (εk) такi, що εk → +0 (k → +∞)

i
∑+∞

k=0 Fk(
ln |ak|
−ρ+εk

) < +∞, то σ(F, ω) ≥ ρ м.н.
b) σ(F, ω) = −∞ м.н. =⇒ (∀E > 1) :∑+∞

k=0 Fk(
1
E

ln |ak|) = +∞.

Доведення Теореми 3. За Твердженням 4
маємо рiвнiсть (13).

a) i) Оскiльки σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (0,+∞) м.н.,
то з (13) маємо, що (∃B ∈ A, P (B) = 1)(∀ω ∈
B) :

lim
k→+∞

ln |ak|
λk(ω)

≤ −ρ,

а за означенням верхньої границi (∀ω ∈
B)(∀ε ∈ (0, ρ))(∃k∗(ω) ∈ N)(∀k > k∗(ω)) :

λk(ω) <
1

(−ρ+ ε)
ln |ak|, (14)

Позначимо Ak
def
=

{
ω : λk(ω) ≥

1

(−ρ+ ε)
ln |ak|

}
. Зрозумiло, що B ⊂ C

def
=∪∞

N=0

∩∞
k=N Ak, звiдки P (C) = 1, а подiя C

полягає в тому, що “серед подiй послiдовно-
стi (Ak) вiдбувається скiнченна їх кiлькiсть”.
Оскiльки з попарної незалежностi випад-
кових величин (λk(ω)) випливає попарна
незалежнiсть подiй (Ak), то за уточненою
другою частиною леми Бореля-Кантелi
( [22]– [24], [25, с.84])∑+∞

k=0
P (Ak) < +∞.

Залишається врахувати, що P (Ak) = 1 −

Fk

( ln |ak|
−ρ+ ε

)
.
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a) ii) Якщо 0 ≥ σ(ω, F ) ≥ ρ ∈ (−∞, 0] м.н.,
то замiсть нерiвностi (14) отримаємо (∀ω ∈
B,P (B) = 1)(∀ε > 0)(∃k∗(ω) ∈ N)(∀k ≥
k∗(ω)) нерiвнiсть

λk(ω) >
1

(−ρ+ ε)
ln |ak|,

а, отже, ввiвши позначення Ak
def
={

ω : λk(ω) ≤ 1

(−ρ+ ε)
ln |ak|

}
й мiркую-

чи як i вище, за другою частиною леми
Бореля-Кантелi отримаємо, що

+∞∑
k=0

Fk

( ln |ak|
−ρ+ ε

)
=

+∞∑
k=0

P (Ak) < +∞

Цим завершується доведення п.a).
b) i) Позначимо

Ak
def
=
{
ω : λk(ω) ≥ ln |ak|

δk

}
.

Тодi∑+∞

k=0
P (Ak) =

∑+∞

k=0

(
1−Fk(

ln |ak|
δk

)
)

= +∞

i за уточненою другою частиною леми
Бореля-Кантелi ( [22]– [25]) P (C) = 0, тобто,
P (C) = 1, де

C
def
=

∞∩
N=0

∞∪
k=N

Ak.

Звiдси,

(∀ω ∈ C)(∀N ∈ N)(∃kN(ω) ≥ N) :

λk(ω) ≥ ln |ak|
δk

(k = kN(ω)),

тому,

− ln |ak|
λk(ω)

≤ −δk (k = kN(ω), N ≥ 1),

звiдки, остаточно ∀ω ∈ C :

σ(F, ω) = lim
k→+∞

− ln |ak|
λk(ω)

≤

≤ lim
N→+∞,
k=kN (ω)

− ln |ak|
λk(ω)

≤ lim
N→+∞,
k=kN (ω)

(−δk) ≤

≤ − lim
N→+∞,
k=kN (ω)

δk ≤ − lim
k→+∞

δk = ρ.

b) ii) Позначимо тепер

Ak
def
=
{
ω : λk(ω) <

ln |ak|
δk

}
i повторимо мiркування з доведення п.b) i).
Тодi∑+∞

k=0
P (Ak) =

∑+∞

k=0
Fk(

ln |ak|
δk

) = +∞

i за уточненою другою частиною леми
Бореля-Кантелi P (C) = 0, тобто, P (C) = 1,
де

C
def
=

∞∩
N=0

∞∪
k=N

Ak.

Звiдси,

(∀ω ∈ C)(∀N ∈ N)(∃kN(ω) ≥ N) :

λk(ω) <
ln |ak|
δk

(k = kN(ω)),

тому,

− ln |ak|
λk(ω)

< −δk (k = kN(ω), N ≥ 1),

звiдки, остаточно ∀ω ∈ C, тобто, м.н.

σ(F, ω) = lim
k→+∞

− ln |ak|
λk(ω)

≤

≤ lim
N→+∞,
k=kN (ω)

− ln |ak(ω)|
λk

≤ lim
N→+∞,
k=kN (ω)

(−δk) ≤

≤ − lim
N→+∞,
k=kN (ω)

δk ≤ − lim
k→+∞

δk = −ρ.

Теорему 3 повнiстю доведено.

Доведення Теореми 4. Знову, як i вище
у доведеннi Теореми 3, за Твердженням 4
маємо рiвнiсть (13).
i) Позначимо Ak =

{
ω : λk(ω) ≥ ln |ak|

−ρ+εk

}
.

Враховуючи, що 1 − Fk(
ln |ak|
−ρ+εk

) = P (Ak),
з умови отримаємо, що

∑+∞
k=0 P (Ak) <

∞, i за першою частиною леми Бореля-
Кантелi (див., наприклад, [26, 27]) P (C) =

1, C
def
=

∩∞
N=0

∪∞
k=N Ak. Оскiльки, C =∪∞

N=0

∩∞
k=N Ak, то для кожного ω ∈ C iснує

k = k∗(ω) таке, що ω ∈ Ak i −ρ+ εk < 0 для
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всiх k ≥ k∗(ω), тобто, (∀k ≥ k∗(ω)) : λk(ω) <
ln |ak|
−ρ+εk

. Звiдки, − ln |ak|
λk(ω)

> ρ− εk i, тому, м.н.

σ(F, ω) = lim
k→+∞

− ln |ak|
λk(ω)

≥ lim
k→+∞

(ρ− εk) = ρ.

(15)

a) ii) Введемо позначення Ak
def
={

ω : λk(ω) <
ln |ak|
−ρ+ εk

}
. За умовою∑+∞

k=0 P (Ak) < +∞. Тому, за першою
частиною леми Бореля-Кантелi P (C) = 1,
C

def
=

∩∞
N=0

∪∞
k=N Ak. Звiдки, як i вище

для кожного ω ∈ C =
∪∞
N=0

∩∞
k=N Ak

iснує k = k∗(ω) таке, що ω ∈ Ak i
−ρ + εk > 0 для всiх k ≥ k∗(ω), тоб-
то, (∀k ≥ k∗(ω)) : λk(ω) ≥ ln |ak|

−ρ+εk
. Звiдки,

− ln |ak|
λk(ω)

> ρ − εk i, тому, знову маємо ланцю-
жок спiввiдношень (15).

Пункт a) Теореми 6 доведено повнiстю.
b) За умовою σ(F, ω) = −∞ м.н. Тому, за
означенням верхньої границi

lim
k→+∞

ln |ak|
λk(ω)

= +∞ м.н.

маємо, що (∃B ∈ A, P (B) = 1)(∀ω ∈
B)(∀E > 1)(∀N ∈ Z+)(∃kN(ω) ≥ N, kN(ω) ∈
N) :

λk(ω) <
1

E
ln |ak| (k = kN(ω)).

Звiдси, B ⊂ C
def
=
∩∞
N=0

∪∞
k=N Ak, де Ak =

{ω : λk(ω) < 1
E

ln |ak|}, а, тому, P (C) = 1,
звiдки P (C) = 0. Отже, за першою части-
ною леми Бореля-Кантелi отримуємо, що∑∞

k=0
P (Ak) = +∞. Залишається пригада-

ти знову, що P (Ak) = Fk(
1
E

ln |ak|). Теорему
4 доведено повнiстю.

3. Деякi наслiдки. Якщо в теоремах 3 i
4 вибрати Zk(ω) ≡ 1, то пункт a) Теоре-
ми 3 дає Теорему 7 з [1] (див. також [2,
Theorem 3] та див. нижче п.a) Теореми 5),
а п. a) теореми 4 дає Теорему 9 з [1] (див.
також [2, Theorem 4] та див. нижче п.a) Те-
ореми 6). Зрозумiло, що те ж саме отрима-
ємо, якщо |Zk(ω)| = 1 м.н., або 0 < c1 ≤

|Zk(ω)| < c2 < +∞ м.н., або ще загальнiше,
коли ln |Zk(ω)| = o(ln |ak|) (k → +∞) м.н.

Отже, отримуємо у виглядi наслiдкiв такi
твердження.

Теорема 5. Нехай F ∈ D(Λ), ї ї коефiцiєн-
ти мають вигляд fk(ω) = akZk(ω) i викону-
ється умова ln |Zk(ω)| = o(ln |ak|) (k → +∞)
м.н. Припустимо, що

(
λk(ω)

)
— послiдов-

нiсть попарно незалежних випадкових вели-
чин з функцiями розподiлу Fk(x)

def
= P{ ω :

λk(ω) < x}, x ∈ R, k ≥ 0. Виконуються на-
ступнi твердження:
a) i) σ(ω) = σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (0,+∞) м.н. =⇒
(∀ε ∈ (0, ρ)) :

∑+∞
k=0

(
1− Fk( ln |ak|

−ρ+ε )
)
<∞;

ii) 0 ≥ σ(ω) = σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (−∞, 0] м.н.
=⇒ (∀ε > 0) :

∑+∞
k=0 Fk(

ln |ak|
−ρ+ε ) <∞;

b) i) Якщо iснує послiдовнiсть (δk) така,
що δk ∈ (−∞, 0) (k ≥ 0), lim

k→+∞
δk = −ρ,

ρ ∈ (0,+∞], i
∑+∞

k=0

(
1 − Fk(

ln |ak|
δk

)
)

= +∞,
то σ(F, ω) ≤ ρ м.н.
ii) Якщо iснує послiдовнiсть (δk) така, що
δk ∈ (0,+∞) (k ≥ 0), lim

k→+∞
δk = ρ, ρ ∈

[0,+∞], i
∑+∞

k=0 Fk(
ln |ak|
δk

) = +∞, то σ(F, ω) ≤
−ρ м.н.

Теорема 6. Нехай F ∈ D(Λ), ї ї коефiцiєнти
мають вигляд fk(ω) = akZk(ω) i виконується
умова ln |Zk(ω)| = o(ln |ak|) (k → +∞) м.н.
a) i) Якщо iснують ρ ∈ (0,+∞) i послi-
довнiсть (εk) такi, що εk → +0 (k → +∞)

i
∑+∞

k=0

(
1− Fk( ln |ak|

−ρ+εk
)
)
< +∞, то σ(F, ω) ≥ ρ

м.н.
ii) Якщо iснують ρ ∈ (−∞, 0] i послi-
довнiсть (εk) такi, що εk → +0 (k → +∞)

i
∑+∞

k=0 Fk(
ln |ak|
−ρ+εk

) < +∞, то σ(F, ω) ≥ ρ м.н.
b) σ(F, ω) = −∞ м.н. =⇒ (∀E > 1) :∑+∞

k=0 Fk(
1
E

ln |ak|) = +∞.

Пункти b) цих Теорем 5 i 6 є новими на-
вiть у випадку Zk(ω) = 1, тобто, рядiв Дi-
рiхле з випадковими показниками i детермi-
нованими коефiцiєнтами, як у статтях [1,2].
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