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АЛГЕБРА ТИПУ ВIНЕРА ФУНКЦIЙ, ПОРОДЖЕНИХ
(p, q)-ПОЛIНОМАМИ НА БАНАХОВОМУ ПРОСТОРI

У роботi дослiджено алгебру комплекснозначних функцiй на банаховому просторi, якi
розкладаються у абсолютно збiжний на обмежених множинах ряд (p, q)-полiномiв. Дослiдже-
но властивостi спектра цiєї алгебри.

We study the algebra of complex-valued functions on a Banach space which can be represented
as an absolutely convergent on bounded sets series of (p, q)-polynomials. Some properties of the
spectrum of this algebra are investigated.

1. Вступ
У роботах [1], [2], [3], [6], [7] дослiджу-

вались алгебри аналiтичних функцiй на ба-
нахових просторах та їх спектри. Нашим
завданням є дослiдження алгебри функцiй,
породжених (p, q)-полiномами на банахово-
му просторi. Ми розглядаємо алгебру функ-
цiй, якi розкладаються у абсолютно збiжний
на обмежених пiдмножинах банахового про-
стору ряд (p, q)-полiномiв. Таку алгебру мо-
жна розглядати як певне узагальнення вi-
домої алгебри Вiнера функцiй з абсолютно
збiжним рядом Фур’є. Для цiєї алгебри вда-
ється розвинути i застосувати технiку, роз-
роблену для аналiтичних функцiй у робо-
тах [2], [3], [7].

2. Основнi означення та попереднi
вiдомостi

Нехай X – банахiв простiр. Функцiю
A : Xp+q → C, де p, q ∈ Z, p, q ≥ 0, бу-
демо називати (p, q)-лiнiйною симетричною
формою, якщо A є лiнiйною за кожним iз
перших p аргументiв, антилiнiйною за ко-
жним iз останнiх q аргументiв, симетричною
за першими p аргументами i симетричною
за останнiми q аргументами. Простiр (p, q)-
лiнiйних симетричних форм будемо позна-
чати Ls

a(
p,qX). Простiр неперервних (p, q)-

лiнiйних симетричних форм будемо позна-
чати Ls(p,qX). Простiр Ls(p,qX) iз нормою

‖A‖ = sup
‖x1‖≤1,...,‖xp+q‖≤1

|A(x1, . . . , xp+q)|

є банаховим простором.

Якщо для функцiї P : X → C iснує (p, q)-
лiнiйна симетрична форма AP така, що P
є звуженням на дiагональ форми AP , тобто
P (x) = AP (x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

p+q

) для довiльного x ∈ X,

то P будемо називати (p, q)-полiномом. Чи-
сло p будемо називати степенем однорiдно-
стi P i позначати degh P , число q будемо
називати степенем антиоднорiдностi P i по-
значати dega P . Форму AP будемо називати
(p, q)-лiнiйною симетричною формою, асоцi-
йованою з (p, q)-полiномом P . Простiр (p, q)-
полiномiв будемо позначати Pa(

p,qX). Про-
стiр неперервних (p, q)-полiномiв iз нормою

‖P‖ = sup
‖x‖≤1

|P (x)|

будемо позначати P(p,qX).
У [5] побудовано так звану поляризацiйну

формулу, яка дозволяє знайти асоцiйовану
форму для даного (p, q)-полiнома:

AP (x1, . . . , xp+q) =
1

(2q + 1)2p+qp!q!
×

×
∑

ε1,...,εp+q=±1

ε1ε2 . . . εp+q

2q+1∑
j=1

α2q+1−p
j ×

× P
(
αj(ε1x1 + . . . + εpxp)+

+ εp+1xp+1 + . . . + εp+qxp+q

)
, (1)

де αj = exp
(

2π(j−1)i
2q+1

)
. Цим самим показано,

що простори Ls
a(

p,qX) i Pa(
p,qX) iзоморфнi.
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Також у [5] доведено так звану поляри-
зацiйну нерiвнiсть для норм неперервного
(p, q)-полiнома i асоцiйованої з ним (p, q)-
лiнiйної симетричної форми:

‖P‖ ≤ ‖AP‖ ≤ c(p, q, X)‖P‖,
де c(p, q,X) – поляризацiйна константа, яка
знаходиться в межах 1 ≤ c(p, q, X) ≤
(p+q)p+q

p!q!
.

Iз поляризацiйної формули i поляриза-
цiйної нерiвностi випливає, що простори
Ls(p,qX) i P(p,qX) топологiчно iзоморфнi.

3. Тензорнi добутки
Побудуємо передспряжений простiр

до простору неперервних (p, q)-полiномiв
P(p,qX).

Для банахового простору
X = (X, +, ·, ‖ · ‖) визначимо простiр
X = (X, +, ∗, ‖ · ‖), у якому задамо опе-
рацiю множення на скаляр ” ∗ ” наступним
чином:

∀λ ∈ C ∀x ∈ X λ ∗ x = λ · x.

Простiр X називають комплексно-спряже-
ним простором до простору X. Очевидно, X
буде банаховим простором, антиiзоморфним
до X.

Тензорний добуток
X

⊗
. . .

⊗
X︸ ︷︷ ︸

p

⊗
X

⊗
. . .

⊗
X︸ ︷︷ ︸

q

будемо на-

зивати тензорним (p, q)-степенем простору
X i будемо позначати

⊗p,q X.
Означення 1. Визначимо оператор

(p, q)-симетризацiї sp,q :
⊗p,q X → ⊗p,q X.

На елементарних тензорах покладемо

sp,q(x1 ⊗ . . .⊗ xp+q) =
1

p!q!
×

×
∑

σ∈S(p)

∑

τ∈S(q)

xσ(1) ⊗ . . .⊗ xσ(p) ⊗ xp+τ(1) ⊗ . . .

⊗ xp+τ(q),

де через S(n) позначено групу всiх пiдста-
новок на множинi {1, 2, . . . , n}.

На довiльнi тензори продовжуємо sp,q за
лiнiйнiстю.

Образ оператора sp,q назвемо (p, q)-
симетричним тензорним степенем про-
стору X i будемо позначати

⊗p,q
s X.

Елемент простору
⊗p,q

s X вигляду
x⊗(p,q) = x⊗ . . .⊗ x︸ ︷︷ ︸

p

⊗ x⊗ . . .⊗ x︸ ︷︷ ︸
q

будемо

називати елементарним (p, q)-симетричним
тензором.
Твердження 1. Кожен елемент про-

стору
⊗p,q

s X можна зобразити у виглядi
скiнченної суми елементiв вигляду λy⊗(p,q),
де |λ| = 1.

Доведення. Доведемо спочатку, що
(p, q)-симетризацiю довiльного елементарно-
го тензора можна подати у виглядi такої су-
ми.

Нехай x1 ⊗ . . .⊗ xp+q ∈
⊗p,q X. Нехай f :

Xp+q → → ⊗p,q
s X, f(x1, . . . , xp+q) = s(x1 ⊗

. . . ⊗ xp+q). Очевидно, f є (p, q)-лiнiйним
симетричним вiдображенням. Використаємо
поляризацiйну формулу.

f(x1, . . . , xp+q) =
1

2p+qp!q!
×

∑
ε1,...,εp+q=±1

ε1 . . . εp+q ×
2q+1∑

l=1

α2q+1−p
l

2q + 1
×

× f

(
∆p,q

(
αl

p∑

k=1

εkxk +

p+q∑

k=p+1

εkxk

))
=

=
∑

ε1,...,εp+q=±1

2q+1∑

l=1

ε1 . . . εp+qα
2q+1−p
l ×

×
((

1

2p+qp!q!(2q + 1)

)1/p+q

×

×
(

αl

p∑

k=1

εkxk +

p+q∑

k=p+1

εkxk

))⊗(p,q)

,

де ∆p,q(x) = (x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
p+q

).

Оскiльки |ε1 . . . εp+qα
2q+1−p
l | = 1, то для

(p, q)-симетризацiї елементарного тензора
теорему доведено. Кожен тензор θ ∈ ⊗p,q

s X
є сумою (p, q)-симетризацiй елементарних
тензорiв, тому

θ =
∑

i

λiy
⊗(p,q)
i , |λi| = 1.
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Покажемо, що простiр Pa(
p,qX) iзо-

морфний простору лiнiйних функцiоналiв
(
⊗p,q

s X)
∗.

Твердження 2. Для кожного P ∈
Pa(

p,qX) iснує лiнiйний функцiонал j∗p,q(P )
на

⊗p,q
s X такий, що наступна дiаграма

комутує:

X
P //

δp,q ##GG
GG

GG
GG

G C

⊗p,q
s X

j∗p,q(P )

;;xxxxxxxxx

,

де δp,q(x) = x⊗(p,q). Вiдображення j∗p,q є
iзоморфiзмом мiж просторами Pa(

p,qX) i
(
⊗p,q

s X)
∗.

Доведення. Нехай P ∈ Pa(
p,qX). Визна-

чимо j∗p,q(P ) на елементарних симетричних
тензорах:

j∗p,q(P )(x⊗(p,q)) = P (x)

i продовжимо за лiнiйнiстю на всi тензори
θ ∈ ⊗p,q

s X:

j∗p,q(P )(θ) = j∗p,q(P )

(
n∑

i=1

λix
⊗(p,q)
i

)
=

=
n∑

i=1

λij
∗
p,q(P )(x

⊗(p,q)
i ) =

n∑
i=1

λiP (xi).

Тодi j∗p,q(P ) ∈ (
⊗p,q

s X)
∗ i дiаграма комутує.

Доведемо iн’єктивнiсть вiдображення
j∗p,q. Умова комутативностi дiаграми ви-
значає значення лiнiйного функцiонала
j∗p,q(P ) на елементарних (p, q)-симетричних
тензорах, а саме j∗p,q(P )(x⊗(p,q)) = P (x).
Тому j∗p,q(P ) однозначно визначає значення
(p, q)-полiнома P , образом якого вiн є.

Доведемо сюр’єктивнiсть вiдображення
j∗p,q. Нехай маємо деякий лiнiйний функцiо-
нал f ∈ (

⊗p,q
s X)

∗. Покажемо, що iснує та-
кий (p, q)-полiном P ∈ Pa(

p,qX), що j∗p,q(P ) =
f . Покладемо

Ap,q(x1, . . . , xp+q) = f(sp,q(x1 ⊗ . . .⊗ xp+q)).

Легко перевiрити, що Ap,q ∈ La(
p,qX). Нехай

P – це (p, q)-полiном, асоцiйований з Ap,q.
Тодi j∗p,q(P ) = f .

Лiнiйнiсть оператора j∗p,q також перевiри-
ти не складно. Отже, j∗p,q є iзоморфiзмом
мiж просторами Pa(

p,qX) i (
⊗p,q

s X)
∗.

Введемо норму на просторi
⊗p,q

s X. Для
θ ∈ ⊗p,q

s X покладемо

‖θ‖π,s = inf
{∑

j

‖yj‖p+q : θ =
∑

j

λjy
⊗(p,q)
j ,

|λj| = 1
}

.

Будемо називати ‖ · ‖s,π проективною си-
метричною тензорною нормою. Простiр⊗p,q

s X iз нормою ‖ · ‖s,π будемо позначати⊗p,q
s,π X.
Твердження 3. Вiдкрита одини-

чна куля простору
⊗p,q

s,π X збiгає-
ться з опуклою оболонкою множини
M =

{
λx⊗(p,q) : λ ∈ C, |λ| = 1, ‖x‖ < 1

}
.

Доведення. Нехай B1 – вiдкрита одини-
чна куля простору

⊗p,q
s,π X, conv(M) – опу-

кла оболонка множини M .
Покажемо, що conv(M) ⊂ B1. Не-

хай θ ∈ conv(M). Тодi iснують скiнчен-
нi послiдовностi {µi}n

i=1 ⊂ R, {λi}n
i=1 ⊂ C,

{xi}n
i=1 ⊂ X, такi, що µi > 0,

∑n
i=1 µi = 1,

|λi| = 1, ‖xi‖ < 1 i θ =
∑n

i=1 µiλix
⊗(p,q)
i . Тодi

‖θ‖s,π ≤
n∑

i=1

|µiλi| · ‖x⊗(p+q)
i ‖ <

<

n∑
i=1

|µiλi| =
n∑

i=1

µi = 1.

Отже, ‖θ‖s,π < 1, тому θ ∈ B1.
Покажемо, що B1 ⊂ conv(M). Нехай θ ∈

B1. Якщо θ = 0, то θ ∈ conv(M). Нехай θ 6=
0. Тодi 0 < ‖θ‖s,π < 1. Оскiльки ‖θ‖s,π <

1, то iснує зображення θ, θ =
∑n

i=1 λiy
⊗(p,q)
i ,

таке, що |λi| = 1 i
∑n

i=1 ‖yi‖p+q < 1.
Нехай ε – поки що довiльне додатне чи-

сло. Можемо зобразити θ у такому виглядi:

θ =
n∑

i=1

(1+ε)p+q‖yi‖p+qλi

(
yi

‖yi‖(1 + ε)

)⊗(p,q)

.

Виберемо ε так, щоб виконувалась умова
n∑

i=1

(1 + ε)p+q‖yi‖p+q < 1.
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Для цього достатньо взяти

ε < p+q

√
1∑n

i=1 ‖yi‖p+q
− 1.

Тепер позначимо (1 + ε)p+q‖yi‖p+q через µi.
Покладемо µn+1 = 1−∑n

i=1 µi. Тодi

θ = µn+1 · 0 +
n∑

i=1

µiλi

(
yi

‖yi‖(1 + ε)

)⊗(p,q)

.

Отже, θ ∈ conv(M).
Позначимо звуження вiдображення j∗p,q

на простiр неперервних (p, q)-полiномiв
P(p,qX) через j′p,q. Покажемо, що j′p,q

є iзометрiєю мiж просторами P(p,qX) i(⊗p,q
s,π X

)′
.

Твердження 4. Простiр неперервних
(p, q)-полiномiв P(p,qX) є iзометричним до
простору неперервних лiнiйних функцiона-
лiв

(⊗p,q
s,π X

)′
.

Доведення. Оцiнимо норму (p, q)-
полiнома P .

‖P‖ = sup
‖x‖≤1

|P (x)| = sup
‖x‖≤1

|j′p,q(P )(x⊗(p,q))| ≤

≤ sup
‖θ‖≤1

|j′p,q(P )(θ)| = ‖j′p,q(P )‖.

Отже, ‖P‖ ≤ ‖j′p,q(P )‖. Оцiнимо норму
j′p,q(P ).

‖j′p,q(P )‖ = sup
‖θ‖s,π≤1

|j′p,q(P )(θ)| =

= sup
‖θ‖s,π<1

|j′p,q(P )(θ)| =

= sup

{∣∣∣∣j′p,q(P )

( n∑
i=1

µiλix
⊗(p,q)
i

)∣∣∣∣ : µi > 0,

n∑
i=1

µi ≤ 1, |λi| = 1, ‖xi‖ < 1

}
.

Оскiльки
∣∣∣∣j′p,q(P )

( n∑
i=1

µiλix
⊗(p,q)
i

)∣∣∣∣ ≤

≤
n∑

i=1

µi

∣∣∣∣j′p,q(P )

(
x
⊗(p,q)
i

)∣∣∣∣ =
n∑

i=1

µi|P (xi)| ≤

≤ ‖P‖
n∑

i=1

µi‖xi‖ ≤ ‖P‖,

то ‖j′p,q(P )‖ ≤ ‖P‖. Звiдси робимо висновок,
що ‖P‖ = ‖j′p,q(P )‖.

Простiр
(⊗p,q

s,π X
)′

збiгається з просто-

ром
(⊗̂

p,q
s,πX

)′
, де

⊗̂
p,q
s,πX – поповнення про-

стору
⊗p,q

s,π X. Тому ми отримали зображе-
ння простору P(p,qX) у виглядi спряженого
до банахового простору

⊗̂
p,q
s,πX.

4. k-однорiднi полiноми на тензорно-
му добутку

Визначимо вiдображення

j : P(km,klX) → P(k
⊗̂

m,l
s,π X)

наступним чином. Нехай P ∈ P(km,klX), AP

– (km, kl)-лiнiйна симетрична форма, асоцi-
йована з P . Покладемо

AP(m,l)
(x
⊗(m,l)
1 , . . . , x

⊗(m,l)
k ) = AP (x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸

m

, . . .

. . . , xk, . . . , xk︸ ︷︷ ︸
m

; x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
l

, . . . , xk, . . . , xk︸ ︷︷ ︸
l

)

i продовжимо за k-лiнiйнiстю на всi тензори
iз

⊗̂
p,q
s,πX. Тодi AP(m,l)

буде k-лiнiйною симет-
ричною формою на просторi

⊗̂
p,q
s,πX. Покла-

демо P(m,l)(θ) = AP(m,l)
(θ, . . . , θ︸ ︷︷ ︸

k

). Тепер ви-

значимо вiдображення j як j(P ) = P(m,l).
Теорема 1. Для неперервного (km, kl)-

полiнома P , k-однорiдний полiном P(m,l) бу-
де неперервним i для норми полiнома P(m,l)

маємо таку оцiнку:

‖P‖ ≤ ‖P(m,l)‖ ≤ c(km, kl,X)‖P‖,
де c(km, kl, X) – поляризацiйна константа.
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Доведення. Оцiнимо значення полiнома
P(m,l) на вiдкритiй одиничнiй кулi просто-
ру

⊗̂
p,q
s,πX. Якщо θ ∈ ⊗̂

p,q
s,πX i ‖θ‖ < 1,

то за твердженням 3 iснують послiдовно-
стi {µi}n

i=1 ⊂ R, {λi}n
i=1 ⊂ C, {xi}n

i=1 ⊂ X
такi, що µi > 0,

∑n
i=1 µi ≤ 1, |λi| = 1,

‖xi‖ < 1 i θ =
∑n

i=1 µiλix
⊗(m,l)
i . Оцiнимо зна-

чення |P(m,l)(θ)|.
∣∣P(m,l)(θ)

∣∣ =
∣∣AP(m,l)

(θ, . . . , θ︸ ︷︷ ︸
k

)
∣∣ =

=

∣∣∣∣AP(m,l)

( n∑
i1=1

µi1λi1x
⊗(m,l)
i1

, . . .

. . . ,

n∑
ik=1

µikλikx
⊗(m,l)
ik

)∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
n∑

i1,...,ik=1

µi1λi1 . . . µikλik×

× AP(m,l)

(
x
⊗(m,l)
i1

, . . . . . . , x
⊗(m,l)
ik

)∣∣∣∣ ≤

≤
n∑

i1,...,ik=1

µi1 . . . , µik×

×
∣∣∣∣AP(m,l)

(
x
⊗(m,l)
i1

, . . . . . . , x
⊗(m,l)
ik

)∣∣∣∣ =

=
n∑

i1,...,ik=1

µi1 . . . µik

∣∣AP (xi1 , . . . , xi1︸ ︷︷ ︸
m

, . . .

. . . , xik , . . . , xik︸ ︷︷ ︸
m

; xi1 , . . . , xi1︸ ︷︷ ︸
l

, . . . , xik , . . . , xik︸ ︷︷ ︸
l

)
∣∣ ≤

≤
n∑

i1,...,ik=1

µi1 . . . µik‖xi1‖m+l . . . ‖xik‖m+l‖AP‖ ≤

≤ ‖AP‖
n∑

i1,...,ik=1

µi1 . . . µik = ‖AP‖
(

n∑
i=1

µi

)k

≤

≤ ‖AP‖ ≤ c(km, kl, X)‖P‖.
Отже, полiном P(m,l) – неперервний i
‖P(m,l)‖ ≤ c(km, kl, X)‖P‖.

Оскiльки P (x) = P(m,l)

(
x⊗(m,l)

)
i з того,

що ‖x‖ ≤ 1 випливає, що ‖x⊗(m,l)‖s,π ≤ 1,
то ‖P‖ ≤ ‖P(m,l)‖.

5. Алгебра типу Вiнера функцiй, по-
роджених (p, q)-полiномами

Нехай W0(X) – алгебра, породжена скiн-
ченними лiнiйними комбiнацiями i добутка-
ми всiх (p, q)-полiномiв, де p, q ∈ Z, p, q ≥ 0.
Кожен елемент f алгебри W0(X) можна по-
дати у виглядi

f =
n∑

m=0

m∑

k=0

fk,m−k,

де fk,m−k ∈ P(k,m−kX).
Позначимо Q+ множину рацiональних

чисел, бiльших вiд нуля. Для кожного r ∈
Q+ введемо на алгебрi W0(X) норму

‖f‖r =
n∑

m=0

m∑

k=0

sup
‖x‖≤r

|fk,m−k(x)|.

Зауважимо, що оскiльки fk,m−k ∈ P(p,qX),
то

sup
‖x‖≤r

|fk,m−k(x)| = sup
‖y‖≤1

|fk,m−k(ry)| = rm‖fk,m−k‖.

На W0(X) отримали злiченну систему
норм {‖ · ‖r : r ∈ Q+}. Ця система норм по-
роджує на W0(X) метризовну топологiю.
Нехай W(X) – поповнення алгебри W0(X)
в метрицi, породженiй системою норм. Еле-
ментами алгебри W(X) будуть функцiї

f =
∞∑

m=0

m∑

k=0

fk,m−k

такi, що для кожного r ∈ Q+ буде збiжним
ряд

‖f‖r =
∞∑

m=0

m∑

k=0

rm‖fk,m−k‖.

Нехай W(X)′ – простiр лiнiйних неперерв-
них функцiоналiв на W(X). Не складно пе-
ревiрити правильнiсть такого твердження:
Твердження 5. Для кожного лiнiйного

неперервного функцiонала φ ∈ W(X)′ iснує
число r ∈ Q+ таке, що φ – неперервний вiд-
носно норми ‖ · ‖r.

Зауважимо, що для P ∈ P(p,qX) має-
мо ‖P‖r = rp+q‖P‖. Звiдси робимо висно-
вок, що звуження норми ‖ · ‖r на простiр
P(p,qX) є нормою, еквiвалентною до нор-
ми рiвномiрної збiжностi на одиничнiй ку-
лi. Отже, топологiя, успадкована простором
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P(p,qX) вiд алгебри W(X), збiгається з то-
пологiєю рiвномiрної збiжностi на одиничнiй
кулi. Для лiнiйного неперервного функцiо-
нала φ ∈ W(X)′ будемо позначати φp,q зву-
ження φ на простiр P(p,qX). Оскiльки φ –
неперервний, то φp,q – також неперервний i
iснує

‖φp,q‖ = sup{|φp,q(P )| : P ∈ P(p,qX), ‖P‖ ≤ 1}.
Означення 2. Визначимо радiус-

функцiю R на W(X)′, поклавши за R(φ)
iнфiмум r > 0 таких, що φ є неперервним
вiдносно норми ‖ · ‖r.
Зауважимо, що згiдно з твердженням 5, для
кожного φ ∈ W(X)′

0 ≤ R(φ) < ∞.

Теорема 2. Радiус-функцiя R на W(X)′

задається рiвнiстю

R(φ) = lim sup
m→∞

max
0≤k≤m

‖φk,m−k‖1/m.

Доведення. Доведемо, що
R(φ) ≥ lim sup

m→∞
max

0≤k≤m
‖φk,m−k‖1/m. Якщо

lim sup
m→∞

max
0≤k≤m

‖φk,m−k‖1/m = 0, то нерiвнiсть

очевидна. Нехай

0 < t < lim sup
m→∞

max
0≤k≤m

‖φk,m−k‖1/m.

Тодi iснує зростаюча послiдовнiсть
{mj}∞j=1 ⊂ N така, що max

0≤k≤mj

‖φk,mj−k‖1/mj >

t для достатньо великих j. Звiдси, iснує
послiдовнiсть (p, q)-полiномiв {Pj}∞j=1, сума
однорiдного i антиоднорiдного степенiв
яких дорiвнює mj, ‖Pj‖ = 1 i |φ(Pj)| > tmj

для достатньо великих j. Нехай 0 < r < t.
Тодi ‖Pj‖r = rmj i

|φ(Pj)| > tmj = (t/r)mj · rmj = (t/r)mj‖Pj‖r.

Оскiльки (t/r)mj → +∞ при j → +∞, то
φ – розривний вiдносно норми ‖ · ‖r. Отже,
R(φ) ≥ r. Але, оскiльки t i r обранi довiльно,
то

R(φ) ≥ lim sup
m→∞

max
0≤k≤m

‖φk,m−k‖1/m.

Тепер доведемо, що

R(φ) ≤ lim sup
m→∞

max
0≤k≤m

‖φk,m−k‖1/m.

Нехай

lim sup
m→∞

max
0≤k≤m

‖φk,m−k‖1/m < s.

Тодi для великих m

‖φk,m−k‖ ≤ sm

Можна вибрати константу c ≥ 1 таку, що

‖φk,m−k‖ ≤ csm

для довiльних m > 0 i 0 ≤ k ≤ m.

Нехай f ∈ W(X), f =
∞∑

m=0

m∑
k=0

fk,m−k. Не-

хай r > s. Оскiльки rm‖fk,m−k‖ = ‖fk,m−k‖r

i ‖f‖r =
∞∑

j=0

j∑
i=0

‖fi,j−i‖r ≥ ‖fk,m−k‖r для до-

вiльних m ≥ 0 i 0 ≤ k ≤ m, то

‖fk,m−k‖ =
1

rm
‖fk,m−k‖r ≤ 1

rm
‖f‖r.

Iз неперервностi φk,m−k отримуємо

|φk,m−k(fk,m−k)| ≤ ‖φk,m−k‖‖fk,m−k‖ ≤ csm

rm
‖f‖r.

Тепер

|φ(f)| =
∣∣∣φ

( ∞∑
m=0

m∑

k=0

fk,m−k

)∣∣∣ =

=
∣∣∣
∞∑

m=0

m∑

k=0

φk,m−k(fk,m−k)
∣∣∣ ≤

≤
∞∑

m=0

m∑

k=0

|φk,m−k(fk,m−k)| ≤

≤
∞∑

m=0

mcsm

rm
‖f‖r =

= c
( ∞∑

m=0

m
(s

r

)m)
‖f‖r =

cs/r

(1− s/r)2
‖f‖r.

Отже, φ – неперервний вiдносно норми ‖ · ‖r.
Звiдси R(φ) ≤ r. Оскiльки s i r вибрали до-
вiльно, то

R(φ) ≤ lim sup
m→∞

max
0≤k≤m

‖φk,m−k‖1/m.

Отже, отримали

R(φ) = lim sup
m→∞

max
0≤k≤m

‖φk,m−k‖1/m.
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Теорема 3. Нехай φ – лiнiйний функцiо-
нал на алгебрi W(X). Припустимо, що зву-
ження φ на простори P(p,qX), p, q ≥ 0, не-
перервнi i їх норми задовольняють оцiнку
‖φp,q‖ ≤ csp+q для деяких c, s > 0. Тодi φ –
неперервний лiнiйний функцiонал.

Доведення. Нехай r > s i f – довiльна
функцiя iз W(X). Тодi, згiдно з доведеною
в теоремi 2 оцiнкою,

|φ(f)| ≤ cs/r

(1− s/r)2
‖f‖r.

Отже, φ – неперервний вiдносно норми ‖ · ‖r.
Оскiльки φ – неперервний вiдносно однiєї з
норм, якi породжують топологiю на W(X),
то φ – неперервний вiдносно топологiї алге-
бри W(X).

6. Основний результат
Нехай m, l – деякi цiлi невiд’ємнi числа.

Нехай
Λ = {(p, q) : p, q ∈ Z,

0 ≤ p ≤ m, 0 ≤ q ≤ l} \ {(m, l)}.
Нехай WΛ(X) – пiдалгебра алгебри W(X),
породжена всiма (p, q)-полiномами, для
яких (p, q) ∈ Λ.
Теорема 4. Нехай φ – лiнiйний

неперервний функцiонал на W(X)
такий, що φ(P ) = 0 для кожного
P ∈ P(m,lX) ∩WΛ(X) i φm,l 6= 0. Тодi iснує
неперервний комплекснозначний гомомор-
фiзм ψ на W(X) такий, що ψp,q = 0, якщо
(p, q) ∈ Λ, i ψm,l = φm,l. Радiус-функцiя

R(ψ) ≤ e
m + l

mm/(m+l)ll/(m+l)
‖φm,l‖1/(m+l).

Доведення. Оскiльки простiр P(m,lX) є

iзометричним до простору
(⊗̂

m,l
s,π X

)′
(твер-

дження 4) з iзометрiєю j′m,l, то простiр не-
перервних лiнiйних функцiоналiв P(m,lX)′

iзометричний до простору
(⊗̂

m,l
s,π X

)′′
. Нехай

j′′m,l : P(m,lX)′ →
(⊗m,l

s,π X
)′′

– iзометрiя мiж
цими просторами. Нехай w = j′′m,l(φm,l). Тодi
‖w‖ = ‖φm,l‖. Оскiльки φm,l 6= 0, то w 6= 0.
Тепер для довiльного P ∈ P(m,lX)

φm,l(P ) = j′′m,l(φm,l)(j
′
m,l(P )) = w(j′m,l(P )).

Нехай маємо (km, kl)-полiном P , де k – цi-
ле невiд’ємне число. Згiдно з теоремою 5.1,
простiр (km, kl)-полiномiв P(km,klX) вiдо-
бражається в простiр P(k

⊗̂
m,l
s,π X) вiдобра-

женням Q 7→ Q(m,l). При цьому маємо таку
оцiнку для норм:

‖Q‖ ≤ ‖Q(m,l)‖ ≤ c(km, kl, X)‖Q‖.
Нехай P(m,l) – образ P при даному iзомор-
фiзмi. Будемо позначати P̃(m,l) продовжен-
ня Арона-Бернера (див. [4]) полiнома P(m,l)

на простiр
(⊗̂

m,l
s,π X

)′′
. Для довiльного (p, q)-

полiнома Q покладемо

ψ(Q) =

=





Q̃(m,l)(w),
якщо iснує k таке, що
degh Q = km, dega Q = kl

0, в iншому випадку.

Перевiримо, що ψm,l = φm,l. Для
Q ∈ P(m,lX) полiном Q(m,l) – це лiнiй-
ний неперервний функцiонал на просторi⊗̂

m,l
s,π X, тому

ψ(Q) = Q̃(m,l)(w) = w(Q(m,l)) =

= w(j′m,l(Q)) = φm,l(Q).

Отже, ψm,l = φm,l.
Доведемо, що для довiльних (p, q)-

полiномiв P i Q буде ψ(PQ) = ψ(P )ψ(Q).
Розглянемо три випадки.

a) Припустимо, що не iснує такого цiло-
го k, що degh PQ = km i dega PQ = kl. Тодi
виконується принаймнi одна з умов:

1) не iснує такого цiлого k1, що
degh P = k1m i dega P = k1l,

2) не iснує такого цiлого k2, що
degh Q = k2m i dega Q = k2l.

У першому випадку ψ(P ) = 0 i
ψ(PQ) = 0. У другому випадку ψ(Q) = 0 i
ψ(PQ) = 0. Отже, ψ(PQ) = ψ(P )ψ(Q).

b) Припустимо, що iснує цiле k таке, що
degh PQ = km i dega PQ = kl, i iснує цiле
k1 таке, що degh P = k1m i dega P = k1l.
Позначимо k2 = k − k1. Тодi degh Q = k2m,

Буковинський математичний журнал. 2013. – Т. 1, № 1-2. 21



dega Q = k2l i

ψ(PQ) = ˜(PQ)(m,l)(w) =

= P̃(m,l)(w)Q̃(m,l)(w) = ψ(P )ψ(Q).

c) Припустимо, що iснує цiле k та-
ке, що degh PQ = km i dega PQ = kl, i не
iснує цiлого k1 такого, що degh P = k1m i
dega P = k1l. Тодi не iснує цiлого k2 тако-
го, що degh Q = k2m i dega Q = k2l. Звiдси,
ψ(P ) = 0 i ψ(Q) = 0. Нехай (uα) – напрям-
ленiсть елементiв

⊗̂
m,l
s,π X, яка збiгається до

w у ∗-слабкiй топологiї простору
(⊗̂

m,l
s,π X

)′′
,

при цьому α належить iндекснiй множинi U .
Знайдемо значення ψ(PQ).

ψ(PQ) = ˜(PQ)(m,l)(w) = A ˜(PQ)(m,l)
(w, . . . , w︸ ︷︷ ︸

k

) =

= lim
α1,...,αk

A(PQ)(m,l)
(uα1 , . . . , uαk

).

Оскiльки uα ∈ ⊗̂
m,l
s,π X, то uα =∑∞

j=1 λjx
⊗(m,l)
j,α , де |λj| = 1 i xj,α ∈ X.

Тепер

ψ(PQ) = lim
α1,...,αk

A(PQ)(m,l)

( ∞∑
j1=1

λj1x
⊗(m,l)
j1,α1

, . . .

. . . ,

∞∑
jk=1

λjk
x
⊗(m,l)
jk,αk

)
=

= lim
α1,...,αk

∞∑
j1,...,jk=1

λj1 . . . λjk
×

× A(PQ)(m,l)

(
x
⊗(m,l)
j1,α1

, . . . , x
⊗(m,l)
jk,αk

)
.

За означенням,

A(PQ)(m,l)

(
x
⊗(m,l)
j1,α1

, . . . , x
⊗(m,l)
jk,αk

)
=

= APQ(xj1,α1 , . . . , xj1,α1︸ ︷︷ ︸
m

, . . .

. . . , xjk,αk
, . . . , xjk,αk︸ ︷︷ ︸

m

; xj1,α1 , . . . , xj1,α1︸ ︷︷ ︸
l

, . . .

. . . , xjk,αk
, . . . , xjk,αk︸ ︷︷ ︸

l

).

Зробимо зауваження щодо позначень.
Нехай маємо деяку (p, q)-лiнiйну форму
B : Y p+q → C. Нехай

y = (y1, . . . , yp) ∈ Y p, z = (z1, . . . , zq) ∈ Y q.

Можемо розглянути y як вiдображення з
множини {1, 2, . . . , p} у простiр Y , а z – як
вiдображення з множини {1, 2, . . . , q} у про-
стiр Y . Тодi B можна розглядати як фун-
кцiю вiд цих вiдображень:

B(y; z) = B(y1, . . . , yp; z1, . . . , zq).

Нехай x : {1, 2, . . . , k} → X дiє за законом

x : i 7→ xji,αi
,

нехай τh : {1, 2, . . . , km} → {1, 2, . . . , k} дiє
за законом

τh(i) = n, де n – таке, що (n− 1)m < i ≤ nm

i нехай τa : {1, 2, . . . , kl} → {1, 2, . . . , k} дiє за
законом

τa(i) = n, де n – таке, що (n− 1)l < i ≤ nl.

Тодi x ◦ τh ∈ Xkm, x ◦ τa ∈ Xkl i, згiдно з вве-
деним вище позначенням, можемо записати

A(PQ)(m,l)

(
x
⊗(m,l)
j1,α1

, . . . , x
⊗(m,l)
jk,αk

)
=

= APQ(x ◦ τh; x ◦ τa).

Нехай θhP – тотожне вiдображення на мно-
жинi {1, 2, . . . , degh P}:

θhP = id{1,2,...,degh P},

θaP – тотожне вiдображення на множинi
{1, 2, . . . , dega P}:

θaP = id{1,2,...,dega P},

θhQ – вiдображення з {1, 2, . . . , degh Q} в
{degh P + 1, degh P + 2, . . . , degh P + degh Q},
яке дiє за законом

θhQ(i) = degh P + i,

θaQ – вiдображення з {1, 2, . . . , dega Q} в
{dega P + 1, dega P + 2, . . . , dega P + dega Q},
яке дiє за законом

θaQ(i) = dega P + i.
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Для y ∈ Xkm, z ∈ Xkl легко перевiрити ви-
конання рiвностi

APQ(y; z) =
1

(km)!(kl)!
×

×
∑

σh∈S(km)

∑

σa∈S(kl)

AP (y ◦σh ◦θhP ; z ◦σa ◦θaP )×

× AQ(y ◦ σh ◦ θhQ; z ◦ σa ◦ θaQ).

Дiйсно, оскiльки в правiй i лiвiй частинах
рiвностi знаходяться (km, kl)-лiнiйнi симе-
тричнi форми, звуження на дiагональ яких
спiвпадають, то рiвнiсть правильна. Запи-
шемо цю рiвнiсть при y = x ◦ τh, z = x ◦ τa.

APQ(x◦τh; x◦τa) =
1

(km)!(kl)!

∑

σh∈S(km)

∑

σa∈S(kl)

AP (x ◦ τh ◦ σh ◦ θhP ; x ◦ τa ◦ σa ◦ θaP )×
× AQ(x ◦ τh ◦ σh ◦ θhQ; x ◦ τa ◦ σa ◦ θaQ).

Отже,

ψ(PQ) =
1

(km)!(kl)!
×

×
∑

σh∈S(km)

∑

σa∈S(kl)

lim
α1,...,αk

∞∑
j1,...,jk=1

λj1 . . . λjk
×

× AP (x ◦ τh ◦ σh ◦ θhP ; x ◦ τa ◦ σa ◦ θaP )×
× AQ(x ◦ τh ◦ σh ◦ θhQ; x ◦ τa ◦ σa ◦ θaQ).

Лема. Для фiксованих пiдстановок σh,
σa iснує таке число s0 ∈ {1, 2, . . . , k}, що
виконується принаймнi одна з умов:

1) 1 ≤ |(τh ◦ σh ◦ θhP )−1(s0)| < m,

2) 1 ≤ |(τa ◦ σa ◦ θaP )−1(s0)| < l,

3) |(τh ◦ σh ◦ θhP )−1(s0)| = 0
i
|(τa ◦ σa ◦ θaP )−1(s0)| ≥ 1,

4) |(τa ◦ σa ◦ θaP )−1(s0)| = 0
i
|(τh ◦ σh ◦ θhP )−1(s0)| ≥ 1.

Доведення. Припустимо, що для ко-
жного s ∈ {1, 2, . . . , k} не виконується жо-
дна з цих умов. Тодi для кожного s ∈
{1, 2, . . . , k} буде виконуватись

(I) |(τh ◦ σh ◦ θhP )−1(s)| = m
i
|(τa ◦ σa ◦ θaP )−1(s)| = l,

або

(II) |(τh ◦ σh ◦ θhP )−1(s)| = 0
i
|(τa ◦ σa ◦ θaP )−1(s)| = 0.

Нехай кiлькiсть тих s, для яких виконує-
ться (I), дорiвнює n. Тодi

degh P =
∣∣(τh ◦ σh ◦ θhP )−1{1, 2, . . . , k}

∣∣ = nm

i

dega P =
∣∣(τa ◦ σa ◦ θaP )−1{1, 2, . . . , k}∣∣ = nl.

Приходимо до суперечностi з тим, що не
iснує такого числа k1, що degh P = k1m i
dega P = k1l.

Продовження доведення теореми.

Отже, iснує число s0, для якого виконує-
ться одна з умов 1) – 4). Позначимо

d1 =
∣∣(τh ◦ σh ◦ θhP )−1(s0)

∣∣ ,

d2 =
∣∣(τa ◦ σa ◦ θaP )−1(s0)

∣∣ .

Зафiксуємо всi аргументи xj1,α1 , . . . , xjk,αk
,

крiм xjs0 ,αs0
. Позначимо

Pσ(xjs0 ,αs0
) = AP (x◦τh◦σh◦θhP ; x◦τa◦σa◦θaP ),

Qσ(xjs0 ,αs0
) = AQ(x◦τh◦σh◦θhQ; x◦τa◦σa◦θaQ).

Тодi Pσ буде (d1, d2)-полiномом вiд xjs0 ,αs0
,

Qσ буде (m−d1, l−d2)-полiномом вiд xjs0 ,αs0
.
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Тодi

ψ(PQ) =
1

(km)!(kl)!
×

×
∑

σh∈S(km)

∑

σa∈S(kl)

lim
α1,...,αk

∞∑
j1,...,jk=1

λj1 . . . λjk
×

× Pσ(xjs0 ,αs0
)Qσ(xjs0 ,αs0

) =

=
1

(km)!(kl)!

∑

σh∈S(km)

∑

σa∈S(kl)

lim
α1,...,αs0−1,αs0+1,...,αk

∞∑
j1,...,js0−1,js0+1,...,jk=1

λj1 . . . λjs0−1λjs0+1 . . . λjk
×

× lim
αs0

∞∑
js0=1

λjs0
(PσQσ)(xjs0 ,αs0

).

Оскiльки PσQσ є (m, l)-полiномом, то
(PσQσ)(m,l) буде лiнiйним функцiоналом i

(PσQσ)(xjs0 ,αs0
) = (PσQσ)(m,l)

(
x
⊗(m,l)
js0 ,αs0

)
.

Тому

lim
αs0

∞∑
js0=1

λjs0
(PσQσ)(xjs0 ,αs0

) =

= lim
αs0

∞∑
js0=1

λjs0
(PσQσ)(m,l)

(
x
⊗(m,l)
js0 ,αs0

)
=

= lim
αs0

(PσQσ)(m,l)




∞∑
js0=1

λjs0
x
⊗(m,l)
js0 ,αs0


 =

= lim
αs0

(PσQσ)(m,l)

(
uαs0

)
= ˜(PσQσ)(m,l)(w) =

= ψ(PσQσ) = ψm,l(PσQσ) = φm,l(PσQσ).

Оскiльки PσQσ ∈ P(m,lX) ∩ AΛ(X), то
φm,l(PσQσ) = 0. Тому ψ(PQ) = 0. Мульти-
плiкативнiсть для випадку c) доведено.

Отже, ми визначили мультиплiкативну
функцiю ψ на (p, q)-полiномах. Продовжи-
мо її за лiнiйнiстю на алгебру W(X). Тепер
потрiбно довести неперервнiсть ψ. Для цьо-
го оцiнимо норми звужень функцiонала ψ
на простори (p, q)-полiномiв. Якщо не iснує
такого k, що p = km, q = kl, то для довiль-
ного P ∈ P(p,qX) буде ψ(P ) = 0, тому для

таких p i q буде ‖ψp,q‖ = 0. Оцiнимо норму
у випадку p = km, q = kl для деякого k.

‖ψkm,kl‖ =

= sup
{|ψ(P )| : P ∈ P(km,klX), ‖P‖ ≤ 1

}
.

Оскiльки

|ψ(P )| = |P̃(m,l)(w)| ≤ ‖P̃(m,l)‖‖w‖k =

= ‖P(m,l)‖‖w‖k ≤ c(km, kl, X)‖‖P‖‖w‖k ≤

≤ (km + kl)km+kl

(km)!(kl)!
‖P‖‖w‖k,

то

‖ψkm,kl‖ ≤ sup
‖P‖≤1

(km + kl)km+kl

(km)!(kl)!
‖P‖‖w‖k =

=
(km + kl)km+kl

(km)!(kl)!
‖w‖k.

Використаємо оцiнку n! ≥ e
(

n
e

)n. Маємо

(km + kl)km+kl

(km)!(kl)!
≤ (km + kl)km+kl

e
(

km
e

)km
e
(

kl
e

)kl
=

=

(
e1−2/(km+kl)(m + l)

mm/(m+l)ll/(m+l)

)km+kl

≤

≤
(

e(m + l)

mm/(m+l)ll/(m+l)

)km+kl

.

Отже,

‖ψkm,kl‖ ≤
(

e(m + l)

mm/(m+l)ll/(m+l)

)km+kl

‖w‖k.

Позначимо

s =
e(m + l)

mm/(m+l)ll/(m+l)
‖w‖1/(m+l).

Тодi для довiльних p, q ≥ 0 буде
‖ψp,q‖ ≤ sp+q. Отже, виконуються умови
теореми 3, тому ψ – неперервний ком-
плекснозначний гомоморфiзм на W(X).
Оцiнимо радiус-функцiю ψ.

R(ψ) = lim sup
k→∞

‖ψkm,kl‖1/(km+kl) ≤

≤ e(m + l)

mm/(m+l)ll/(m+l)
‖w‖1/(m+l) =

=
e(m + l)

mm/(m+l)ll/(m+l)
‖φm,l‖1/(m+l).
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