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ОДНОСТАЙНО-ПОСТУПАЛЬНИЙ РУХ СИСТЕМ ВIДЛIКУ В
УНIВЕРСАЛЬНИХ КIНЕМАТИКАХ

Унiверсальнi кiнематики як математичнi об’єкти є цiкавими для астрофiзики, оскiльки
iснує припущення, що у великих масштабах Всесвiту закони фiзики (зокрема, закони кiнема-
тики) можуть бути вiдмiнними вiд тих, якi дiють в околi нашої сонячної системи. В данiй ро-
ботi дослiджуються рiзнi типи одностайно-поступального руху систем вiдлiку в абстрактних
унiверсальних кiнематиках. У випадку одностайно-поступального руху можна дати чiтке i
однозначне означення перемiщення, а отже i середньої та миттєвої швидкостi системи вiдлi-
ку. Тому частинним випадком одностайно-поступального руху є рiвномiрний прямолiнiйний
рух. Отже, дослiдження одностайно-поступального руху систем вiдлiку є технiчно необхiдним
для видiлення класiв iнерцiйно спорiднених систем вiдлiку (тобто тих, якi знаходяться в станi
рiвномiрного прямолiнiйного взаємного руху) в унiверсальних кiнематиках

Universal kinematics as mathematical objects may be interesting for astrophysics, because
there exists the hypothesis, that in the large scale of the Universe, physical laws (in particular,
the laws of kinematics) may be different from the laws, acting in the neighborhood of our solar
System. In the present paper we investigate different types of unanimously-translational moti-
on of reference frames in abstract universal kinematics. In the case of unanimously-translational
motion we can give the clear and unambiguous definition of displacement as well average and
instantaneous speed of the reference frame. Hence the uniform rectilinear motion is the particular
case of unanimously-translational motion. So, the investigation of unanimously-translational moti-
on is technically necessary for the selection of classes of inertially-related reference frames (being
in a state of uniform rectilinear mutual motion) in universal kinematics.

Вступ

Поняття iнерцiйної системи вiдлiку вi-
дiграє ключову роль в класичнiй механiцi
та спецiальнiй теорiї вiдносностi, оскiльки в
iнерцiйних системах вiдлiку основнi фунда-
ментальнi закони фiзики мають найпростi-
ше формулювання. При цьому вважається,
що iнерцiйнi системи вiдлiку належать до
одного класу еквiвалентностi систем вiдлi-
ку, що рухаються рiвномiрно прямолiнiйно
(тобто зi сталою швидкiстю) одна вiдносно
iншої.

В роботах [1–5], використовуючи теорiю
мiнливих множин, було побудовано новий
клас математичних об’єктiв — унiверсаль-
нi кiнематики, якi призначенi для матема-
тичного моделювання еволюцiї фiзичних си-
стем в рамках рiзних законiв кiнематики, а
також показано, що теорiя унiверсальних кi-
нематик може бути застосована для матема-

тично строгого обґрунтування кiнематики
спецiальної теорiї вiдносностi та її тахiонних
розширень. Унiверсальнi кiнематики явля-
ють собою математичнi об’єкти, в яких мiн-
ливi множини оснащенi рiзноманiтними гео-
метричними та топологiчними структура-
ми, а саме, метричними, топологiчними, лi-
нiйними, банаховими та iншими простора-
ми, i в яких дiє задане (унiверсальне) пере-
творенням координат. Дослiдження унiвер-
сальних кiнематик може виявитись цiкавим
для астрофiзики, оскiльки iснує припущен-
ня, що у великих масштабах Всесвiту зако-
ни фiзики (зокрема, закони кiнематики) мо-
жуть бути вiдмiнними вiд тих, якi дiють в
околi нашої сонячної системи (тобто вiдмiн-
ними вiд тих, якi базуються на перетворен-
нях координат Лоренца-Пуанкаре або Галi-
лея для iнерцiйних систем вiдлiку). Саме то-
му, у зв’язку iз сказаним в першому абзацi,
природним чином постає задача дослiдити
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рiвномiрний прямолiнiйний рух систем вiд-
лiку на рiвнi абстрактних унiверсальних кi-
нематик. Але, оскiльки, як було сказано ви-
ще, рiвномiрний прямолiнiйний рух систем
вiдлiку є рухом зi сталою швидкiстю, то
спершу доцiльно дослiдити на абстрактному
рiвнi бiльш загальний випадок, коли систе-
ми вiдлiку рухаються таким чином, що мо-
жна однозначно ввести поняття перемiщен-
ня, а отже середньої або миттєвої швидкостi
руху однiєї системи вiдлiку вiдносно iншої.
Саме такий вид руху систем вiдлiку надалi
буде називатись одностайно-поступальним.

В данiй роботi буде дано кiлька варiантiв
математично строгих означень одностайно-
поступальних систем вiдлiку (тобто систем
вiдлiку, що знаходяться в станi одностайно-
поступального руху вiдносно заданої систе-
ми вiдлiку), а також будуть встановленi
основнi спiввiдношення мiж рiзними варiан-
тами одностайної поступальностi систем вiд-
лiку в унiверсальних кiнематиках.

1. Векторнi унiверсальнi кiнематики
та їх властивостi

В данiй роботi ми будемо використову-
вати математичний апарат, систему понять
i позначень теорiї унiверсальних кiнематик,
розвинутої в роботах [1–5]. Теорiя унiвер-
сальних кiнематик в свою чергу базується
на теорiях мiнливих та кiнематичних мiн-
ливих множин, розвинених в [2, 6–14]. Для
зручностi читачiв результати всiх зазначе-
них робiт [1–14] зiбранi i викладенi з єдиної
точки зору в препринтi [5]. Для подальшого
розумiння змiсту цiєї статтi необхiдно воло-
дiти основними положеннями теорiй мiнли-
вих i кiнематичних мiнливих множин та унi-
версальних кiнематик. Саме тому читачам,
котрi не знайомi з цими теорiями, радимо
звернутися до препринта [5] або вiдповiдних
журнальних статей, результати яких зiбранi
в [5].

Означення 1. (а) Кiнематична мно-
жина C називається векторною,
якщо:

∀l ∈ Lk (C) Ls(l) ̸= ∅.

(б) Унiверсальна кiнематика F =
(
C,
←−
Q
)

називається векторною, якщо C є ве-
кторною кiнематичною множиною.

Використовуючи систему позначень,
прийняту в [1, 3–5], отримуємо наступний
наслiдок означення 1.

Наслiдок 1. Унiверсальна кiнематика F є
векторною тодi i тiльки тодi, коли:

∀l ∈ Lk (F) Ls(l) ̸= ∅.

Наслiдок 1 можна розглядати як альтер-
нативний варiант означення векторної унi-
версальної кiнематики.

Нехай, C — довiльна векторна кiнемати-
чна множина або унiверсальна кiнематика.
Тодi, згiдно з означенням 1 та наслiдком 1,
для довiльної системи вiдлiку l ∈ Lk (C) ви-
конується спiввiдношення Ls(l;C)̸= ∅. Звiд-
си, враховуючи систему позначень, прийня-
ту в [1, 3–5], випливає, що:

∀l ∈ Lk (C) Ps (l;C) ̸= ∅,

причому, для будь-якої системи вiдлiку l ∈
Lk (C) i для довiльних елементiв a1, · · · , an ∈
Zk (l,C), λ1, · · · , λn ∈ Ps (l;C) визначений
елемент:

(λ1a1 + · · ·+ λnan)l,C (n ∈ N) .

Керуючись скороченими варiантами позна-
чень, введеними в [1,3–5], надалi у випадку,
коли наперед вiдомо, про яку кiнематичну
множину або унiверсальну кiнематику C йде
мова, замiсть позначень Ls(l;C), Ps (l;C),
Zk (l,C), (λ1a1 + · · ·+ λnan)l,C будемо вико-
ристовувати позначення Ls(l), Ps (l), Zk (l),
(λ1a1 + · · ·+ λnan)l вiдповiдно. Крiм того,
коли зi змiсту тексту можна визначити, про
яку систему вiдлiку l ∈ Lk (C) йде мова,
замiсть позначення (λ1a1 + · · ·+ λnan)l буде-
мо використовувати позначення λ1a1 + · · ·+
λnan.

2. Перетворення координат в унi-
версальних кiнематиках та оператори
перетворення координат

ISSN 2309-4001.Буковинський математичний журнал. 2017. – Т. 5, № 3–4. 57



Означення 2. Нехай, Q1,Q2 — ко-
ординатнi простори 1, а T1 = (T1,≤1) i
T2 = (T1,≤2) (T1,T2 ̸= ∅) — довiльнi лi-
нiйно упорядкованi множини. Довiльну бi-
єкцiю U мiж T1 × Zk (Q1) i T2 × Zk (Q2)
( U : T1 × Zk (Q1)←→ T2 × Zk (Q2) ) буде-
мо називати оператором перетворення ко-
ординат з (T1,Q1) в (T2,Q2). Множину
всiх операторiв перетворення координат з
(T1,Q1) в (T2,Q2) будемо позначати через:

Pk (T1,Q1;T2,Q2) .

Безпосередньо з означення 2, а також з
означення унiверсальної кiнематики та си-
стеми позначень для унiверсальних кiнема-
тик (див. [1,5]) випливає наступне твердже-
ння.

Твердження 1. Нехай, F — унiверсальна
кiнематика i l,m ∈ Lk (F) — довiльнi си-
стеми вiдлiку F . Тодi:

[m← l,F ] ∈ Pk (Tm(l),BG(l);Tm(m),BG(m)) .

Отже, довiльне перетворення координат
мiж системами вiдлiку в довiльнiй унiвер-
сальнiй кiнематицi є оператором перетворе-
ння координат.

Навпаки, нехай U ∈ Pk (T1,Q1;T2,Q2),
де Ti = (Ti,≤i) (i ∈ 1, 2). Розглянемо до-
вiльну базову мiнливу множину B таку, що
Bs(B) ⊆ Zk (Q1), Tm(B) = T1. Покладемо:

C(B,Q1) :=
(
B,
(
Q1, IBs(B)

))
,

де IM — тотожне вiдображення на множи-
нi M. Згiдно з [2, означення 4, пункт 1], [5,
Definition 2.14.3, item 1], C(B,Q1) є базовою
кiнематичною множиною. Використовуючи
систему позначень теорiї базових кiнемати-
чних множин (див. [2, 5]) та означення мно-
жини Мiнковського над базовою кiнемати-
чною множиною (див. [2, стор. 66, роздiл

1 Означення координатного простору можна знайти в [2,
означення 3], [5, Definition 2.14.2].

6], [5, формула (2.2)]), отримуємо:

Tm
(
C(B,Q1)

)
= Tm(B) = T1;

Tm
(
C(B,Q1)

)
= T1;

BE
(
C(B,Q1)

)
= B; (1)

Bs
(
C(B,Q1)

)
= Bs(B) ⊆ Zk (Q1) ;

Bs
(
C(B,Q1)

)
= Bs(B) ⊆ T1 × Zk (Q1) ;

Zk
(
C(B,Q1)

)
= Zk (Q1) ;

Mk
(
C(B,Q1)

)
= Tm

(
C(B,Q1)

)
× Zk

(
C(B,Q1)

)
=

= T1 × Zk (Q1) ;

qC(B,Q1) = IBs(B).

Звiдси для довiльного ω ∈ Bs
(
C(B,Q1)

)
отри-

муємо:

Q⟨C(B,Q1)⟩ (ω) = (tm (ω) , qC(B,Q1) (bs (ω))) =

= (tm (ω) , bs (ω)) = ω.

Отже:
Q⟨C(B,Q1)⟩ = IBs(B).

Використовуючи отриманi вище рiвностi та
[1, означення 13] (!) 2 або [5, Definition 3.23.1],
одержуємо, що iндексована сiм’я:

P0 =
((

T1,Zk (Q1) , IT1×Zk(Q1),Q1, IT1×Zk(Q1)

)
,

(T2,Zk (Q2) ,U ,Q2,U )
)

=

=
(

(Tα,Zk (Qα) , Uα,Qα, Uα) | α ∈ 1, 2
)
,

де Uα =

{
IT1×Zk(Q1), α = 1

U , α = 2

є унiверсальним кiнематичним мультипрое-
ктором для базової кiнематичної множини
C(B,Q1).

Отже, беручи до уваги [1, теорема 4 та
означення 14] або [5, Theorem 3.23.1 and
Definition 3.23.2], можна покласти:

F0 := Ku
[
P0,C

(B,Q1)
]
.

2 В пунктi 1.1) [1, означення 13] було допущено описку.
Цей пункт слiд читати наступним чином:

1.1) (T,X , U) є бiєктивним еволюцiйним проектором для
BE
(
Cb
)
.

Пiдкреслене слово в [1, означення 13] було пропущене. За-
значимо, що в пiзнiших роботах (зокрема в [5]) замiсть термi-
ну “бiєктивний еволюцiйний проектор” використовується тер-
мiн “iн’єктивний еволюцiйний проектор”.
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Використовуючи [5, Properties
3.23.1(1,7,3)] 3, рiвнiсть (1), [5, Remark
1.11.3.] 4 та [5, Theorem 3.23.1, item 2] 5 для
систем вiдлiку:

l = (1, U1 [B,T1]) =
(
1, IT1×Zk(Q1) [B]

)
=

= (1,B) ∈ Lk (F0) ;

m = (2, U2 [B,T2]) = (2,U [B,T2]) ∈ Lk (F0)

отримуємо:

[m← l] = U ;
Tm(l) = T1; BG (l,F0) = Q1;
Tm(m) = T2; BG (m,F0) = Q2.

При цьому, згiдно з [1, властивiсть 8(1)] або
[5, Property 3.23.1(1)], Lk (F0) = {l,m}. От-
же, якщо Q1 i Q2 — векторнi координатнi
простори (тобто Ls (Q1) ̸= ∅ i Ls (Q2) ̸= ∅),
то, згiдно з наслiдком 1, F0 є векторною унi-
версальною кiнематикою. Таким чином, ми
довели справедливiсть наступного твердже-
ння:

Твердження 2. Для довiльного опе-
ратора перетворення координат U ∈
Pk (T1,Q1;T2,Q2) iснують унiверсальна кi-
нематика F i системи вiдлiку l,m ∈ Lk (F)
такi, що:

Tm(l) = T1; BG (l,F) = Q1;
Tm(m) = T2; BG (m,F) = Q2;
[m← l] = U .

При цьому якщо Q1 i Q2 є векторними ко-
ординатними просторами, то унiверсальна
кiнематика F також є векторною.

З тверджень 1 i 2 випливає, що вивчен-
ня властивостей перетворень координат мiж
системами вiдлiку в унiверсальних кiнема-
тиках можна звести до вивчення властиво-
стей операторiв перетворення координат.

3. Траєкторiї для систем вiдлiку в
унiверсальних кiнематиках

3.1. Траєкторiї, породженi рухом си-
стеми вiдлiку

3 Див., також [1, властивостi 8(1,7,3)], де посилання на вла-
стивостi 8(1,7,3) означає посилання на властивостi 1,7 та 3 з
групи властивостей “властивостi 8”. Уточнення: У власти-
востях 8 з роботи [1] пiд символом B слiд розумiти базову
мiнливу множину BE

(
Cb
)
.

4 Див., також [1, зауваження 9].
5 Див., також [1, теорема 4, пункт 2].

Означення 3. Нехай, F — довiльна унi-
версальна кiнематика i l,m ∈ Lk (F) — до-
вiльнi системи вiдлiку F . Траєкторiєю то-
чки x ∈ Zk (m) (при русi системи вiдлiку m
вiдносно системи вiдлiку l) в кiнематицi F
будемо називати множину:

trj[l←m,F ] (x) =
= {[l←m] (t, x) | t ∈ Tm (m)} ⊆

⊆Mk (l) . 6

Фiзичний змiст траєкторiї trj[l←m,F ] (x).
Якщо в точцi з координатою x у системi
вiдлiку m знаходиться нерухома вiдносно m
матерiальна точка, то trj[l←m,F ] (x) буде вiд-
ображати траєкторiю руху цiєї матерiальної
точки вiдносно системи вiдлiку l.

Зауваження 1. У випадку, коли наперед вi-
домо, про яку унiверсальну кiнематику F
йде мова, замiсть позначення trj[l←m,F ] (x)
будемо використовувати скорочене позначе-
ння:

trj[l←m] (x) .

3.2. Властивостi траєкторiй
У твердженнях 3 i 4 F є довiльною унi-

версальною кiнематикою i l,m ∈ Lk (F) —
довiльнi системи вiдлiку F .

Твердження 3. Для довiльних x, y ∈
Zk (m) з умов x ̸= y випливає спiввiдноше-
ння:

trj[l←m] (x) ∩ trj[l←m] (y) = ∅.

Доведення.
Нехай, x, y ∈ Zk (m) i w ∈ trj[l←m] (x) ∩

trj[l←m] (y). Тодi, за означенням 3, iснують
моменти часу t1, t2 ∈ Tm (m) такi, що:

w = [l←m] (t1, x) = [l←m] (t2, y) .

Звiдси, використовуючи [1, рiвностi (6), (7)]

6 Нагадаємо, що, згiдно з [1, формула (2)], [5, формула
(2.3)], враховуючи систему позначень теорiї унiверсальних кi-
нематик (див. [1, пiдроздiл 5.2.1], [5, Subsection 22.2.2]), для
(довiльної) системи вiдлiку l ∈ Lk (F) має мiсце рiвнiсть:

Mk (l) = Tm (l)× Zk (l) . (2)
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або [5, рiвностi (3.3), (3.4)], отримуємо:

[m← l] [l←m] (t1, x) = [m← l] [l←m] (t2, y) ;

[m←m] (t1, x) = [m←m] (t2, y) ;

(t1, x) = (t2, y) .

Отже, (t1, x) = (t2, y), тобто x = y.

Твердження 4. Для довiльного елемента
w ∈ Mk (l) iснує, причому єдиний елемент
x ∈ Zk (m) такий, що:

w ∈ trj[l←m] (x) .

Доведення.
Розглянемо довiльний елемент w ∈

Mk (l). Покладемо:

x := bs ([m← l] w) ;

t0 := tm ([m← l] w) .

Тодi, використовуючи [1, спiввiдношення
(6), (7)] або [5, рiвностi (3.3), (3.4)], отриму-
ємо:

[l←m] (t0, x) =

= [l←m] (tm ([m← l] w) , bs ([m← l] w)) =

= [l←m] [m← l] w = [l← l] w = w.

Отже, за означенням 3, маємо:

w ∈ {[l←m] (t, x) | t ∈ Tm (m)} = trj[l←m] (x) .

Доведемо, що елемент x ∈ Zk(m), що за-
довольняє умову w ∈ trj[l←m] (x) — єдиний.
Припустимо, що w ∈ trj[l←m] (x1), де x1 ∈
Zk(m). Тодi, trj[l←m] (x) ∩ trj[l←m] (x1) ̸= ∅.
Отже, за твердженням 3, x = x1.

4. Означення одностайно-
поступальних систем вiдлiку в унi-
версальних кiнематиках

В якостi фiзичної мотивацiї для того
означення одностайно-поступальних систем
вiдлiку, яке буде сформульовано в цьому
роздiлi, може служити наступне означення
поступального руху тiл, взяте з [15, стор.
11]:

Означення А. Поступальним рухом
тiла називається такий його рух, при яко-
му всi точки тiла рухаються по однакових

(тобто паралельних) траєкторiях, прохо-
дячи за однаковi промiжки часу однаковi дi-
лянки своїх траєкторiй.

Виходячи з означення А можна дати на-
ступне (нестроге, фiзичне) означення для
одностайно-поступального руху систем вiд-
лiку.

Означення А′. Будемо говорити, що
система вiдлiку m рухається одностайно-
поступально вiдносно системи вiдлiку l,
якщо всi точки, нерухомi вiдносно систе-
ми вiдлiку m рухаються вiдносно систе-
ми вiдлiку l по однакових (тобто паралель-
них) траєкторiях, проходячи за однаковi
промiжки часу однаковi дiлянки своїх тра-
єкторiй.

Наступнi зусилля спрямованi на те, щоб
дати математично строгий аналог означен-
ня А′ для систем вiдлiку в абстрактних унi-
версальних кiнематиках. Спершу буде сфор-
мульовано необхiднi технiчнi означення i до-
ведено необхiднi технiчнi твердження, для
того, щоб це зробити.

Означення 4. Нехай, F — довiль-
на векторна унiверсальна кiнематика i l ∈
Lk (F) довiльна система вiдлiку F .

1. Паралельним зсувом множини A ⊆
Mk (l) на вектор x ∈ Zk (l) (в систе-
мi вiдлiку l ∈ Lk (F)) будемо називати
множину:

A⟨+x; l⟩ := {(tm (w) , x + bs (w)) | w ∈ A} .

У випадках, коли не виникає непорозу-
мiнь, замiсть позначення A⟨+x; l⟩ буде-
мо використовувати позначення:

A⟨+x⟩.

2. Будемо говорити, що множина A ⊆
Mk (l) паралельна множинi B ⊆
Mk (l) вiдносно системи вiдлiку l (по-
значення: A ∥Fl B), якщо iснує елемент
x ∈ Zk (l) такий, що B = A⟨+x⟩, тобто
такий, що:

B = {(tm (w) , x + bs (w)) | w ∈ A} .
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У випадку, коли вiдомо, про яку унi-
версальну кiнематику F йде мова, за-
мiсть позначення A ∥Fl B будемо вико-
ристовувати позначення:

A ∥l B

Твердження 5. Нехай, F — довiльна ве-
кторна унiверсальна кiнематика i l ∈
Lk (F) довiльна система вiдлiку F . Тодi:

1. A⟨+0⟩ = A (для довiльної множини A ⊆
Mk (l)), де 0 = 0l = 0l,F — нульовий ве-
ктор лiнiйного простору, породженого
лiнiйною структурою Ls(l);

2.
(
A⟨+x⟩)⟨+y⟩

= A⟨+(x+y)⟩ (для довiльних
A ⊆ Mk (l) та x, y ∈ Zk (l)), зокрема(
A⟨+x⟩)⟨+(−x)⟩

= A⟨+0⟩ = A;

3. Бiнарне вiдношення ∥l є вiдношен-
ням еквiвалентностi (тобто рефле-
ксивним, симетричним i транзитив-
ним вiдношенням) на множинi 2Mk(l) =
{A | A ⊆Mk (l)}.

Доведення.
Пункти 1 i 2 отримуються з означення 4

за допомогою тривiальної перевiрки. Пункт
3 випливає з пунктiв 1 i 2.

Вiдповiдно до означення 4 (пункт 2), ми
вже можемо говорити про паралельнi трає-
кторiї в системах вiдлiку довiльних унiвер-
сальних кiнематик. Проте виявляється, що
у випадку абстрактної векторної унiверсаль-
ної кiнематики F необхiдно бути впевненим,
що для довiльного x ∈ Zk (m) траєкторiя
trj[l←m] (x) є коректною траєкторiєю руху
якоїсь точки в системi вiдлiку l ∈ Lk (F),
оскiльки далi буде наведено приклад, ко-
трий показує, що в загальному випадку це
не так. Саме тому в пунктi 1 наступного
означення водиться поняття траєкторної ре-
гулярностi однiєї системи вiдлiку вiдносно
iншої.

Означення 5. Нехай, F — довiльна
унiверсальна кiнематика.

1. Будемо говорити, що система вiд-
лiку m ∈ Lk (F) є траєкторно-
регулярною вiдносно системи вiдлiку

l ∈ Lk (F) (у кiнематицi F), якщо ви-
конується наступна умова:

(а) для довiльного x ∈ Zk (m) трає-
кторiя trj[l←m] (x) є абстрактною
траєкторiєю з Tm(l) в Zk (l) (тоб-
то ∀w1,w2 ∈ trj[l←m] (x) з умо-
ви tm (w1) = tm (w2) випливає рiв-
нiсть bs (w1) = bs (w2), а отже i
рiвнiсть w1 = w2).

У наступних двох пунктах, F — до-
вiльна векторна унiверсальна кiнема-
тика.

2. Будемо говорити, що система вiд-
лiку m ∈ Lk (F) є одностайно-
квазiпоступальною (скорочено —
квазiодностайною) вiдносно систе-
ми вiдлiку l ∈ Lk (F) (у кiнематицi
F), якщо:

(б) для довiльних x, y ∈ Zk (m)
виконується спiввiдношення
trj[l←m] (x) ∥l trj[l←m] (y).

3. Будемо говорити, що система вiд-
лiку m ∈ Lk (F) є одностайно-
поступальною (скорочено — одно-
стайною) вiдносно системи вiдлiку
l ∈ Lk (F) (у кiнематицi F), якщо m
є квазiодностайною i траєкторно регу-
лярною вiдносно l у кiнематицi F , тоб-
то, якщо виконуються умови (а) i (б)
даного означення.

Пiдкреслимо, що надалi всюди в цiй
статтi замiсть термiнiв “одностайно-
квазiпоступальна” та “одностайно-
поступальна” (система вiдлiку) ми бу-
демо користуватись їхнiми скороченими
варiантами “квазiодностайна” та “одно-
стайна” вiдповiдно.

Позначення 1. Нехай, d ∈ N. Надалi че-
рез R̂d будемо позначати (векторний) коор-
динатний простiр, породжений Rd, тобто
координатний простiр, у якому:

1) Zk
(
R̂d
)

= Rd;

2) Ps
(
R̂d
)

= R;
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3) (x + y)R̂d = (x1 + y1, · · · , xd + yd), де
x = (x1, · · · , xd) ∈ Rd, y = (y1, · · · , yd) ∈ Rd;

4) (λx)R̂d = (λx1, · · · , λxd), x =

(x1, · · · , xd) ∈ Rd, λ ∈ R.
5) ⟨x, y⟩R̂d = x1y1 + · · · + xdyd, x =

(x1, · · · , xd) ∈ Rd, y = (y1, · · · , yd) ∈
Rd, зокрема ∥x∥R̂d =

√
⟨x, x⟩R̂d =√

x2
1 + · · ·+ x2

d (тут ⟨x, y⟩R̂d та ∥x∥R̂d
— скалярний добуток та норма в коорди-
натному просторi R̂d вiдповiдно).

Зокрема, при d = 1 будемо позначати:

R̂ := R̂1.

Умови квазiодностайностi i траєкторної
регулярностi в пунктi 3 означення 5 є ло-
гiчно незалежними. Для того, щоб переко-
натись у цьому, нижче розглянемо наступнi
два приклади.
Приклад 1. Нехай, функцiя f : [0,∞) 7→ R
є бiєкцiєю з [0,∞) на R, а функцiя g :
(0,∞) 7→ R — бiєкцiя з (0,∞) на R. Зокрема,
за f i g можна взяти наступнi функцiї:

f(x) =


ln(x), x /∈

{
1
n
| n ∈ N

}
∪ {0} ;

ln
(

1
n+1

)
, x = 1

n
(n ∈ N);

0, x = 0;

g(x) = ln(x).

Визначимо вiдображення U : R2 7→ R2

формулою:

U (t, x) :=

{(
f [−1](t),f(x)

)
, x ≥ 0;(

−g[−1](t), g(−x)
)
, x < 0,

(t, x) ∈ R2,

де f [−1] i g[−1] — функцiї, оберненi до фун-
кцiй f i g вiдповiдно. Легко переконатись,
що визначене таким чином вiдображення U
є бiєкцiєю з R × R в R × R, а отже, опера-
тором перетворення координат з

(
Rord, R̂

)
в
(
Rord, R̂

)
, де Rord = (R,≤) i ≤ — стандар-

тне вiдношення порядку поля дiйсних чисел,
тобто:

U ∈ Pk
(
Rord, R̂; Rord, R̂

)
.

Тому, згiдно з твердженням 2, iснують ве-
кторна унiверсальна кiнематика F i систе-
ми вiдлiку l,m ∈ Lk (F) такi, що:

Tm(l) = Tm(m) = Rord; (3)

BG (l,F) = BG (m,F) = R̂; (4)
[l←m,F ] = U . (5)

З формули (4), враховуючи систему позна-
чень теорiї унiверсальних кiнематик (див.
[1, 5]) випливає, що Zk (l,F) = Zk (m,F) =

Zk
(
R̂
)

= R. Таким чином, враховуючи (3),
маємо:

Zk (l) = Zk (m) = R; (6)
Tm(l) = Tm(m) = R. (7)

Доведемо, що система вiдлiку m є трає-
кторно регулярною вiдносно системи вiдлi-
ку l. Справдi, згiдно з (6), Zk (m) = R. То-
му, використовуючи (7) i (5), для довiльного
x ∈ R = Zk (m), за означенням 3, отримує-
мо:

trj[l←m] (x) = {[l←m] (t, x) | t ∈ Tm (m)} =

= {[l←m] (t, x) | t ∈ R} = {U (t, x) | t ∈ R} =

=

{{(
f [−1](t),f(x)

)
| t ∈ R

}
, x ≥ 0{(

−g[−1](t), g(−x)
)
| t ∈ R

}
, x < 0

=

=

{
{(τ,f(x)) | τ ∈ [0,∞)} , x ≥ 0

{(τ, g(−x)) | τ ∈ (−∞, 0)} , x < 0.
(8)

З останньої рiвностi видно, що trj[l←m] (x) є
абстрактною траєкторiєю з R в R. Тобто, згi-
дно (6), (7), trj[l←m] (x) є абстрактною тра-
єкторiєю з Tm(l) в Zk (l) (для довiльного
x ∈ Zk (m)). Тому, за означенням 5 (пункт
1), система вiдлiку m є траєкторно регуляр-
ною вiдносно системи вiдлiку l.

З iншої сторони, для довiльних x, y ∈
Zk (m) = R таких, що x ≥ 0, y < 0, згiдно
(8), будемо мати:

trj[l←m] (x) = {(τ,f(x)) | τ ∈ [0,∞)} ;

trj[l←m] (y) = {(τ, g(−y)) | τ ∈ (−∞, 0)} .

Отже, траєкторiї trj[l←m] (x) i trj[l←m] (y)
не можуть бути паралельними, оскiльки
D
(
trj[l←m] (x)

)
= [0,∞) ̸= (−∞, 0) =

D
(
trj[l←m] (y)

)
, а, згiдно з означенням 4,

областi визначення паралельних траєкторiй
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мусять бути однаковими. Отже, за означен-
ням 5 (пункт 2), система вiдлiку m не є ква-
зiодностайною вiдносно системи вiдлiку l у
кiнематицi F (будучи при цьому траєкторно
регулярною вiдносно l).
Приклад 2. Нехай, Φ : R 7→ R2 — довiльна
бiєкцiя (взаємно однозначна вiдповiднiсть)
мiж R i R2. Таке вiдображення Φ можна по-
дати у виглядi:

Φ(t) = (ϕ0 (t) , ϕ1 (t)) , t ∈ R,

де ϕ0, ϕ1 : R 7→ R — деякi вiдображення з R
в R. Визначимо вiдображення U : R× R 7→
R× R2 за формулою:

U (t, x) := (ϕ0 (t) , (ϕ1 (t) , x)) , (∀ t, x ∈ R) .

Неважко перевiрити, що вiдображення U є
бiєкцiєю мiж R × R i R × R2, тобто опера-
тором перетворення координат з

(
Rord, R̂

)
в
(
Rord, R̂2

)
. Iншими словами:

U ∈ Pk
(
Rord, R̂; Rord, R̂2

)
.

Тому, згiдно з твердженням 2, iснують ве-
кторна унiверсальна кiнематика F i систе-
ми вiдлiку l,m ∈ Lk (F) такi, що:

Tm(l) = Tm(m) = Rord; (9)

BG (l,F) = R̂2; BG (m,F) = R̂; (10)
[l←m,F ] = U . (11)

Враховуючи (9), (10) i систему позначень те-
орiї унiверсальних кiнематик (див. [1,5]), ма-
ємо:

Zk (l) = Zk
(
R̂2
)

= R2; (12)

Zk (m) = Zk
(
R̂
)

= R; (13)

Tm(l) = Tm(m) = R. (14)

Доведемо, що система вiдлiку m ∈ Lk (F)
є квазiодностайною вiдносно системи вiдлi-
ку l ∈ Lk (F) в кiнематицi F . Справдi, для
довiльного x ∈ R = Zk (m), за означенням 3
i формулами (11) i (14), отримуємо:

trj[l←m] (x) = {[l←m] (t, x) | t ∈ Tm (m)} =

= {U (t, x) | t ∈ Tm (m)} =

= {(ϕ0 (t) , (ϕ1 (t) , x)) | t ∈ R} .

Оскiльки Φ = (ϕ0 (t) , ϕ1 (t)) — бiєкцiя мiж R
i R2, то, з останньої рiвностi для довiльного
x ∈ R = Zk (m) отримуємо:

trj[l←m] (x) = {(τ, (y, x)) | τ, y ∈ R} . (15)

Для довiльного x ∈ R покладемо: x̂ :=
(0, x) ∈ R2. Тодi з формули (15) для довiль-
них x1, x2 ∈ R = Zk (m) отримуємо:

trj[l←m] (x2) = {(τ, (y, x2)) | τ, y ∈ R} =

= {(τ, (y, x1 + (x2 − x1))) | τ, y ∈ R} =

=
{(

τ, (y, x1) + x̂2 − x1

) ∣∣∣ τ, y ∈ R
}

=

=
{(

tm (w) , bs (w) + x̂2 − x1

) ∣∣∣
w ∈ trj[l←m] (x1)

}
=

=
(
trj[l←m] (x1)

)⟨+x̂2−x1⟩ .

Отже, за означенням 4, отримуємо:

trj[l←m] (x1) ∥l trj[l←m] (x2) .

Оскiльки останнє спiввiдношення справе-
дливе для довiльних x1, x2 ∈ Zk (m), то, за
означенням 5 (пункт 2), система вiдлiку m є
квазiодностайною вiдносно системи вiдлiку
l в кiнематицi F .

Доведемо, що система вiдлiку m не є тра-
єкторно регулярною вiдносно l в кiнемати-
цi F . Справдi, зафiксуємо довiльний еле-
мент x ∈ R = Zk (m). Тодi, для довiльних
y1, y2 ∈ R таких, що y1 ̸= y2, згiдно з фор-
мулою (15), отримаємо:

(τ, (y1, x)) , (τ, (y2, x)) ∈ trj[l←m] (x) ,

де (y1, x) ̸= (y2, x). Тобто, згiдно з означен-
ням 5 (пункт 1), система вiдлiку m не є тра-
єкторно регулярною вiдносно системи вiдлi-
ку l у кiнематицi F (будучи квазiодностай-
ною вiдносно l).

5. Трансляцiйно-одностайнi системи
вiдлiку в унiверсальних кiнематиках.
Спiввiдношення мiж одностайнiстю i
трансляцiйною одностайнiстю

В багатьох навчальних курсах з теорети-
чної механiки зустрiчається iнший, вiдмiн-
ний вiд означення А, варiант означення по-
ступального руху тiл (див., напр. [16, стор.
63], [17, стор. 89]):
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Означення Б. Тверде тiло рухається
поступально, якщо всi вiдрiзки, що з’єдну-
ють попарно будь-якi двi точки тiла зали-
шаються паралельними собi в процесi руху.

Виходячи з означення Б можна дати на-
ступне (нестроге, фiзичне) означення для
одностайно-поступального руху систем вiд-
лiку.

Означення Б′. Будемо говорити, що
система вiдлiку m рухається одностайно-
поступально вiдносно системи вiдлiку l,
якщо всi вiдрiзки, що з’єднують попарно
будь-якi двi точки, нерухомi вiдносно си-
стеми вiдлiку m, залишаються конгруен-
тними i паралельними собi в системi вiд-
лiку l в процесi руху.

Означення Б′ служить мотивацiєю для
наступного математично строгого означен-
ня.

Означення 6. Нехай, F — довiльна
векторна унiверсальна кiнематика. Будемо
говорити, що система вiдлiку m ∈ Lk (F)
є трансляцiйно-одностайною (скороче-
но — т-одностайною) вiдносно системи
вiдлiку l ∈ Lk (F) (у кiнематицi F), якщо
для довiльних w1,w2,w

′
1,w

′
2 ∈Mk (l) з умов

bs ([m← l] w1) = bs ([m← l] w′1)

bs ([m← l] w2) = bs ([m← l] w′2)

tm (w1) = tm (w2) ;
tm (w′1) = tm (w′2)

 (16)

випливає рiвнiсть:

bs (w2)− bs (w1) = bs (w′2)− bs (w′1) . (17)

На фiзичному рiвнi прийнято вважати,
що означення поступального руху А i Б
— еквiвалентнi. Проте, виявляється, що на
рiвнi абстрактних унiверсальних кiнематик,
породженi означеннями А i Б поняття одно-
стайностi i т-одностайностi однiєї системи
вiдлiку вiдносно iншої — не еквiвалентнi.
Нижче буде доведено, що з одностайностi
випливає т-одностайнiсть i наведено контр-
приклад, який показує, що обернена iмплi-
кацiя, взагалi кажучи, не має мiсця. Далi бу-
де показано, що при певних додаткових умо-
вах з т-одностайностi, все ж таки, випливає
одностайнiсть.

Твердження 6. Якщо система вiдлiку m ∈
Lk (F) є одностайною вiдносно системи
вiдлiку l ∈ Lk (F) у векторнiй унiверсаль-
нiй кiнематицi F , то m є т-одностайною
вiдносно l в F .

Доведення.
Нехай система вiдлiку m ∈ Lk (F) ве-

кторної унiверсальної кiнематики F є одно-
стайною вiдносно системи вiдлiку l ∈ Lk (F)
у кiнематицi F .

Розглянемо довiльнi елементи
w1,w2,w

′
1,w

′
2 ∈ Mk (l) задовольняють

умови (16). Покладемо:

x1 := bs ([m← l] w1) ;

x2 := bs ([m← l] w2) .

Тодi, x1, x2 ∈ Zk (m). Використовуючи умо-
ви (16), при i ∈ 1, 2 маємо:

[m← l] w′i = (tm ([m← l] w′i) , bs ([m← l] w′i)) =

= (tm ([m← l] w′i) , bs ([m← l] wi)) =

= (tm ([m← l] w′i) , xi) ;

[m← l] wi = (tm ([m← l] wi) , bs ([m← l] wi)) =

= (tm ([m← l] wi) , xi) .

Звiдси, використовуючи [1, рiвностi (6), (7)]
або [5, рiвностi (3.3), (3.4)], а також означе-
ння 3, при i ∈ 1, 2 отримуємо:

w′i = [l←m] [m← l] w′i =

= [l←m] (tm ([m← l] w′i) , xi) ∈ trj[l←m] (xi) ;

wi = [l←m] [m← l] wi =

= [l←m] (tm ([m← l] wi) , xi) ∈ trj[l←m] (xi) .

Отже:

wi,w
′
i ∈ trj[l←m] (xi)

(
i ∈ 1, 2

)
. (18)

Згiдно з означенням 5, trj[l←m] (x1) ∥l
trj[l←m] (x2). Отже, iз спiввiдношення (18),
за означенням 4, випливає, що iснує елемент
x ∈ Zk (l) i елементи

v1, v
′
1 ∈ trj[l←m] (x1) (19)

такi, що:

w2 = (tm (v1) , x + bs (v1)) ;

w′2 = (tm (v′1) , x + bs (v′1)) .
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Звiдси отримуємо:

tm (w2) = tm (v1) ; bs (w2) = x + bs (v1) ;
tm (w′2) = tm (v′1) ; bs (w′2) = x + bs (v′1) .

}
(20)

За умовою твердження, tm (w1) = tm (w2),
tm (w′1) = tm (w′2). Отже, iз спiввiдношень
(20) отримуємо рiвностi:

tm (w1) = tm (v1) ; tm (w′1) = tm (v′1) . (21)

За означенням 5, trj[l←m] (x1) є абстрактною
траєкторiєю з Tm(l) в Zk (l). Крiм того, згi-
дно (18) i (19), w1,w

′
1, v1, v

′
1 ∈ trj[l←m] (x1).

Отже, з рiвностей (21) випливають рiвностi:

w1 = v1; w′1 = v′1.

Тому, iз спiввiдношень (20) отримуємо:

bs (w2) = x + bs (w1) ;

bs (w′2) = x + bs (w′1) .

Звiдси i випливає бажана рiвнiсть (17).
Нижче буде доведено очевидний з то-

чки зору фiзичної iнтуїцiї факт, що будь-
яка система вiдлiку, нерухома вiдносно да-
ної є т-одностайною вiдносно неї. Нагадаємо
[18, означення 13], що система вiдлiку m ∈
Lk (F) називається нерухомою вiдносно
системи вiдлiку l ∈ Lk (F) в унiверсальнiй
кiнематицi F , якщо для довiльних w1,w2 ∈
Mk(m) з умови bs (w1) = bs (w2) випли-
ває рiвнiсть bs ([l←m] w1) = bs ([l←m] w2).
Використовуючи поняття траєкторiй, поро-
джених рухом однiєї системи вiдлiку вiд-
носно iншої в унiверсальних кiнематиках,
отримуємо наступне твердження 7:

Твердження 7. Система вiдлiку m ∈
Lk (F) є нерухомою вiдносно системи вiд-
лiку l ∈ Lk (F) в унiверсальнiй кiнематицi
F тодi i тiльки тодi, коли для довiльного
x ∈ Zk (m) i довiльних w1,w2 ∈ trj[l←m] (x)
виконується рiвнiсть bs (w1) = bs (w2).

Твердження 8. Якщо система вiдлiку m ∈
Lk (F) є нерухомою вiдносно системи вiд-
лiку l ∈ Lk (F) у векторнiй унiверсальнiй
кiнематицi F , то m є т-одностайною вiд-
носно l в F .

Доведення.

Нехай, система вiдлiку m ∈ Lk (F) є
нерухомою вiдносно системи вiдлiку l ∈
Lk (F) у векторнiй унiверсальнiй кiнемати-
цi F . Розглянемо довiльнi w1,w2,w

′
1,w

′
2 ∈

Mk (l) такi, що

bs ([m← l] w1) = bs ([m← l] w′1) ;
bs ([m← l] w2) = bs ([m← l] w′2) .

Покладемо:

x1 := bs ([m← l] w1) = bs ([m← l] w′1) ;

t1 := tm ([m← l] w1) ; t′1 := tm ([m← l] w′1) ;

x2 := bs ([m← l] w2) = bs ([m← l] w′2) ;

t2 := tm ([m← l] w2) ; t′2 := tm ([m← l] w′2) .

Тодi:

(t1, x1) = [m← l] w1; (t′1, x1) = [m← l] w′1;

(t2, x2) = [m← l] w2; (t′2, x2) = [m← l] w′2.

Звiдси, використовуючи [1, рiвностi (6), (7)]
або [5, рiвностi (3.3), (3.4)], отримуємо:

w1 = [l←m] [m← l] w1 = [l←m] (t1, x1) ;

w′1 = [l←m] (t′1, x1) ;

w2 = [l←m] (t2, x2) ;

w′2 = [l←m] (t′2, x2) .

Отже, за означенням 3:

w1,w
′
1 ∈ trj[l←m] (x1) ;

w2,w
′
2 ∈ trj[l←m] (x2) .

Отже, оскiльки система вiдлiку m є нерухо-
мою вiдносно системи вiдлiку l у кiнематицi
F , то, згiдно з твердженням 7, отримуємо:

bs (w1) = bs (w′1) ; bs (w2) = bs (w′2) .

Тому, bs (w2)−bs (w1) = bs (w′2)−bs (w′1). Тоб-
то, за означенням 6, система вiдлiку m є т-
одностайною вiдносно l в F .
Приклад 3. Нехай, ϕ (·) i ξ (·) — взаємно-
однозначнi вiдображення з R в (0,+∞) i з
R в (−∞, 0] вiдповiдно (ϕ : R↔ (0,+∞), ξ :
R ↔ (−∞, 0]). Наприклад в якостi ϕ i ξ мо-
жна взяти:

ϕ (t) = et, t ∈ R.

ξ (t) =


−et, t /∈ N
−e−(t−1), t ∈ N, t ≥ 2

0, t = 1.
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Нехай, {qn}∞n=1 — послiдовнiсть всiх ра-
цiональних чисел, занумерована таким чи-
ном, що qi ̸= qj при i ̸= j. Тодi вiдображення
U : R2 7→ R2, що дiє за формулою:

U (t, x) :=


(t, x) , x ∈ R \Q
(ϕ(t), qn) , x = q2n−1, де n ∈ N
(ξ(t), qn) , x = q2n, де n ∈ N

. (22)

є бiєкцiєю з R2 на R2, причому оберненим
до U є вiдображення виду:

U [−1] (τ, y) =


(τ, y) , y ∈ R \Q(
ϕ[−1](τ), q2n−1

)
, y = qn, τ > 0(

ξ[−1](τ), q2n
)
, y = qn, τ ≤ 0

,

де ϕ[−1] i ξ[−1] — функцiї, оберненi до ϕ i ξ
вiдповiдно.

Отже, U є оператором перетворення ко-
ординат з

(
Rord, R̂

)
в
(
Rord, R̂

)
, тобто:

U ∈ Pk
(
Rord, R̂ ; Rord, R̂

)
.

Тому, згiдно з твердженням 2, iснують ве-
кторна унiверсальна кiнематика F i систе-
ми вiдлiку l,m ∈ Lk (F) такi, що:

Tm(l) = Tm (m) = Rord;

BG (l,F) = BG (m,F) = R̂ ;

[l←m,F ] = U . (23)

Доведемо, що система вiдлiку m є неру-
хомою вiдносно системи вiдлiку l у кiнема-
тицi F . Нехай, x ∈ Zk (m) = R i w1,w2 ∈
trj[l←m] (x). Використовуючи означення 3 i
формули (23) та (22), отримуємо:

trj[l←m] (x) = {[l←m] (t, x) | t ∈ Tm (m)} =

=


{(t, x) | t ∈ R} , x ∈ R \Q
{(ϕ(t), qn) | t ∈ R} , x = q2n−1, де n ∈ N
{(ξ(t), qn) | t ∈ R} , x = q2n, де n ∈ N

=

=


{(t, x) | t ∈ R} , x ∈ R \Q
{(t, qn) | t ∈ (0,∞)} , x = q2n−1, де n ∈ N
{(t, qn) | t ∈ (−∞, 0]} , x = q2n, де n ∈ N

.

(24)

З формули (24) випливає, що в усiх трьох
випадках iснують t1, t2, y ∈ R такi, що:

w1 = (t1, y) , w2 = (t2, y) .

Звiдси отримуємо:

bs (w1) = bs (w2) (= y) .

Отже, за твердженням 7, система вiдлiку m
є нерухомою вiдносно системи вiдлiку l у кi-
нематицi F . Тому, за твердженням 8, систе-
ма вiдлiку m є т-одностайною вiдносно l у
кiнематицi F . Проте система вiдлiку m не
є квазiодностайною (а отже i одностайною)
вiдносно системи вiдлiку l у кiнематицi F ,
оскiльки, згiдно (24), при n ∈ N траєкторiї

trj[l←m] (q2n−1) = {(t, qn) | t ∈ (0,∞)}

i

trj[l←m] (q2n) = {(t, qn) | t ∈ (−∞, 0]}

не є паралельними вiдносно системи вiдлiку
l (в сенсi означення 4 (пункт 2)).

Приклад 3 показує, що з т-одностайностi
однiєї системи вiдлiку вiдносно iншої в унi-
версальнiй кiнематицi, взагалi кажучи, не
випливає вiдповiдна квазiодностайнiсть, а
отже й одностайнiсть. Нижче буде доведено,
що з т-одностайностi однiєї системи вiдлiку
вiдносно iншої, все ж таки, випливає вiдпо-
вiдна траєкторна регулярнiсть.

Твердження 9. Якщо система вiдлiку m ∈
Lk (F) є т-одностайною вiдносно системи
вiдлiку l ∈ Lk (F) у векторнiй унiверсаль-
нiй кiнематицi F , то m є траєкторно-
регулярною вiдносно l в F .

Доведення.
Нехай, система вiдлiку m ∈ Lk (F) є т-

одностайною вiдносно системи вiдлiку l ∈
Lk (F) у векторнiй унiверсальнiй кiнематицi
F . I нехай для деякого x ∈ Zk (m) маємо:

w1,w2 ∈ trj[l←m] (x) i tm (w1) = tm (w2) . (25)

Оскiльки w1,w2 ∈ trj[l←m] (x), то, за озна-
ченням 3, iснують t1, t2 ∈ Tm (m) такi, що:

w1 = [l←m] (t1, x) , w2 = [l←m] (t2, x) .

Звiдси, використовуючи [1, рiвностi (6), (7)]
або [5, рiвностi (3.3), (3.4)], отримуємо:

bs ([m← l] w1) = bs ([m← l] [l←m] (t1, x)) =

= bs ((t1, x)) = x = bs ([m← l] w2) . (26)
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Покладемо:

w′1 := w1, w′2 := w1. (27)

Використовуючи (27), (26), (25), отримаємо:

bs ([m← l] w′1) = bs ([m← l] w1) ;

bs ([m← l] w′2) = bs ([m← l] w1) = bs ([m← l] w2) ;

tm (w1) = tm (w2) ;

tm (w′1) = tm (w1) = tm (w′2) .

Звiдси, за означенням 6, маємо:

bs (w2)− bs (w1) = bs (w′2)− bs (w′1) ,

тобто, враховуючи (27), отримуємо, bs (w2)−
bs (w1) = 0. Отже:

bs (w2) = bs (w1) .

Таким чином, ми довели, що для довiль-
них w1,w2 ∈ trj[l←m] (x) з умови tm (w1) =
tm (w2) випливає рiвнiсть bs (w1) = bs (w2),
тобто, за означенням 5 (пункт 1), система
вiдлiку m є траєкторно-регулярною вiдно-
сно l у кiнематицi F .

Наступна теорема 1 показує, що при де-
яких додаткових умовах з т-одностайностi
однiєї системи вiдлiку вiдносно iншої у ве-
кторнiй унiверсальнiй кiнематицi випливає
вiдповiдна одностайнiсть. Для формулюван-
ня цiєї теореми зручно ввести наступне нове
поняття:

Означення 7. Нехай, F — до-
вiльна унiверсальна кiнематика. Систе-
му вiдлiку m ∈ Lk (F) будемо назива-
ти повночасовою вiдносно системи вiд-
лiку l ∈ Lk (F) у кiнематицi F , якщо
для довiльного x ∈ Zk (m) виконує-
ться рiвнiсть D

(
trj[l←m] (x)

)
= Tm (l),

де D
(
trj[l←m] (x)

)
— область визначен-

ня trj[l←m] (x), тобто D
(
trj[l←m] (x)

)
={

t ∈ Tm (l) | ∃y ∈ Zk (l) : (t, y) ∈ trj[l←m] (x)
}
.

Зауваження 2. Легко бачити, що система
вiдлiку m ∈ Lk (F) є повночасовою вiдно-
сно системи вiдлiку l ∈ Lk (F) у кiнемати-
цi F тодi i тiльки тодi, коли для довiльного
x ∈ Zk (m) виконується рiвнiсть:{

tm (w) | w ∈ trj[l←m] (x)
}

= Tm (l) . (28)

Теорема 1. Нехай, F — векторна унiвер-
сальна кiнематика. Система вiдлiку m ∈
Lk (F) є одностайною вiдносно системи
вiдлiку l ∈ Lk (F) в F тодi i тiльки то-
дi, коли m є т-одностайною i повночасовою
вiдносно l в F .

Доведення.
I. Нехай система вiдлiку m ∈ Lk (F) ве-

кторної унiверсальної кiнематики F є одно-
стайною вiдносно системи вiдлiку l ∈ Lk (F)
у кiнематицi F . Тодi, згiдно з твердженням
6 m є т-одностайною вiдносно l в F . Отже,
залишилось довести, що система вiдлiку m
є повночасовою вiдносно l в F .

Нехай, x ∈ Zk(m). Доведемо рiвнiсть
(28).

За означенням 3, враховуючи примiтку 6,
маємо,{

tm (w) | w ∈ trj[l←m] (x)
}
⊆

⊆ {tm (w) | w ∈Mk (l)} = Tm (l) . (29)

Навпаки, нехай, t ∈ Tm (l). Тодi, для до-
вiльного y ∈ Zk (l) {7}, враховуючи (2) має-
мо:

(t, y) ∈Mk (l) .

Отже, згiдно з твердженням 4, iснує елемент
x0 ∈ Zk (m) такий, що:

(t, y) ∈ trj[l←m] (x0) .

Оскiльки x, x0 ∈ Zk (m), то, за означен-
ням 5 (див. пункт (б) цього означення),
trj[l←m] (x) ∥l trj[l←m] (x0). Тому, оскiль-
ки (t, y) ∈ trj[l←m] (x0), за означенням
4, iснує елемент ỹ ∈ Zk (l) такий, що
(t, y + ỹ) ∈ trj[l←m] (x). Звiдси випливає, що
t ∈

{
tm (w) | w ∈ trj[l←m] (x)

}
. Тому, вра-

ховуючи довiльнiсть вибору елемента t ∈
Tm (l), отримуємо включення, обернене до
(29), а отже i рiвнiсть (28).

II. Навпаки, нехай система вiдлiку m ∈
Lk (F) є т-одностайною i повночасовою вiд-
носно системи вiдлiку l ∈ Lk (F) у вектор-
нiй унiверсальнiй кiнематицi F . Тодi, згi-
дно з твердженням 9, система вiдлiку m

7 За означенням координатного простору (див. [2,5]), вра-
ховуючи систему позначень для унiверсальних кiнематик
(див. [1, 5]), маємо, Zk (l) ̸= ∅. Отже, хоч один елемент
y ∈ Zk (l) iснує.
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є траєкторно-регулярною вiдносно системи
вiдлiку l у кiнематицi F .

Отже, залишилось довести, що система
вiдлiку m є квазiодностайною вiдносно си-
стеми вiдлiку l у кiнематицi F . Розглянемо
довiльнi елементи x1, x2 ∈ Zk (m). Оскiльки
система вiдлiку m є повночасовою вiдносно
системи вiдлiку l ∈ Lk (F) у кiнематицi F ,
то, згiдно з зауваженням 2, маємо:{

tm (w) | w ∈ trj[l←m] (x1)
}

= Tm (l) =

=
{
tm (w) | w ∈ trj[l←m] (x2)

}
. (30)

Розглянемо довiльний момент часу t ∈
Tm (l). Згiдно (30), iснують елементи w′1 ∈
trj[l←m] (x1), w′2 ∈ trj[l←m] (x2) такi, що:

tm (w′1) = tm (w′2) = t. (31)

Покладемо:

x := bs (w′2)− bs (w′1) .

Розглянемо довiльний елемент w2 ∈
trj[l←m] (x2). З формули (30) випливає,
що iснує елемент w1 ∈ trj[l←m] (x1) такий,
що tm (w1) = tm (w2). Отже, враховуючи
(31), маємо:

tm (w1) = tm (w2) ; tm (w′1) = tm (w′2) . (32)

Оскiльки w1,w
′
1 ∈ trj[l←m] (x1), то, за озна-

ченням 3, iснують моменти часу t1, t
′
1 ∈

Tm (m) такi, що:

w1 = [l←m] (t1, x1) ; w′1 = [l←m] (t′1, x1) .

Звiдси, використовуючи [1, рiвностi (6), (7)]
або [5, рiвностi (3.3), (3.4)], отримуємо:

[m← l] w1 = [m← l] [l←m] (t1, x1) = (t1, x1) ;

[m← l] w′1 = (t′1, x1) .

Отже:

bs ([m← l] w1) = bs ([m← l] w′1) . (33)

Оскiльки w2,w
′
2 ∈ trj[l←m] (x2), то, аналогi-

чно, отримуємо:

bs ([m← l] w2) = bs ([m← l] w′2) . (34)

З рiвностей (32), (33) i (34), за означен-
ням 6, випливає рiвнiсть:

bs (w2)− bs (w1) = bs (w′2)− bs (w′1) ,

тобто рiвнiсть:

bs (w2) = bs (w1) + bs (w′2)− bs (w′1) =

= bs (w1) + x.

Звiдси, враховуючи рiвнiсть (32), та означе-
ння 4 (пункт 1), маємо:

w2 = (tm (w2) , bs (w2)) = (tm (w1) , x + bs (w1)) ∈

∈
{
tm (w) , x + bs (w) | w ∈ trj[l←m] (x1)

}
=

=
(
trj[l←m] (x1)

)⟨+x⟩
.

Отже, враховуючи довiльнiсть вибору еле-
мента w2 ∈ trj[l←m] (x2), маємо:

trj[l←m] (x2) ⊆
(
trj[l←m] (x1)

)⟨+x⟩
. (35)

Аналогiчно, “помiнявши мiсцями” x1 i x2, а
також w′1 i w′2, отримаємо:

trj[l←m] (x1) ⊆
(
trj[l←m] (x2)

)⟨+x̃⟩
,

де x̃ = bs (w′1) − bs (w′2) = −x. Звiдси, ви-
користовуючи твердження 5 (пункти 1 i 2),
отримуємо:

trj[l←m] (x1)
⟨+x⟩ ⊆

((
trj[l←m] (x2)

)⟨+x̃⟩
)⟨+x⟩

=

=
(
trj[l←m] (x2)

)⟨+(x̃+x)⟩
=

=
(
trj[l←m] (x2)

)⟨+0⟩
= trj[l←m] (x2) . (36)

З включень (35) i (36) отримуємо рiвнiсть:

trj[l←m] (x2) =
(
trj[l←m] (x1)

)⟨+x⟩
.

З останньої рiвностi, за означенням 4 (пункт
2) випливає, що trj[l←m] (x1) ∥l trj[l←m] (x2).

Враховуючи довiльнiсть вибору елемен-
тiв x1, x2 ∈ Zk (m), за означенням 5 (пункт
2), маємо, що система вiдлiку m є квазiодно-
стайною вiдносно системи вiдлiку l у кiне-
матицi F . Таким чином, будучи квазiодно-
стайною i траєкторно-регулярною вiдносно
системи вiдлiку l у кiнематицi F , система
вiдлiку m є одностайною вiдносно системи
вiдлiку l в F (за означенням 5 (пункт 3)).
Зауваження 3. Означення А i Б поступаль-
ного руху було взято з вiдповiдної лiтера-
тури в галузi класичної механiки. Саме то-
му, в рамках законiв класичної механiки,
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означення А′ i Б′ на фiзичному рiвнi опи-
сують системи вiдлiку, пов’язанi з тiла-
ми, що рухаються поступально. Виявляє-
ться, що в рамках теорiї вiдносностi видiле-
ний курсивом висновок вже не буде справе-
дливим. Справдi, для прикладу розглянемо
жорстку систему вiдлiку m, що рухається
рiвноприскорено з додатним прискоренням
a вiдносно заданої iнерцiйної системи вiдлi-
ку l, таку, що в нульовий момент часу T = 0
має нульову початкову швидкiсть i центри
систем вiдлiку l i m при T = 0 спiвпадають.
Згiдно з [19, с. 207, формули (8.165)], пере-
творення координат мiж нерухомою систе-
мою вiдлiку l i рухомою системою вiдлiку m
має вигляд 8:

aT = sh (at) (1 + ax) ;

(1 + aX) = ch (at) (1 + ax) ;

Y = y;

Z = z,

 (37)

де (T,X, Y, Z) — просторово-часовi коорди-
нати довiльної точки в нерухомiй системi
вiдлiку l, а (t, x, y, z) — координати цiєї то-
чки в прискоренiй системi вiдлiку m. Пiд-
креслимо, що в формулах (37) швидкiсть
свiтла c приймається за одиницю (c = 1). За-
значимо, що перетворення (37) мають мате-
матичний та фiзичний сенс лише за умови
1 + ax > 0 (див., також [19, с. 207]), тоб-
то за умов 1 + aX > 0, |aT | < 1 + aX.
Обчислимо траєкторiю руху в системi вiд-
лiку l точки M0, яка в системi вiдлiку m
має сталi координати (0, 0, 0). В довiльний
промiжок часу t просторово-часовi коорди-
нати цiєї точки в рухомiй системi вiдлiку m
мають вигляд (t, 0, 0, 0). Отже, згiдно (37),
координати (T,X0, Y0, Z0) цiєї точки в неру-
хомiй системi вiдлiку l можна вирахувати за
формулами:

aT = sh (at) ;

1 + aX0 = ch (at) ;

Y0 = Z0 = 0.


З першого рiвняння останньої системи зна-
ходимо at = arsh (aT ). Отже, виключа-

8 Див, також [20, стор. 219, формули (6.17)]

ючи змiнну “t” з другого рiвняння остан-
ньої системи, отримуємо, 1 + aX0 =

ch (arsh (aT )) =
√

1 + (aT )2. Таким чином
рiвняння руху точки M0 в нерухомiй систе-
мi вiдлiку m має вигляд:

X0(T ) =
1

a

(√
1 + (aT )

2 − 1

)
;

Y0(T ) = Z0(T ) = 0.

 (38)

Аналогiчно переконуємось, що рiвняння ру-
ху в системi вiдлiку l точки M1, яка в систе-
мi вiдлiку m має сталi координати (1, 1, 0)
має вигляд:

X1(T ) =
1 + a

a

√
1 +

(
aT

1 + a

)2

− 1

a
;

Y1(T ) = 1; Z1(T ) = 0.

 (39)

З формул (38), (39) видно, що точки
M0 i M1 в системi вiдлiку l проходять
за один i той же промiжок часу [0, T ]
(T > 0) рiзнi (за довжиною) дiлянки сво-
їх траєкторiй. Справдi, позначимо через
M0(T ) i M1(T ) координати точок M0 i
M1 в системi вiдлiку l в момент часу T

вiдповiдно. Тодi вектори
−−−−−−−−−−→
M0(0),M0(T ) i

−−−−−−−−−−→
M1(0),M1(T ) матимуть рiзнi координа-
ти, −−−−−−−−−−→M0(0),M0(T ) =

(
1
a

(√
1 + (aT )

2 − 1

)
, 0, 0

)
,

−−−−−−−−−−→
M1(0),M1(T ) =

(
1+a
a

(√
1 +

(
aT
1+a

)2
− 1

)
, 0, 0

)
.

Крiм того вектор
−−−−−→
M0,M1 в систе-

мi вiдлiку l в рiзнi моменти часу 0
i T (T > 0) матиме рiзнi координа-
ти, −−−−−−−−−−→

M0(0),M1(0) =(1, 1, 0), −−−−−−−−−−→
M0(T ),M1(T ) =(

1
a

(√
1 +

(
aT
1+a

)2
(1 + a) −

√
1 + (aT )

2
)
, 1, 0

)
.

Отже система вiдлiку, пов’язана з тiлом, що
рухається прямолiнiйно i рiвноприскорено в
рамках теорiї вiдносностi не є одностайно-
поступальною нi в сенсi означення А′ нi в
сенсi означення Б′.

Таким чином, одностайно-поступальнi
системи вiдлiку в унiверсальних кiнемати-
ках, взагалi кажучи, непридатнi для опи-
су поступальних неiнерцiйних систем вiд-
лiку в рамках теорiї вiдносностi. Рiзнi ти-
пи одностайно-поступальних систем вiдлiку,
введенi в данiй роботi, є просто технiчними
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поняттями, для того, щоб дослiдити випад-
ки, коли можна однозначно ввести поняття
перемiщення, а отже i середньої або миттє-
вої швидкостi руху однiєї системи вiдлiку
вiдносно iншої в рамках теорiї унiверсаль-
них кiнематик.
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