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СКРIЗЬ РОЗРИВНI НАРIЗНО ПОЛIНОМIАЛЬНI ФУНКЦIЇ
НА ДОБУТКАХ ВСЮДИ ЩIЛЬНИХ ПIДМНОЖИН ЧИСЛОВОЇ ПРЯМОЇ

Для довiльних злiченних всюди щiльних пiдмножин X i Y числової прямої R побудовано
нарiзно полiномiальну скрiзь розривну функцiю f : X × Y → R.

For all countable dense subsets X and Y of the number line R a separately polinomial disconti-
nuous everywhere function is built f : X × Y → R.

1. Вступ

Питання про сукупну полiномiальнiсть
нарiзно полiномiальних функцiй, яке по-
чали вивчати ще С. Мазур та В. Орлич
[1], в останнiй час знову привернуло увагу
математикiв [2-11]. Зокрема, нерозв’язаною
залишається така загальна проблема: для
яких пiдмножин E степеня Kn довiльного
поля K множина S(E) всiх нарiзно полiно-
мiальних функцiй f : E → K збiгається з
множиною P (E) всiх сукупно полiномiаль-
них функцiй f : E → K? Навiть для пiдмно-
жин арифметичної площини R2 не знайде-
но вiдповiдної необхiдної i достатньої умо-
ви для цього. Таку умову вдалось знайти [2,
теорема 11] для множин E = X1 × ... × Xn,
де Xk – довiльнi пiдмножини поля K, во-
на формулюється так: щонайбiльше одна з
множин X1, ..., Xn може бути злiченною. До
того ж у [2, теорема 7] був побудований при-
клад нарiзно полiномiальної i скрiзь розрив-
ної, а тому i не сукупно полiномiальної фун-
кцiї f : Q2 → Q на квадратi рацiональної
прямої Q.

У цiй статтi продовжуються дослiдження
з [2]. Розвиваючи метод мiркувань з [2], що
використовує многочлени Лаґранжа, ми для
довiльних злiченних всюди щiльних пiдмно-
жин X i Y числової прямої R будуємо на-
рiзно полiномiальну i скрiзь розривну фун-
кцiю f : X × Y → R. При цьому ми не ви-
користовуємо як у [2] спецiальних власти-
востей множини Q, а лише її злiченнiсть i
всюди щiльнiсть в R.

2. Теореми про систему iнтервалiв з
рацiональними кiнцями

Ми будемо використовувати наступну до-
бре вiдому властивiсть, яка негайно випли-
ває з [12, теорема 3].

Теорема 1. Нехай I –система всiх iнтер-
валiв I = (a, b) з рацiональними кiнцями a
i b. Тодi I є злiченною множиною.

Основою нашої побудови є наступне твер-
дження.

Теорема 2. Нехай (Ik)
∞
k=1 – довiльна послi-

довнiсть невироджених iнтервалiв на чи-
словiй прямiй R i X – злiченна всюди щiль-
на в R множина. Тодi iснує така бiєкцiя
φ : N → X, φ(n) = xn, що x2k ∈ Ik для
кожного k ∈ N.

Доведення. Оскiльки X = R, то для
кожного k перетин Ik ∩X нескiнченний. Не-
хай X = {an : n ∈ N} – якась перенуме-
рацiя множини X, де an ̸= am при n ̸= m.
Iснує такий номер n1, що an1 ∈ I1. Вiзьмемо
який небудь номер ñ1, такий, що ñ1 ̸= n1.
Покладемо x2 = an1 , x̃2 = añ1 . Далi знайде-
мо такий номер n2, що an2 ∈ I2, причому
n2 /∈ {n1, ñ1} та довiльний номер ñ2, що вiд-
рiзняється вiд вибраних номерiв n1, ñ1, n2, i
покладемо x4 = an2 i x̃4 = añ2 . Припусти-
мо, що для деякого номера k уже визначенi
рiзнi номери n1, ..., nk−1, ñ1, ..., ñk−1 i точки
x2j та x̃2j, такi, що x2j = anj ∈ Ij x̃2j = añj
при j = 1, ..., k − 1. Оскiльки множина {n :
an ∈ Ik} нескiнченна, то iснують такi рiзнi
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номери nk i ñk, що x2k = ank ∈ Ik, причо-
му цi номери вiдрiзняються вiд попередньо
вибраних. Поклавши x̃2k = añk , ми продов-
жимо нашу побудову ще на один крок, то-
му її можна продовжити i до нескiнченностi.
В результатi отримаємо по двi послiдовностi
номерiв i точок x2k = ank i x̃2k = añk , такi, що
x2k ∈ Ik для всiх k i всi номери nk та ñj рiзнi.
Множина E = X\{x2k : k ∈ N} нескiнчен-
на, адже вона мiстить нескiнченну множину
X̃ = {x̃2k : k ∈ N}. Оскiльки множинаX злi-
ченна, то такою ж буде i множина E. Мно-
жина M = {1, 3, 5, ...} всiх непарних номерiв
теж злiченна. Тому iснує бiєкцiя ψ : M → E.
Визначимо бiєкцiю φ : N → X, покладаючи
φ(2k) = x2k i φ(2k − 1) = ψ(2k − 1) = x2k−1
для довiльного k ∈ N. Ця бiєкцiя i буде шу-
каною.

3. Многочлени Лаґранжа

Нехай x1, ..., xn – рiзнi точки числової
прямої. Розглянемо для кожного k = 1, ..., n
многочлени

ψk(x) = (x− x1)...(x− xk−1)
(x− xk+1)...(x− xn) =

n∏
j=1
j ̸=k

(x− xj)

i

φk(x) =
ψk(x)

ψk(xk)
.

Ясно, що φk(xj) = δk,j, де δk,j – символ Кро-
некера, тобто δk,j = 0 при k ̸= j i δk,k = 1.

Для чисел y1, ..., yn многочлен

L(x) =
n∑
k=1

ykφk(x)

задовольняє умови: L(xk) = yk при k =
1, ..., n. Вiн називається многочленом Ла-
ґранжа з вузлами (x1, y1), ..., (xn, yn).

4. Основний результат

Перейдемо тепер до викладу основного
результату.

Нагадаємо, що функцiя f : D → R яка
визначена на пiдмножинi D топологiчного
простору X називається локально обмеже-
ною в точцi x0 ∈ D, якщо iснує такий окiл

U точки x0 в X, що множина f(U ∩D) обме-
жена в R. Зрозумiло, що неперервна в точцi
x0 ∈ D функцiя є локально обмеженою в цiй
точцi.

Теорема 3. Нехай X i Y – злiченнi всюди
щiльнi пiдмножини числової прямої R. То-
дi iснує така нарiзно полiномiальна скрiзь
розривна функцiя f : X×Y → R, яка в жо-
днiй точцi з R2 не є локально обмеженою.

Доведення. Розглянемо систему P всiх
прямокутникiв P = I × J , що є добутками
невироджених iнтервалiв I = (a, b) та J =
(c, d) з рацiональними кiнцями. З теореми 1
легко вивести, що P – це злiченна множина.
Тому її можна записати у виглядi

P = {Pk : k ∈ N},

де Pk = Ik × Jk при k ∈ N. Ясно, що P – це
база евклiдової топологiї площини R2. Вико-
риставши теорему 2 для послiдовностей iн-
тервалiв Ik та Jk, занумеруємо множини X
та Y так, що

X = {xn : n ∈ N}, Y = {yn : n ∈ N},

x2k ∈ Ik, y2k ∈ Jk для кожного k ∈ N i xn ̸=
xm та yn ̸= ym при n ̸= m.

Використавши многочлени Лаґранжа мо-
жна побудувати такi послiдовностi много-
членiв pn i qn на R, що pn(xn) = qn(yn) = n,
причому pn(xm) = qm(yn) для довiльних но-
мерiв m i n. Справдi, iснують такi много-
члени p1 i q1, що p1(x1) = q1(y1) = 1. Не-
хай n > 1 i вже побудованi такi много-
члени p1, ..., pn−1 i q1, ..., qn−1, що pk(xk) =
k = qk(yk) при k < n i pk(xj) = qj(yk)
при k, j < n. Нехай pn i qn – це iн-
терполяцiйнi многочлени Лаґранжа з ву-
злами (x1, q1(yn)), ..., (xn−1, qn−1(yn)), (xn, n) i
(y1, p1(xn)), ..., (yn−1, pn−1(xn)), (yn, n) вiдпо-
вiдно. Для цих многочленiв за побудовою
pn(xn) = n = qn(yn). При m < n будемо ма-
ти pn(xm) = qm(yn) i qn(ym) = pm(xn), отже,
спiввiдношення pk(xj) = qj(yk) виконується
при всiх k, j 6 n. Таким чином, побудову мо-
жна продовжити на один крок, а значить, i
до нескiнченностi.

Визначимо функцiю g : (X × R) ∪ (R ×
Y ) → R, покладаючи g(x, y) = qn(y), якщо
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x = xn i y ∈ R i g(x, y) = pn(x), якщо y = yn
i x ∈ R. Оскiльки pn(xm) = qm(yn), то на-
ше означення функцiї g коректне. Нарештi
покладемо f = g|X×Y i доведемо, що f – шу-
кана функцiя.

По-перше, fx = f(x, ·) = g(x, ·)|Y =
gx|Y = qn|Y , якщо x = xn ∈ X, i fy =
f(·, y) = g(·, y)|X = gy|X = pn|X , якщо
y = yn ∈ Y , таким чином, f – це нарiзно
полiномiальна функцiя.

По-друге, нехай p0 = (x0, y0) ∈ R2, U
– довiльний окiл точки x0, V – довiльний
окiл точки y0 в R i W = U × V . Покаже-
мо, що функцiя f не обмежена зверху на
множинi W ∩ (X × Y ). Справдi, множина
K = {k : Pk ⊆ W} нескiнченна, адже P – це
база топологiї в R2, а за побудовою для ко-
жного k точка p2k = (x2k, y2k) ∈ Ik×Jk = Pk,
причому f(p2k) = 2k. Оскiльки множина K
нескiнченна, то множина {f(p2k) : k ∈ K}
необмежена зверху, а значить, такою буде i
множина f(W∩(X×Y )). Це i доводить нашу
теорему.

Зрозумiло, що побудована в теоремi 3
функцiя f не може бути сукупно полiно-
мiальною, бо тодi вона б була локально
обмеженав кожнiй точцi з R2, адже много-
член вiд двох дiйсних змiнних є неперерв-
ною функцiєю.
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