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ПРО ОДНЕ УЗАГАЛЬНЕННЯ ЗАДАЧI КОШI ДЛЯ ЕВОЛЮЦIЙНИХ
РIВНЯНЬ З ГАРМОНIЙНИМ ОСЦИЛЯТОРОМ

Встановлюється коректна розв’язнiсть нелокальної багатоточкової за часом задачi для ево-
люцiйних рiвнянь з гармонiчним осцилятором i функцiями вiд такого оператора у просторах
типу S i S′.

We prove the correct solvability of the nonlocal multipoint in time problem for the evolutionary
equations with the harmonic oscillator and the functions of such operator in the spaces of S and
S′ type.

У розвитку багатьох важливих напрямiв
математики i фiзики значну роль вiдiграли
поняття i методи, якi виникли при вивченнi
рiвняння Штурма-Лiувiлля та пов’язаного з
цим рiвнянням оператора Штурма-Лiувiлля
A = −d2/dx2 + q(x). Оператор Штурма-
Лiувiлля породжує рiзнi крайовi задачi: ре-
гулярнi (x належить скiнченному iнтервалу)
i сингулярнi (випадок нескiнченного про-
мiжку). Вони, як вiдомо, вiдрiзняються по-
становкою задачi, методами дослiдження i
сферами застосування. Функцiя q називає-
ться потенцiалом; якщо q(x) = x2, x ∈ R, то
оператор A називається гармонiйним осци-
лятором. Вiдомо [1, с. 145], що гармонiй-
ний осцилятор – невiд’ємний самоспряже-
ний оператор у просторi L2(R). Еволюцiйне
рiвняння

u′(t) + Au(t) = 0, t ∈ (0, T ], (1)

з таким оператором вiдноситься до рiв-
нянь параболiчного типу, коефiцiєнти яких
необмежено зростають при |x| → +∞.
М.Л.Горбачуком, А.I. Кашпiровским [1, c.
148] доведено, що розв’язок рiвняння (1)
завжди має граничне значення u(0) =
lim
t→+0

u(t) в просторах узагальнених функцiй
нескiнченного порядку типу ультрарозподi-
лiв (типу S ′) i за ним завжди однозначно
знаходиться. У працях М.Л. Горбачука, В.I.
Горбачук, П.I. Дудникова, В.В. Городецько-
го та iн. доведено, що простори типу S ′ спiв-
падають з множинами початкових даних за-
дачi Кошi для широких класiв рiвнянь з ча-

стинними похiдними параболiчного типу (до
яких вiдносяться i рiвняння (1)), при яких
розв’язки є нескiнченно диференцiйовними
за просторовими змiнними функцiями (див.,
наприклад, [1, 2]).

Узагальненням задачi Кошi є нелокаль-
на багатоточкова за часом задача, коли по-
чаткова умова u(t, ·)|t=0 = f замiнюється

умовою
m∑
k=0

αku(t, ·)|t=tk = f , де t0 = 0,

{t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ], {α0, α1, . . . , αm} ⊂ R,
m ∈ N, – фiксованi числа (если α0 = 1,
α1 = α2 = · · · = αm = 0, то маємо,
очевидно, задачу Кошi); при цьому умова
m∑
k=0

αku(t, ·)|t=tk = f трактується в класи-

чному або в слабкому сенсi, якщо f – уза-
гальнена функцiя (така ситуацiя виникає у
випадку, коли f має особливiсть в однiй або
декiлькох точках i допускає регуляризацiю в
тому чи iншому просторi узагальнених фун-
кцiй).

Нелокальна багатоточкова за часом зада-
ча вiдноситься до нелокальних крайових за-
дач для рiвнянь з частинними похiдними,
теорiя яких iнтенсивно розвивається з сiм-
десятих рокiв минулого столiття. Дослiдже-
ння таких задач зумовлено багатьма засто-
суваннями в механiцi, фiзицi, хiмiї, бiологiї,
екологiї та iнших дисциплiнах, якi виника-
ють при математичному моделюваннi тих
чи iнших процесiв [3–6]. На доцiльностi ви-
користання нелокальних умов з точки зо-
ру загальної теорiї крайових задач вперше
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вказав А.А. Дезин [7], котрий дослiджував
розв’язнi розширення диференцiальних опе-
раторiв, породжених загальною диференцi-
альною операцiєю зi сталими коефiцiєнтами.
Вiн довiв, що для постановки коректної кра-
йової задачi необхiдно використовувати ра-
зом з локальними i нелокальнi умови. А.Х.
Мамян встановив [8], що iснують рiвняння з
частинними похiдними, для яких неможли-
во сформулювати жодної коректної локаль-
ної задачi; в той же час коректнi задачi iсну-
ють, якщо застосувати нелокальнi умови.

У цiй роботi встановлюється коректна
розв’язнiсть нелокальної багатоточкової
за часом задачi для диференцiально-
операторних рiвнянь другого порядку з
гармонiйним осцилятором i функцiями вiд
такого оператора у випадку, коли функцiя,
за допомогою якої задається багатоточкова
задача, належить до простору типу S або
є узагальненою функцiєю типу ультрароз-
подiлiв i ототожнюється з певним фор-
мальним рядом Фур’є-Ермiта (нелокальна
багатоточкова задача для диференцiально-
операторних рiвнянь першого порядку
дослiджена в [9]). Знайдено представлення
розв’язку вказаної задачi у виглядi згортки
фундаментального розв’язку з граничною
функцiєю.

1.Простори основних i узагальнених
елементiв.

Нехай A – невiд’ємний самоспряжений
оператор з дискретним спектром у сепара-
бельному гiльбертовому просторi H зi ска-
лярним добутком (·, ·) та нормою ∥ · ∥,
{ek, k ≥ 1} – ортонормований базис з його
власних векторiв, {λk, k ≥ 1} – послiдов-
нiсть вiдповiдних власних чисел, розмiще-
них у порядку зростання; при цьому кожне
власне число береться стiльки разiв, якою є
його кратнiсть, i

∑
k:λk ̸=0

λ−pk <∞ при деякому

p > 0.
Позначимо

Φm =
{
φ ∈ H

∣∣∣φ =
m∑
k=1

ck,φek, ck,φ ∈ C
}
,

Φ = lim
m→∞

ind Φm

(очевидно, що Φ лежить щiльно в H i iнварi-
антно вiдносно A), а через Φ′ – простiр усiх
антилiнiйних неперервних функцiоналiв на
Φ зi слабкою збiжнiстю. Зiставлення

H ∋ φ −→ fφ ∈ Φ′ : ⟨fφ, ψ⟩ = (φ, ψ), ∀ψ ∈ Φ,

визначає вкладення H ⊂ Φ′ (⟨f, ψ⟩ позначає
дiю функцiоналу f на элемент ψ). Елементи
з Φ′ називаються узагальненими.

Нехай s – простiр усiх числових послi-
довностей {sk, k ≥ 1} (sk ∈ C) з покоор-
динатною збiжнiстю. Iзоморфiзм J : f →
{ck(f) = ⟨f, ek⟩, k ≥ 1} ∈ s iз Φ′ на s вiд-
ображає Φ на множину фiнiтних послiдов-
ностей iз s, а H – на l2. При цьому опе-
ратору A вiдповiдає операцiя {ck(f), k ≥
1} → {λkck(f), k ≥ 1} i його можна роз-
ширити на Φ′ до неперервного оператора Â:
Âf = J−1{λkck(f), k ≥ 1}.

Нехай f ∈ Φ′. Ряд
∞∑
k=1

ckek, де ck = ⟨f, ek⟩,

називається рядом Фур’є елемента f ∈ Φ′, а
числа ck – його коефiцiєнтами Фур’є. Для
довiльного елемента f ∈ Φ′ його ряд Фур’є
збiгається в Φ′ до f . Навпаки, довiльний ряд
∞∑
k=1

ckek збiгається в Φ′ до деякого елемента

f ∈ Φ′ i цей ряд є рядом Фур’є для f [10].
Отже, Φ′ можна розумiти як простiр фор-

мальних рядiв вигляду
∞∑
k=1

ckek.

Введемо тепер деякi класи елементiв, якi
породженi оператором A. Позначимо

H∞(A) := lim
α→∞

prHα(A), Hα(A) = D(Aα),

Gβ,B(A) := {φ ∈ H∞(A)|
∃c > 0 ∃B > 0 ∀n ∈ N : ∥Anφ∥ ≤ cBnnnβ},

де β > 0 – фiксований параметр. Про-
стiр Gβ,B(A) є банаховим вiдносно нор-
ми ∥φ∥β,B = sup

n
(∥Anφ∥/(Bnnnβ)). Про-

стiр G{β}(A) := lim
B→∞

indGβ,B(A) називає-
ться простором Жевре порядку β. Якщо
через H ′∞(A), G′{β}(A) позначити простори,
топологiчно спряженi з просторами H∞(A),
G{β}(A) вiдповiдно, то, згiдно [10], прийдемо
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до ланцюжка щiльних i неперервних вкла-
день Φ ⊂ G{β}(A) ⊂ H∞(A) ⊂ H ⊂
H ′∞(A) ⊂ G′{β}(A) ⊂ Φ′, β > 1.

СимволомHα,β позначимо сукупнiсть тих
елементiв f ∈ Φ′, для яких при деякому
α > 0

∥f∥2Hα,β :=
∞∑
k=1

exp(2αλ
1/β
k )|ck|2 <∞,

ck = ⟨f, ek⟩, k ∈ N, i покладемо
H{β} = lim

α→+0
indHα,β. Вiдповiдно, H ′{β} =

lim
α→+0

prH ′α,β. Як доведено в [10], G{β}(A) =

H{β}.
Простори G{β}(A), G′{β}(A) з точки зору

поведiнки коефiцiєнтiв Фур’є їх елементiв
описуються так [10]:

(f ∈ G{β}(A))⇔ (∃µ > 0∃c > 0∀k ∈ N :

|ck(f)| ≤ c exp(−µλ1/βk ));

(f ∈ G′{β}(A))⇔ (∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0

∀k ∈ N : |ck(f)| ≤ c exp(µλ
1/β
k )).

Нехай {f1, f2} ⊂ Φ′, f1 =
∞∑
k=1

ck(f1)ek,

f2 =
∞∑
k=1

ck(f2)ek. У просторi Φ′ визначи-

мо операцiю ”∗”, яку називатимемо ”абстра-
ктною згорткою” (або просто згорткою) i за-
дамо формулою

f1 ∗ f2 =
∞∑
k=1

ck(f1)ck(f2)ek ≡
∞∑
k=1

ck(f1 ∗ f2)ek,

тобто ck(f1 ∗ f2) = ck(f1)ck(f2), k ∈ Z+.
2.Функцiї Ермiта. Формальнi ряди

Фур’є-Ермiта.
Функцiя F : R → R називається ваговою,

якщо вона невiд’ємна i така, що абсолю-
тно збiгаються iнтеграли αn =

∫
R
xnF (x)dx,

n ∈ Z+, якi називаються степеневими мо-
ментами функцiї F . Наприклад, за F , зокре-
ма, можна взяти функцiю exp(−x2), x ∈ R.
Користуючись методом математичної iнду-
кцiї можна довести (див. [11]), що (e−x

2
)(n) =

e−x
2
[n/2]∑
k=0

(−1)n−kn!
k!(n−2k)! (2x)n−2k, n ∈ Z+, x ∈ R. От-

же, функцiя Hn(x) = (−1)nex
2
(e−x

2
)(n), n ∈

Z+, є многочленом степеня n. Цей много-
член називається стандартизованим много-
членом Ермiта, а вiдповiдна формула – фор-
мулою Родрiга. Многочлени Hn, n ∈ Z+, ор-
тогональнi на R з ваговою функцiєю F ; при
цьому∫

R

e−x
2

Hn(x)dx =
√
π2nn!, n ∈ Z+.

Отже, ортонормованi многочлени Ермiта
Ĥn, n ∈ Z+, мають вигляд

Ĥn(x) =
Hn(x)√√
π2nn!

=
(−1)n√√
π2nn!

ex
2

(e−x
2

)(n),

n ∈ Z+, x ∈ R.
Многочлени Ĥn, n ∈ Z+, побудованi

за ваговою функцiєю F (x) = exp(−x2),
x ∈ R, утворюють ортонормова-
ний базис у просторi L2(R, exp(−x2)).
У просторi ж L2(R) ортонормова-
ний базис утворюють функцiї Ермiта
hn(x) = e−x

2/2Ĥn(x) = (−1)nπ−1/4(2nn!)−1/2·
·ex2/2(e−x2)(n), n ∈ Z+, x ∈ R.

У просторi H = L2(R) розглянемо гармо-
нiйний осцилятор – невiд’ємний самоспря-
жений оператор A, який є замиканням опе-
ратора −d2/dx2 + x2, заданого на множинi
фiнiтних нескiнченно диференцiйовних на R
функцiй. Спектр цього оператора дискре-
тний, його власнi числа λk = 2k+ 1, k ∈ Z+,
власнi функцiї – функцiї Ермiта hk, k ∈ Z+

[2, с. 145]. Простiр Φ у даному випадку скла-
дається з функцiй φ вигляду

φ(x) =
m∑
k=0

ck,φhk(x), ck,φ ∈ C, x ∈ R,m ∈ Z+.

Ряд
∞∑
k=0

ckhk, де ck = ⟨f, hk⟩, називається

рядом Фур’є-Ермiта функцiоналу f ∈ Φ′, а
числа ck, k ∈ Z+, – його коефiцiєнтами Фур’є
(надалi елементи простору Φ′ називатиме-
мо узагальненими функцiями). Простiр Φ′ у
даному конкретному випадку можна розу-
мiти як простiр формальних рядiв вигляду
∞∑
k=0

ckhk.

3.Простори типу S i S ′.
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Для фiксованих α, β > 0 покладемо
Sβα(R) ≡ Sβα :=

{
φ ∈ C∞(R)

∣∣∣ ∃c > 0 ∃A > 0

∃B > 0 ∀{k, n} ⊂ Z+ ∀x ∈ R :

|xkφ(n)(x)| ≤ cAkBnkkαnnβ
}
.

Введенi простори можна охарактеризувати
ще й так [12].
Sβα складається з тих й лише тих нескiн-

ченно диференцiйовних на R функцiй, якi
задовольняють нерiвностi

|φ(n)(x)| ≤ cBnnnβ exp(−a|x|1/α), n ∈ Z+,

x ∈ R, з деякими додатними сталими c, a i
b, залежними тiльки вiд функцiї φ.

Якщо 0 < β < 1 i α ≥ 1 − β, то Sβα скла-
дається з тих i лише тих функцiй φ, якi до-
пускають аналiтичне продовження в C i за-
довольняють нерiвнiсть

|φ(x+ iy)| ≤ c exp(−a|x|1/α + b|y|1/(1−β)),

c, a, b > 0.
Простори Sβα нетривiальнi при α + β ≥ 1

i утворюють щiльнi в L2(R) множини. При
β > 1 простори Sβα мiстять фiнiтнi функцiї.

Топологiчна структура в просторах Sβα
визначається так. Символом Sβ,Bα,A позначи-
мо сукупнiсть функцiй φ ∈ Sβα, якi задо-
вольняють умову: ∀δ > 0 ∀ρ > 0 ∃cδρ >
0 : |xkφ(n)(x)| ≤ cδρ(A + δ)k(B + ρ)nkkαnnβ,
{k, n} ⊂ Z+, x ∈ R. Ця множина перетво-
рюється в повний злiченно-нормований про-
стiр, якщо норми в нiй ввести за допомогою
спiввiдношень

∥φ∥δρ = sup
x,k,n

|xkφ(n)(x)|
(A+ δ)k(B + ρ)nkkαnnβ

,

{δ, ρ} ⊂
{

1, 1
2
, 1
3
, . . .

}
.

Якщо A1 < A2, B1 < B2, то Sβ,B1

α,A1
непе-

рервно вкладається в Sβ,B2

α,A2
i Sβα =

∪
A,B>0

Sβ,Bα,A .

Якщо P – деякий фiксований много-
член, то в просторi Sβα визначена i непе-
рервна операцiя множення на P . Звiдси,
зокрема, випливає, що функцiї Ермiта hk,
k ∈ Z+, належать до простору S

1/2
1/2 . Справ-

дi, | exp(−z2/2)| = exp(−x2/2 + y2/2), якщо

z = x + iy i 1/α = 1/(1 − β) = 2, тобто
α = β = 1/2, а кожна функцiя Ермiта має
вигляд P (x) exp(−x2/2), де P – многочлен
Ермiта.

У просторi Sβα визначенi i є неперервними
операцiя зсуву аргументу i диференцiюван-
ня, якi переводять Sβα у себе. Простори ти-
пу S є досконалими [12] тобто просторами,
всi обмеженi множини яких компактнi. Про-
стiр всiх лiнiйних неперервних функцiоналiв
на Sβα зi слабкою збiжнiстю позначають сим-
волом (Sβα)′. Елементи iз (Sβα)′ називаються
ультрарозподiлами Жевре порядку β.

У [12, с. 145–147] доведено, що S
β/2
β/2 =

G{β}(A) при β ≥ 1, де A – гармонiйний
осцилятор. Тодi, як випливає iз загальної
теорiї невiд’ємних самоспряжених операто-
рiв у гiльбертовому просторi з дискретним
спектром (див. п. 1), простори Sββ , (Sββ )′,
β ≥ 1/2, можна охарактеризувати так.

Якщо f =
∞∑
k=0

ckhk ∈ Φ′, ck = ⟨f, ek⟩, то

правильними є такi спiввiдношення еквiва-
лентностi:

а) (f ∈ Sββ )⇔ (∃µ > 0∃c > 0 ∀k ∈ Z+ :

|ck| ≤ c exp(−µ(2k + 1)1/(2β))); (А)
б) (f ∈ (Sββ )′) ⇔ (∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0

∀k ∈ Z+ : |ck| ≤ c exp(µ(2k + 1)1/(2β))). (Б)
4. Функцiї вiд гармонiйного осциля-

тора.
Нехай B – невiд’ємний самоспряжений

оператор в сепарабельному гiльбертовому
просторi H з щiльною у H областю визна-
чення D(B), f : [0,∞)→ [0,∞) – деяка непе-
рервна функцiя, яка строго монотонно зро-
стає на [0,+∞), lim

λ→+∞
f(λ) = +∞. За фун-

кцiєю f i оператором B на множинi

D(f(B)) =
{
φ ∈ H

∣∣∣ ∞∫
0

f 2(λ)d(Eλf, f) <∞
}
,

де Eλ, λ ∈ [0,+∞), – спектральна функцiя
оператора B, будуємо оператор f(B):

f(B)φ =

∞∫
0

f(λ)dEλφ, φ ∈ D(f(B)), (2)

який також невiд’ємний i самоспряжений в
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H, при цьому D(f(B)) = H [12]. Iнтеграл (2)
берется, фактично, лише по спектру σ(B)
оператора B, тобто

f(B)φ =

∫
σ(B)

f(λ)dEλφ, φ ∈ D(f(B)).

Якщо B = A – гармонiйний осцилятор,
то σ(A) = {λk, k ∈ Z+}, де λk = 2k + 1. Спе-
ктральна функцiя Eλ, λ ∈ [0,+∞), операто-
ра A є кусково-сталою i має розриви у то-
чках λk, k ∈ Z+, причому Eλk+0−Eλk – опе-
ратор проектування на власний пiдпростiр
оператора A, який вiдповiдає власному зна-
ченню λk. Цей пiдпростiр є одновимiрним,
вiдповiдна функцiя Ермiта hk утворює його
базис. Отже,

(Eλk+0 − Eλk)φ = (φ, hk)L2(R) · hk = ck(φ)hk;

спектральна функцiя Eλ, λ ∈ [0,+∞), у цьо-
му випадку має вигляд

(Eλφ)(x) =
∑
λk<λ

ck(φ)hk(x),

а iнтеграл (2) є таким:

(f(A)φ)(x) =
∞∑
k=0

f(λk)(Eλk+0 − Eλk)φ(x) =

=
∞∑
k=0

f(λk)ck(φ)hk(x), φ ∈ D(f(A)),

при цьому D(f(A)) =
{
φ ∈ L2(R)

∣∣∣
∞∑
k=0

f 2(λk)|ck(φ)|2 <∞, λk = 2k + 1
}
, f(λk) –

власнi числа оператора f(A). Оператор f(A)
продовжимо на Φ′ до неперервного операто-

ра f̂(A): f̂(A)φ =
∞∑
k=0

f(λk)ck(φ)hk,

φ =
∞∑
k=0

ck(φ)hk ∈ Φ′.

Розглянемо узагальнену функцiю Gf iз
простору Φ′, побудовану за функцiєю f :

Gf =
∞∑
k=0

f(λk)hk. Тодi f̂(A) – оператор згор-

тки, який дiє у просторi Φ′:

f̂(A)φ = Gf ∗ φ =
∞∑
k=0

f(λk)ck(φ)hk.

Символом Af будемо позначати звуже-
ння оператора f̂(A) на простiр S

β/2
β/2 =

G{β}(A), β ≥ 1; при цьому

Φ ⊂ S
β/2
β/2 ⊂ L2(R) ⊂ (S

β/2
β/2)′ ⊂ Φ′, β ≥ 1.

Лема 1. Нехай Gf ∈ (S
β/2
β/2)′, тодi оператор

Af є неперервним у просторi Sβ/2β/2 .

Доведення. Передусiм доведемо, що
Gf ∗φ ∈ Sβ/2β/2 для довiльної функцiї φ ∈ Sβ/2β/2 .
Справдi, оскiльки Gf ∈ (S

β/2
β/2)′, то iз умови

(Б) випливає, що

∀µ1 > 0 ∃c1 = c1(µ1) > 0 ∀k ∈ Z+ :

|ck(Gf )| = f(λk) ≤ c1 exp(µ1λ
1/β
k ), (3)

де λk = 2k+ 1. Крiм того, φ ∈ Sβ/2β/2 , тому,
з урахуванням умови (А), ∃µ2 > 0 ∃c2 > 0

∀k ∈ Z+ : |ck(φ)| ≤ c exp(−µ2λ
1/β
k ). Тодi

|ck(Gf ∗ φ)| = |ck(Gf )| · |ck(φ)| ≤

≤ c1c2 exp(−(µ2 − µ1)λ
1/β
k ).

Вiзьмемо µ1 = µ2/2, тодi

|ck(Gf ∗ φ)| ≤ c̃ exp(−µ̃λ1/βk ), c̃ = c1c2,

µ̃ = µ2/2, звiдки й випливає, що Gf ∗ φ ∈
S
β/2
β/2 . Отже, оператор Af вiдображає простiр
S
β/2
β/2 в себе. Доведемо, що Af – неперерв-

ний оператор у просторi Sβ/2β/2 , тобто довiль-
ну обмежену множину цього простору вiн
вiдображає в обмежену множину цього ж
простору (вiдзначимо, що в просторi Sβ/2β/2 ,
β ≥ 1, клас неперервних операторiв спiвпа-
дає з класом обмежених операторiв [12]).

Нехай L – обмежена множина у просторi
S
β/2
β/2 = G{β}(A) =

∪
α>0

Hα,β. Тодi L – обмеже-

на множина у гiльбертовому просторi Hα,β

при деякому α > 0, тобто ∃b > 0 ∀ψ ∈ L :

∥ψ∥2Hα,β =
∞∑
k=0

exp(2αλ
1/β
k )|ck(ψ)|2 ≤ b2,

λk = 2k + 1, k ∈ Z+, або

∀ψ ∈ L : |ck(ψ)| ≤ b exp(−αλ1/βk ), k ∈ Z+.
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У нерiвностi (3) покладемо µ1 = α/2. Тодi

|ck(Afψ)| = |ck(Gf )| · |ck(ψ)| ≤

≤ c1b exp(−(α− µ1)λ
1/β
k ) = b2 exp(−α1λ

1/β
k ),

α1 = α/2, b2 = c1b, i

|ck(Afψ)| exp
(α1

2
λ
1/β
k

)
≤ b2 exp

(
− α1

2
λ
1/β
k

)
,

k ∈ Z+. Звiдси випливає збiжнiсть ря-

ду
∞∑
k=0

|ck(Afψ)| exp
(
α1

2
λ
1/β
k

)
. Таким чином,

множина AfL обмежена у просторiHα1/2,β =

Hα/4,β, тобто у просторi Sβ/2β/2 . Твердження
доведено.

Надалi вважатимемо, що функцiя f задо-
вольняє умову:
∃d0, d1, d2 > 0, d1 ≥ d0,∀λ ∈ [0,∞) :

d0λ
2/β ≤ f(λ) ≤ d1λ

2/β + d2. (4)

5.Нелокальна багатоточкова за ча-
сом задача.

Розглянемо еволюцiйне рiвняння

∂2u(t, x)

dt2
− Afu(t, x) = 0, (5)

де (t, x) ∈ (0,+∞) × R ≡ Ω, Af – оператор,
побудований в п. 4 за функцiєю f .

Пiд розв’язком рiвняння (5) розумiтиме-
мо функцiю u(t, x), (t, x) ∈ Ω, яка задоволь-
няє умови: 1) u(t, ·) ∈ C2((0,∞), S

β/2
β/2) i задо-

вольняє рiвняння (5); 2) для довiльного фi-
ксованого промiжку [δ,+∞) ⊂ (0,+∞) iснує
стала c = c(δ) > 0 така, що

sup
t∈[δ,+∞)

∥u(t, ·)∥L2(R) ≤ c.

Теорема 1. Функцiя u є розв’язком рiвня-
ння (5) тодi i тiльки тодi, коли її можна
подати у виглядi

u(t, x) =
∞∑
k=0

exp(−t
√
f(λk))ckhk(x),

(t, x) ∈ Ω, λk = 2k + 1, k ∈ Z+, (6)

де ψ =
∞∑
k=0

ckhk ∈ (S
β/2
β/2)′, β ≥ 1.

Доведення. Нехай u задається форму-
лою (6). Доведемо, що u(t, ·) ∈ Sβ/2β/2 при ко-
жному t > 0. Оскiльки ψ ∈ (S

β/2
β/2)′, то

∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0 : |ck| ≤ c exp(µλ
1/β
k ),

(7)
k ∈ Z+. Враховуючи (4), (7), а також спiв-
вiдношення ck(u(t, x)) = ck exp(−t

√
f(λk))

знайдемо, що

|ck(u(t, x))| ≤ c exp(µλ
1/β
k ) exp(−t

√
f(λk)) ≤

≤ c exp(µλ
1/β
k ) exp(−

√
d0tλ

1/β
k ) =

= c exp(−(
√
d0t− µ)λ

1/β
k ).

Вiзьмемо µ =
√
d0t/2. Тодi

|ck(u(t, x))| ≤ c exp(−µλ1/βk ), k ∈ Z+,

звiдси випливає, що u(t, ·) ∈ Sβ/2β/2 при кожно-
му t > 0.

Функцiя u(t, x) диференцiйовна за t ∈
(0,∞) (для довiльного x ∈ R). Справдi, не-
хай t ∈ [ε,+∞), де ε > 0. Доведемо, що ряд

−
∞∑
k=0

√
f(λk) exp(−t

√
f(λk))ckhk(x) =

=
∞∑
k=0

γ(t, x, λk) (8)

збiгається рiвномiрно по t, тодi

∂u(t, x)

∂t
=
∞∑
k=0

γ(t, x, λk).

Враховуючи нерiвностi (4), (7), а також те,
що |hk(x)| ≤ 1, k ∈ Z+, x ∈ R [11], для t ≥ ε
i довiльного, фiксованого k ∈ N маємо

|γ(t, x, λk)| ≤ c
√
d̃λ

1/β
k exp(−ε

√
d0λ

1/β
k )·

· exp(µλ1βk ) ≤ c
√
d̃·2
ε

exp
(
−
(ε

2

√
d0−µ

)
λ1βk

)
,

d̃ = max{d1, d2}. (9)

Нехай µ = ε
√
d0/4. Тодi |γ(t, x, λk)| ≤

c̃
√
d̃ exp(−µλ1/βk ). Звiдси отримуємо, що ряд
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(8) збiгається рiвномiрно по t ∈ [ε,+∞).
Оскiльки ε > 0 – довiльне, то функцiя u(t, x)
диференцiйовна за t на промiжку (0,+∞),
а спiввiдношення (9) має мiсце для кожно-
го t ∈ (0,+∞). Аналогiчно можна дове-
сти, що функцiя ut(t, x) диференцiйовна за
t ∈ (0,∞). Отже, u(t, ·) ∈ C2((0,∞), S

β/2
β/2).

Функцiя u задовольняє рiвняння (5).
Справдi,

Afu(t, x) =
∞∑
k=0

f(λk)ck(u(t, x))hk(x) =

=
∞∑
k=0

f(λk) exp(−t
√
f(λk))ckhk(x).

З iншого боку, при доведеннi диференцi-
йовностi функцiї u(t, x) встановлено, що

∂2u(t, x)

∂t2
=
∞∑
k=0

f(λk) exp(−t
√
f(λk))ckhk(x).

Таким чином, u(t, x) – розв’язок рiвняння
(5).

Перевiримо виконання умови 2). Маємо,
що

∥u(t, ·)∥2L2(R) =
∞∑
k=0

|ck(u(t, x))|2 =

=
∞∑
k=0

|ck|2 exp(−2t
√
f(λk)).

Враховуючи умову (4) i нерiвностi (7)
знайдемо, що для t ≥ δ > 0

|ck| exp(−t
√
f(λk)) ≤ c exp(µλ

1/β
k )·

· exp(−t
√
d0λ

1/β
k ) ≤ c exp(−(δ

√
d0 − µ)λ

1/β
k ),

λk = 2k + 1, k ∈ Z+.
Вiзьмемо µ = δ

√
d0/2. Тодi для t ≥ δ

виконується нерiвнiсть |ck| exp(−t
√
f(λk)) ≤

≤ c exp(−µλ1/βk ). Звiдси отримуємо, що

sup
t∈[δ,+∞)

∥u(t, ·)∥2L2(R) ≤

≤ c2
∞∑
k=0

exp(−2µλ
1/β
k ) = c̃(δ).

Отже, умова 2) виконується.
Навпаки, нехай u – розв’язок рiвняння

(5). Тодi u(t, ·) ∈ S
β/2
β/2 ⊂ L2(R) при кожно-

му t > 0, при цьому u(t, x) =
∞∑
k=0

ck(t)hk(x),

ck(t) = (u(t, x), hk)L2(R), k ∈ Z+, причому

∥u(t, ·)∥2L2(R) =
∞∑
k=0

|ck(t)|2, t > 0. (10)

Помножимо (5) скалярно на hk, k ∈ Z+; тодi(∂2u(t, x)

∂t2
, hk

)
= (Afu(t, x), hk), k ∈ Z+.

При фiксованому k ∈ Z+ маємо:

(Afu(t, x), hk) = (u(t, x), Afhk) =

= (u(t, ·), f(λk)hk) = f(λk)(u(t, ·), hk) =

= f(λk)ck(t).

Оскiльки(∂2u(t, x)

∂t2
, hk

)
=

d2

dt2
(u(t, ·), hk) = c′′k(t),

k ∈ Z+, то функцiя ck(t) (при фiксованому
k ∈ Z+) задовольняє умову

c′′k(t)− f(λk)ck(t) = 0, k ∈ Z+, t ∈ (0,+∞),

загальний розв’язок якого задається форму-
лою

ck(t) = c
(1)
k exp(−t

√
f(λk))+c

(2)
k exp(t

√
f(λk)),

k ∈ Z+, де c
(1)
k , c(2)k – довiльнi сталi. Iз

(10), вигляду коефiцiєнтiв ck(t), k ∈ Z+, i
умови 2), яку задовольняє функцiя u(t, ·),
випливає, що c

(2)
k = 0, k ∈ Z+, тоб-

то ck(t) = c
(1)
k exp(−t

√
f(λk)). Отже, якщо

u(t, ·) – розв’язок рiвняння (5), то u(t, ·) має
вигляд

u(t, x) =
∞∑
k=0

c
(1)
k exp(−t

√
f(λk))hk(x).

Доведемо тепер, що

ψ =
∞∑
k=0

c
(1)
k hk ∈ (S

β/2
β/2)′.
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Для цього скористаємося тим, що
∥u(t, ·)∥L2(R) ≤ c, c = c(t) > 0, для ко-
жного t > 0. Звiдси випливає нерiвнiсть

∞∑
k=0

|c(1)k |
2 exp(−2t

√
f(λk)) ≤ c2,

тобто |c(1)k | ≤ c exp(t
√
f(λk)). Iз умови (4),

яку задовольняє функцiя f випливає, що
для кожного t > 0 iснує стала c =

c(t) > 0 така, що |c(1)k | ≤ c exp(t
√
d̃λ

1/β
k ),

d̃ = max{d1, d2}, λk = 2k + 1, k ∈ Z+, звiдси

випливає, що ψ =
∞∑
k=0

c
(1)
k hk ∈ (S

β/2
β/2)′. Теоре-

ма доведена.

Зауваження 1. Введемо позначення

G(t, x) =
∞∑
k=0

exp(−t
√
f(λk))hk(x).

Iз властивостей функцiї f випливає, що
G(t, ·) ∈ S

β/2
β/2 для кожного t > 0. Крiм

того, u(t, x) = G(t, x) ∗ ψ ∈ S
β/2
β/2 , ∀ψ ∈

(S
β/2
β/2)′. Отже, оператор згортки G(t, x) ∗
· переводить кожний елемент простору
(S

β/2
β/2)′ (зокрема, кожний елемент просто-

ру Sβ/2β/2 ⊂ (S
β/2
β/2)′) у розв’язок рiвняння (5).

Поставимо задачу: у множинi розв’язкiв
рiвняння (5) вигляду (6) знайти розв’язок,
який задовольняє умову

µu(0, ·)−
m∑
n=1

µnu(tn, ·) = g, (11)

де g ∈ H = L2(R), m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂
(0,+∞), {t1, . . . , tm} ⊂ (0,∞) – фiксованi

числа, µ >
m∑
n=1

µn, t1 < t2 < · · · < tm;

при цьому u(0, ·) розумiємо як lim
t→+0

u(t, ·), де

границя розглядається в L2(R). Таку зада-
чу називатимемо нелокальною багатоточко-
вою за часом задачею для рiвняння (5). Iз
теореми 1 i зауваження 1 випливає, що за-
дачу (5), (11) можна поставити ще i так: у
класi (S

β/2
β/2)′ знайти елемент ψ, який утво-

рює згортку з функцiєю G(t, x) i є розв’яз-
ком рiвняння (5), який задовольняє умову

(11). Для розв’язностi цiєї задачi необхiдно
знайти коефiцiєнти Фур’є ck = ck(ψ) такого
елемента. Для цього помножим (11) скаляр-
но на hk, k ∈ Z+, враховуючи при цьому, що

ck(u(t, ·)) = ck(G(t, ·))ck(ψ),

ck(G(t, ·)) = exp(−t
√
f(λk)).

У результатi прийдемо до спiввiдношень

µck(G(0, ·))ck(ψ)−
m∑
n=1

µnck(G(tn, ·))ck(ψ) =

= ck(g), ck(G(0, ·)) = 1.

Отже,

ck(ψ) = ck(g)
(
µ−

m∑
n=1

µn exp(−tn
√
f(λk))

)−1
.

Введемо позначення:

Q1(t, λk) = exp(−t
√
f(λk)).

Тодi

ck(ψ) = ck(g) ·
(
µ−

m∑
n=1

µnQ1(tn, λk))
−1.

Вiдмiтимо, що
(
µ−

m∑
n=1

µnQ1(tn, λk))
−1 ≤

≤
(
µ−

m∑
n=1

µn)−1 ≡ µ0.

Тодi
∞∑
k=0

|ck(ψ)|2 ≤ µ2
0

∞∑
k=0

|ck(g)|2 = µ2
0∥g∥2H ,

g ∈ H, тобто елемент ψ, за допомогою яко-
го будується розв’язок задачi (5), (11), нале-
жить до L2(R). При цьому розв’язок задає-
ться формулою u(t, x) = G(t, x) ∗ ψ,

ψ =
∞∑
k=1

Q2(λk)ck(g)hk,

Q2(λk) :=
(
µ−

m∑
n=1

µnQ1(tn, λk))
−1,

або

u(t, x) =
∞∑
k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)ck(g)hk(x) =
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= G1(t, x) ∗ g, g =
∞∑
k=0

ck(g)hk ∈ H,

де

G1(t, x) =
∞∑
k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)hk,

G1(t, ·) ∈ Sβ/2β/2 , для всiх t ∈ (0,+∞).

Теорема 2. Нелокальна багатоточкова за
часом задача (5), (11) є коректно розв’я-
зною, розв’язок задається формулою

u(t, x) = G1(t, x) ∗ g(x), (t, x) ∈ Ω,

при цьому {G1(t, ·), u(t, ·)} ⊂ S
β/2
β/2 для всiх

t > 0.

Доведення. Те, що функцiя u(t, x) є
розв’язком задачi (5), (11), доведено ранi-
ше. Єдинiсть розв’язку цiєї задачi випли-
ває з таких мiркувань. Якщо g = 0, то
ck(g) = (g, hk) = 0, ∀k ∈ Z+; тодi u(t, x) = 0
для кожного t ∈ (0,+∞), що i доводить єди-
нiсть розв’язку задачi (5), (11).

Доведемо тепер, що розв’язок задачi (5),
(11) неперервно залежить вiд функцiї, за до-
помогою якої задається умова (11). Нехай
{g, gn, n ≥ 1} ⊂ L2(R), причому gn → g при
n → ∞ у просторi L2(R), тобто ∥gn − g∥ →
0 при n → ∞. Це рiвносильно тому, що
∞∑
k=0

|ck(gn − g)|2 → 0 при n → ∞. Нехай un

– розв’язок задачi (5), (11), який вiдповiд-
ає функцiї gn, за допомогою якої задається
умова (11). Тодi

∥un − u∥2 = ∥G1(t, ·) ∗ (gn − g)∥2 =

=
∞∑
k=0

|ck(G1(t, ·))|2 · |ck(gn − g)|2.

Iз доведеного ранiше випливає, що
|ck(G1)| ≤ c̃, k ∈ Z+, де c̃ =

(
µ −

m∑
p=1

µp

)−1
> 0. Отже,

∥un − u∥2 ≤ c̃2
∞∑
k=0

|ck(gn − g)|2 → 0, n→∞,

що i потрiбно було довести. Теорему доведе-
но.

Згортка G1(t, ·) ∗ g має змiст i в тому ви-
падку, коли g ∈ (S

β/2
β/2)′ = G′{β}(A), при цьо-

му u(t, ·) = G1(t, ·) ∗ g ∈ S
β/2
β/2 при кожному

t ∈ (0,∞). Доведемо, що функцiя u(t, x) є
розв’язком рiвняння (5), але умову (11), де
g ∈ (S

β/2
β/2)′, u(t, x) задовольняє у тому розу-

мiннi, що

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = g,

g ∈ (S
β/2
β/2)′, (12)

границi розглядаються у просторi (S
β/2
β/2)′.

Перед доведенням деяких допомiжних
тверджень, дамо означення абстрактної
функцiї. Нехай X – топологiчний простiр,
K – деяка множина чисел. Функцiю K ∋
t → φν ∈ X називають абстрактною фун-
кцiєю параметра ν зi значеннями в просто-
рi X. Про властивостi абстрактних функцiй
див. [12, 94–97]. Зокрема, абстрактна фун-
кцiя називається диференцiйовною у точцi
ν0 ∈ K, якщо у просторi X iснує границя

dφν
dν

∣∣∣
ν=ν0

= lim
h→0

φν0+h − φν0
h

.

Лема 2. Функцiя G1(t, ·), t ∈ (0,∞), як аб-
страктна функцiя параметра t зi значен-
нями в просторi Sβ/2β/2 , диференцiйовна за t.

Доведення. Виберемо довiльне
t ∈ (0,∞)). Оскiльки S

β/2
β/2 = G{β}(A) =

= H{β} =
∪
α>0

Hα,β, де A – гармонiйний
осцилятор, то для доведення твердження
досить довести, що

Φ∆t(x) :=
1

∆t
[G1(t+ ∆t, x)−G1(t, x)] −→

∂

∂t
G1(t, x), ∆t→ 0,

у просторi H{β} (якщо ∆t < 0, то вважаємо
∆t таким, що t+ ∆t ≥ t/2). Це означає, що:
1) множина функцiй {Φ∆t : |∆t| ≤ ε0,∆t ̸=
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0} (ε0 > 0 – довiльно фiксоване мале число)
є обмеженою у просторi H{β}, тобто ∃c > 0

∀∆t (|∆t| ≤ ε0,∆t ̸= 0) : ∥Φ∆t∥2Hα,β ≤ c

для деякого α > 0;
2) Φ∆t → ∂

∂t
G1(t, ·) при ∆t→ 0 у просторi

H{β}, тобто∥∥∥Φ∆t −
∂

∂t
G1(t, ·)

∥∥∥2
Hα,β
→ 0, ∆t→ 0.

Передусiм вiдзначимо, що функцiя
G1(t, ·) диференцiйовна за змiнною
t ∈ (0,∞) для всiх x ∈ R. Доведе-
ння цiєї властивостi аналогiчне дове-
денню диференцiйовностi функцiї, яка
задається формулою (6); при цьому
∂G1(t,x)

∂t
= −

∞∑
k=0

√
f(λk)Q1(t, λk)Q2(λk)hk(x).

Оскiльки

Φ∆t(x) =
∞∑
k=0

1

∆t
[Q1(t+ ∆t, λk)−Q1(t, λk)]·

·Q2(λk)hk(x) = −
∞∑
k=0

√
f(λk)Q1(t+ θ∆t, λk)·

·Q2(λk)hk(x), 0 < θ < 1,

то

ck(Φ∆t) = −
√
f(λk)Q1(t+ θ∆t, λk)Q2(λk)

(якщо ∆t < 0, то внаслiдок домовленостей
вiдносно ∆t маємо, що t + θ∆t > t + ∆t ≥
t/2). Тодi для довiльно фiксованого α <
t
√
d0/2 (d0 – стала iз нерiвностi (4)) вико-

нуються спiввiдношення

∥Φ∆t∥2Hα,β =
∞∑
k=0

exp(2αλ
1/β
k )|ck(Φ∆t)|2 =

=
∞∑
k=0

f(λk) exp(2αλ
1/β
k ) exp(−2(t+ θ∆t)·

·
√
f(λk))Q

2
2(λk) ≤ (µ− µ̃0)

−2
∞∑
k=0

f(λk)·

· exp(2αλ
1/β
k ) exp(−2t

√
f(λk)), µ̃0 =

m∑
p=1

µp.

Оскiльки

f(λk) exp(−2t
√
f(λk)) ≤

2

t2
exp(−t

√
f(λk)) ≤

≤ 2

t2
exp(−t

√
d0λ

1/β
k ), k ∈ Z+,

то
∥Φ∆t∥2Hα,β ≤

2

t2
(µ− µ̃0)

−2·

·
∞∑
k=0

exp(−(t
√
d0 − 2α)λ

1/β
k ) <∞,

λk = 2k + 1, k ∈ Z+. Отже, множина фун-
кцiй {Φ∆t : |∆t| ≤ ε0,∆t ̸= 0} обмежена у
просторi H{β}.

Перевiримо виконання умови 2). Нехай
Ψ∆t(x) := Φ∆t − ∂

∂t
G1(t, x). Тодi

Ψ∆t(x) =
∞∑
k=0

[Q1(t, λk)−Q1(t+ θ∆t, λk)]·

·Q2(λk)
√
f(λk)hk(x).

Звiдси випливає, що

∥Ψ∆t∥2Hα,β =
∞∑
k=0

exp(2αλ
1/β
k )|ck(Ψ∆t)|2 =

=
∞∑
k=0

exp(2αλ
1/β
k )| exp(−t

√
f(λk))−

− exp(−(t+ θ∆t)
√
f(λk))|2Q2

2(λk)f(λk) ≤

≤
∞∑
k=0

exp(2αλ
1/β
k ) exp(−2(t+ θ1∆t)

√
f(λk))·

·f 3(λk)θ
2Q2

2(λk)(∆t)
2 ≤

≤ (µ− µ0)
−2

∞∑
k=0

exp(2αλ
1/β
k )·

· exp(−2t
√
f(λk))f

3(λk)(∆t)
2, 0 < θ1 < 1.

Оскiльки f 3(λk) exp(−t
√
f(λk)) ≤ 3!/t3 та

α < t
√
d0/2, то ∥Ψ∆t∥2Hα,β ≤ 3!(µ− µ0)

−2t−3·

·
∞∑
k=0

exp(−(t
√
d0 − 2α)λ

1/β
k )(∆t)2.

Отже, ∥Ψ∆t∥Hα,β → 0 при ∆t → 0 для
довiльно-фiксованого α ∈ (0, t

√
d0/2), тоб-

то Φ∆t → ∂
∂t
G1(t, ·) при ∆t → 0 у просторi

H{β} = S
β/2
β/2 . Лема доведена.
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Аналогiчно доводиться диференцiйов-
нiсть функцiї ∂

∂t
G1(t, ·) як абстрактної фун-

кцiї параметра t ∈ (0,∞) зi значеннями у
просторi Sβ/2β/2 .

Лема 3. Для функцiї

u(t, x) = G1(t, x) ∗ g =

=
∞∑
k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)ckhk(x), (t, x) ∈ Ω,

(13)

g =
∞∑
k=0

ckhk ∈ (S
β/2
β/2)′, ck = ⟨g, hk⟩, k ∈ Z+,

правильною є формула u(t, x) = ⟨g,Gt,x(·)⟩,
де

Gt,x(y) =
∞∑
k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)hk(x)hk(y).

Доведення. Нехай

Sn,t,x(y) :=
n∑
k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)hk(x)hk(y).

Твердження леми випливає з того, що послi-
довнiсть частинних сум Sn,t,x збiгається до
Gt,x при n → ∞ у просторi Sβ/2β/2 = H{β} при
фiксованих t > 0, x ∈ R (для доведення цiєї
властивостi використовуються оцiнки фун-
кцiї Ермiта hk: |hk(x)| ≤ 1, k ∈ Z+, x ∈ R,
i функцiї Q1(t, λk), Q2(λk)). Справдi, внаслi-
док лiнiйностi i неперервностi функцiонала
g

u(t, x) =
∞∑
k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)ck(g)hk(x) =

=
∞∑
k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)⟨g, hk(y)⟩hk(x) =

= lim
n→∞

n∑
k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)⟨g, hk⟩hk(x) =

= lim
n→∞

⟨
g,

n∑
k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)hk(x)hk(·)
⟩

=

lim
n→∞
⟨g, Sn,t,x(·)⟩ = ⟨g, lim

n→∞
Sn,t,x(·)⟩ =

= ⟨g,Gt,x(·)⟩.

Лема 4. Функцiя u(t, x), яка задається
формулою (13), диференцiйовна за t, при
цьому

∂u(t, x)

∂t
=
⟨
g,
∂

∂t
Gt,x(·)

⟩
=

∂

∂t
G1(t, x) ∗ g.

Доведення. Iз леми 2 випливає, що фун-
кцiя Gt,x, як абстрактна функцiя аргументу
t зi значеннями у просторi Sβ/2β/2 , диференцi-
йовна за t (при фiксованому x ∈ R). Отже,

Φ̃∆t,t,x(y) :=
1

∆t
[Gt+∆t,x(y)−Gt,x(y)]→

∂

∂t
Gt,x(y)

при ∆t→ 0 у просторi Sβ/2β/2 . Тодi, враховую-
чи неперервнiсть функцiонала g, прийдемо
до спiввiдношень

∂u(t, x)

∂t
= lim

∆t→0

1

∆t
[u(t+ ∆t, x)− u(t, x)] =

= lim
∆t→0

⟨
g,

1

∆t
[Gt+∆t,x(·)−Gt,x(·)]

⟩
=

lim
∆t→0
⟨g, Φ̃∆t,t,x(·)⟩ =

= ⟨g, lim
∆t→0

Φ̃∆t,t,x(·)⟩ =
⟨
g,
∂

∂t
Gt,x(·)

⟩
.

Той факт, що ∂u/∂t можна також подати
за допомогою згортки ∂G1(t,·)

∂t
∗ g, доводиться

за схемою, яка використовувалася при дове-
денi леми 2. Лема доведена.

Варто вiдзначити, що аналогiчно доводи-
ться диференцiйовнiсть за t функцiї ∂u/∂t,
при цьому

∂2u(t, x)

∂t2
=
⟨
g,
∂2

∂t2
Gt,x(·)

⟩
=
∂2G1(t, x)

∂t2
∗ g.

Лема 5. Нехай u(t, x) = G1(t, x) ∗ g, g ∈
(S

β/2
β/2)′, (t, x) ∈ Ω; тодi у просторi (S

β/2
β/2)′

виконується граничне спiввiдношення

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = g. (14)

Доведення. Для доведення (14)
вiзьмемо довiльну функцiю ψ(x) =
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∞∑
k=0

ck(ψ)hk(x) ∈ S
β/2
β/2 i вiдмiтимо, що

внаслiдок неперервностi вкладання S
β/2
β/2 у

простiр (S
β/2
β/2)′ i ортонормованостi базису

{hk, k ∈ Z+}

⟨u(t, ·), ψ⟩ = (u(t, ·), ψ)L2(R) =

=
∞∑
k=0

ck(u(t, ·))ck(ψ) =

∞∑
k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)ck(g)ck(ψ),

λk = 2k + 1, k ∈ Z+.

Тодi

µ lim
t→+0
⟨u(t, ·), ψ⟩ −

m∑
n=1

µn lim
t→tn
⟨u(t, ·), ψ⟩ =

= µ lim
t→+0

∞∑
k=0

ck(u(t, ·))ck(ψ)−

−
m∑
n=1

µn lim
t→tn

∞∑
k=0

ck(u(t, ·))ck(ψ),

при цьому ряд
∞∑
k=0

ck(u(t, ·))ck(ψ) збiгається

рiвномiрно по t ∈ (0,∞). Це випливає iз ви-
гляду коефiцiєнтiв ck(u(t, ·)), k ∈ Z+, нерiв-
ностi

|ck(u(t, ·))| · |ck(ψ)| ≤ c̃|ck(g)| · |ck(ψ)|,

t ∈ (0,∞), k ∈ Z+, i тверджень (А), (Б). От-
же,

lim
t→tn

∞∑
k=0

ck(u(t, ·))ck(ψ) =

=
∞∑
k=0

ck(u(tn, ·))ck(ψ) =

=
∞∑
k=0

Q1(tn, λk)Q2(λk)ck(g)ck(ψ), (15)

lim
t→+0

∞∑
k=0

ck(u(t, ·))ck(ψ) =

=
∞∑
k=0

ck(u(0, ·))ck(ψ) =

=
∞∑
k=0

Q2(λk)ck(g)ck(ψ). (16)

Враховуючи (15), (16), знайдемо, що

µ lim
t→+0
⟨u(t, ·), ψ⟩ −

m∑
n=1

µn lim
t→tn
⟨u(t, ·), ψ⟩ =

∞∑
k=0

[(
µ−

m∑
n=1

µnQ1(tn, λk)
)]
Q2(λk)ck(g)ck(ψ) =

=
∞∑
k=0

ck(g)ck(ψ) = ⟨g, ψ⟩,

ψ ∈ Sβ/2β/2 , g =
∞∑
k=0

ck(g)hk ∈ (S
β/2
β/2)′,

що i потрiбно було довести.

Теорема 3. Нелокальна багатоточкова за-
дача (5), (12) є коректно розв’язною, розв’я-
зок дається формулою

u(t, x) = G1(t, x)∗g = ⟨g,Gt,x(·)⟩, (t, x) ∈ Ω,

u(t, ·) ∈ Sβ/2β/2 для довiльного t > 0.

Доведення. Iз властивостей абстрактної
згортки випливає, що u(t, ·) ∈ S

β/2
β/2 для до-

вiльного t > 0. Функцiя u(t, x), (t, x) ∈ Ω,
задовольняє рiвняння (5). Справдi,

Af (G1(t, ·) ∗ g) =
∞∑
k=0

f(λk)ck(G1(t, ·) ∗ g)hk =

∞∑
k=0

f(λk)ck(G1)ck(g)hk =

=
∞∑
k=0

f(λk)ck(g)Q1(t, λk)Q2(λk)hk.

З iншого боку,

∂2u(t, x)

∂t2
=
∂2G1(t, x)

∂t2
∗ g =

=
∞∑
k=0

ck

(∂2G1

∂t2

)
ck(g)hk =
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=
∞∑
k=0

f(λk)ck(g)Q1(t, λk)Q2(λk)hk.

Звiдси отримуємо, що функцiя u(t, x) =
G1(t, x) ∗ g є розв’язком рiвняння (5). Крiм
того, iз леми 5 випливає, що u(t, x) задоволь-
няє (12) у вказаному сенсi. Отже, u(t, x) –
розв’язок задачi (5), (12). Єдинiсть розв’яз-
ку випливає iз наступних мiркувань: якщо
g = 0, то ck(g) = ⟨g, hk⟩ = 0, k ∈ Z+; тодi
u(t, x) = 0, t ∈ (0,+∞).

Як приклад, розглянемо оператор Af , по-
будований за функцiєю f(λ) = λ2, яка задо-
вольняє умову (4) з параметром β = 1. При
цьому рiвняння (5) має вигляд

∂2u(t, x)

∂t2
=
∂4u(t, x)

∂x4
− 2x2

∂2u(t, x)

∂x2
+

+x4u(t, x), (t, x) ∈ Ω. (17)

Для рiвняння (17) задамо двоточкову зада-
чу з параметрами µ, µ1; µ > µ1:

µ lim
t→+0

u(t, ·)− µ1 lim
t→t1

u(t, ·) = g, (18)

g ∈ (S
1/2
1/2)′, t1 > 0.

Внаслiдок теореми 3 така задача є коректно
розв’язною, розв’язок задається формулою

u(t, x) = ⟨g,Gt,x(·)⟩, u(t, ·) ∈ S1/2
1/2 , t > 0,

де Gt,x(y) =

=
∞∑
k=0

e−t(2k+1)(µ− µ1e
−t1(2k+1))−1hk(x)hk(y).

Скористаємося тим, що

(µ−µ1e
−t1(2k+1))−1 = µ−1

(
1−µ1

µ
e−t1(2k+1)

)−1
=

= µ−1
∞∑
n=0

(µ1

µ

)n
e−nt1(2k+1),

µ1

µ
e−t1(2k+1) < 1,

k ∈ Z+. Тодi
Gt,x(y) =

= µ−1
∞∑
n=0

(µ1

µ

)n ∞∑
k=0

e−(t+nt1)(2k+1)hk(x)hk(y).

Враховуючи результат, наведений в [2, с. 53–
54], знайдемо, що

∞∑
k=0

e−(t+nt1)(2k+1)hk(x)hk(y) =

(2π sh(2(t+ nt1)))
−1/2·

· exp{sh−1(2(t+ nt1))xy −
1

2
cth(2(t+ nt1))·

·(x2 + y2)} ≡ Kn(t, x, y).

Отже,

Gt,x(y) = µ−1
∞∑
n=0

(µ1

µ

)n
Kn(t, x, y), µ1/µ < 1.

Зокрема, якщо g = δ ∈ (S
1/2
1/2)′, де δ – дельта-

функцiя Дiрака, то розв’язок задачi дається
формулою

u(t, x) = ⟨δ,Gt,x(y)⟩ = Gt,x(0) =

= µ−1
∞∑
n=0

(µ1

µ

)n
Kn(t, x, 0).

Якщо µ = 1, µ1 = 0 (випадок задачi Ко-
шi), g = δ ∈ (S

1/2
1/2)′, то

u(t, x) = (2π sh(2t))−1/2 exp
{
− 1

2
cth(2t)x2

}
,

(t, x) ∈ Ω.
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