
УДК 517.538.7

c©2013 р. О.А. Боженко

Сумський державний унiверситет

СЛАБКО РЕГУЛЯРНI МНОЖИНИ У КОМПЛЕКСНIЙ ПЛОЩИНI

Розглядаєтся поняття слабко регулярної множини у комплекснiй площинi. Доводиться,
що такi множини є iнтерполяцiйними в класах аналiтичних функцiй скiнченного порядку.
Ключовi слова: регулярнi множини, уточнений порядок, слабко регулярнi множини, iнтерпо-
ляцiйна послiдовнiсть.

We consider the concept of a weakly regular set in the complex plane. We prove that such sets
are interpolation sets in the classes of analytical functions of finite order. Keywords: Regular
sets, proximate order, weakly regular sets, interpolation sequence.

Вступ. Поняття регулярної множини у
комплекснiй площинi було запроваджено
Б.Я. Левiним [1]. Введемо необхiднi означе-
ння. Диференцiйовна функцiя ρ(r) на пiвосi
(0, +∞) називається уточненим порядком,
якщо виконуються умови:

1) lim
r→∞

ρ(r) = ρ,
2) lim

r→∞
rρ′(r) ln r = 0.

У статтi використовується позначення
V (r) = rρ(r). Наведемо найчастiше цитовану
властивiсть уточненого порядку [1, Роздiл I,
§12].
Лема 1. Нехай ρ уточнений порядок та

limr→∞ ρ(r) = ρ > 0. Тодi асимптотична
нерiвнiсть

(1− ε)kρV (r) < V (kr) < (1 + ε)kρV (r)

виконується рiвномiрно вiдносно k, 0 < a ≤
k ≤ b, при r →∞.

Нехай ρ(r) – деякий уточнений порядок
такий, що limr→∞ ρ(r) = ρ > 0, та A =
{an, n = 1, 2, . . . } – послiдовнiсть рiзних то-
чок у комплекснiй площинi C. Припустимо,
що точки вiдмежованi одна вiд одної. Бiльш
точнiше, що виконується одна з наступних
умов (C) або (C′):

(C) Точки an розташованi в серединi
кутiв iз спiльною вершиною в початку
координат, якi не перетинаються, так, що
для будь-яких двох точок послiдовностi A,
розташованих в серединi одного з кутiв, ви-
конується умова

|an+1| − |an| ≥ rn = d|an|1−ρ(|an|)

для деякого d > 0.
(C′) Iснує число d > 0 таке, що круги з

радiусами

rn = d|an|1−
ρ(|an|)

2

з центрами в точках an, не перетинаю-
ться.

Правильна множина A (див. [1, Роз-
дiл II]), що задовольняє одну з умов (C) або
(C′), називається регулярною множиною в
сенсi Левiна, або коротко R-множиною, а
круги |z− an| ≤ rn називають винятковими
кругами R-множини (CR-кругами).

Множини, що задовольняють умову (C),
вiдiграють важливу роль у теорiї цiлих фун-
кцiй. Зокрема, вони застосовуються для по-
будови канонiчних добуткiв множин [1, 2, 3].

У роботах [4, 5] розглядаються множини
A = {an, n = 1, 2, . . . } у верхнiй пiвплощи-
нi C+ = {z : =z > 0}, що задовольняють
умову:

(C+) Для всiх точок множини A вико-
нується нерiвнiсть:

|an+1| − |an| ≥ rn = d sin arg(an)|an|1−ρ(|an|)

для деякого d > 0.
Такi множини також використовуються

для побудови канонiчних добуткiв у верхнiй
пiвплощинi C+.

У нашiй статтi ми узагальнюємо поняття
регулярної множини в сенсi Левiна. Ми вво-
димо поняття слабко регулярної множини
у комплекснiй площинi. Це накладає бiльш

Буковинський математичний журнал. 2013. – Т. 1, № 1-2. 11



слабкi обмеження на множину A. Зокрема,
не вимагається, щоб вона була правильно
розподiлена. Використовуючи критерiї iн-
терполяцiйностi в термiнах мiри, яка по-
роджується вузлами iнтерполяцiї, якi були
отриманi ранiше К.Г. Малютiним, ми дово-
димо, що такi множини є iнтерполяцiйними
у класах цiлих функцiй скiнченного поряд-
ку. Це дає можливiсть будувати приклади
iнтерполяцiйних множин у цих класах. Вiд-
мiтимо, що аналогiчнi приклади iнтерполя-
цiйних множин у класах обмежених фун-
кцiй в одиничному крузi були наведенi в [6].
Для їх побудови використовувалася iнтерпо-
ляцiйна теорема Карлесона у термiнах мiри,
яка породжується вузлами iнтерполяцiї.

Далi через Ki, i = 1, 2, . . . , будемо позна-
чати додатнi сталi.

1. Слабко регулярнi множини у ком-
плекснiй площинi.Позначимо через [ρ,∞]
клас цiлих функцiй f порядку ρ > 0, тобто
таких, що виконується умова

lim sup
r→∞

log+ log+ |f(reiθ)|
log r

≤ ρ .

Означення 1. Послiдовнiсть A =
{an, n = 1, 2, . . . } називається iнтерполя-
цiйною послiдовнiстю в класi [ρ,∞], якщо
для будь-якої послiдовностi комплексних
чисел {bn, n = 1, 2, . . . }, що задовольняє
умову

lim sup
n→∞

log+ log+ |bn|
log |an| ≤ ρ (1)

iснує функцiя f ∈ [ρ,∞], яка розв’язує iн-
терполяцiйну задачу

f(an) = bn, n = 1, 2, . . . . (2)

Нехай ρ(r) - уточнений порядок,
limr→∞ ρ(r) = ρ > 0. Позначимо через
[ρ(r),∞) клас цiлих функцiй f типу не
вищого, нiж нормальний при порядку ρ(r),
тобто, таких, що

log+ |f(reiθ)| ≤ CfV (r) ,

де Cf > 0 – скiнченна стала.

Означення 2. Послiдовнiсть A =
{an, n = 1, 2, . . . } називається iнтерпо-
ляцiйною послiдовнiстю в класi [ρ(r),∞),
якщо для будь-якої послiдовностi ком-
плексних чисел {bn, n = 1, 2, . . . }, що
задовольняє умову

lim sup
n→∞

log+ |bn|
V (|an|) < ∞ (3)

iснує функцiя f ∈ [ρ(r),∞), яка розв’язує
iнтерполяцiйну задачу (2).

Позначимо через C(a, r) вiдкритий круг
радiуса r з центром в точцi a. На множинi
A визначимо мiру n(G) =

∑
an∈G 1 i сiм’ю

функцiй

Φz(α) =
max{n(C(z, α|z|))− 1; 0}

V (|z|) .

Наступнi теореми були отриманi в робо-
тi [7].
Теорема 1. Послiдовнiсть A = {an, n =

1, 2, . . . } є iнтерполяцiйною в класi [ρ,∞],
тодi i тiльки тодi, коли iснує уточнений
порядок ρ(r), lim

r→∞
ρ(r) ≤ ρ, такий, що

Φz(α) ≤ (ln 1/α)−1 . (4)

Теорема 2. Послiдовнiсть A = {an, n =
1, 2, . . . } є iнтерполяцiйною в класi
[ρ(r),∞), тодi i тiльки тодi, коли

sup
z∈C

1/2∫

0

Φz(α)

α
dα < ∞ . (5)

Введемо наступнi означення.
Означення 3. Послiдовнiсть A =

{an, n = 1, 2, . . . } називається слабо регу-
лярною послiдовнiстю при порядку ρ > 0,
або бiльш точнiше WR(ρ)-множиною,
якщо iснує уточнений порядок ρ(r),
limr→∞ ρ(r) ≤ ρ, такий, що виконується
одна з умов (C) або (C′) i

n(C(0, r)) ≤ K1V (r), K1 > 0 . (6)

Означення 4. Послiдовнiсть A =
{an, n = 1, 2, . . . } називають слабко ре-
гулярною послiдовнiстю при уточненому
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порядку ρ(r), або бiльш точнiше WR(ρ(r))-
множиною, якщо виконується умова (30) i
справедлива одна з умов (C) або (C′).

2. Iнтерполяцiйнiсть слабко регу-
лярних множин. Перш за все доведемо де-
якi наслiдки з умов (C) i (C′).
Лема 2. Якщо послiдовнiсть A =

{an, n = 1, 2, . . . }, задовольняє умову (C),
то iснує число d1 > 0 таке, що круги з
радiусами d1|an|/V (|an| та з центром в
точках an не перетинаються.

Доведення. З леми 1 випливає, що
iснує число K2 > 1 таке, що для будь яких r1

i r2, що задовольняють нерiвнiсть 1 ≤ r1 ≤
r2 ≤ 2r1(1 + d)

r1

V (r1)
виконується умова

r2

V (r2)
≤ K2

r1

V (r1)
. (7)

Позначимо an = rne
iθn , n ∈ N. Нехай

rj > ri. Якщо rj ≥ 2

(
ri + d

ri

V (ri)

)
, то

C

(
ai, d

ri

V (ri)

)
i C

(
aj,

rj

2

)
не перетинаю-

ться, бо у цьому випадку для всiх точок
z ∈ C

(
aj,

rj

2

)
виконується нерiвнiсть |z −

ai| ≥ |aj − ai| − |z − aj| ≥ rj − ri − rj

2
=

rj

2
− ri ≥ d

ri

V (ri)
. Отже, z /∈ C

(
ai, d

ri

V (ri)

)
.

Оскiльки V (rj) ≥ 1, то C

(
ai, d

ri

V (ri)

)
i

C

(
aj, d

rj

2V (rj)

)
не перетинаються.

Якщо rj ≤ 2

(
ri + d

ri

V (ri)

)
, то iз (7) ви-

пливає нерiвнiсть d
rj

2K2V (rj)
≤ d

ri

2V (ri)
. З

умови (C) одержуємо, у цьому випадку, що

круги C

(
aj, d

rj

K2V (rj)

)
i C

(
ai, d

ri

2V (ri)

)

не перетинаються, оскiльки

d
rj

2K2V (rj)
+ d

ri

2V (ri)
≤ d

ri

V (ri)
.

Означення 5. Нехай послiдовнiсть A =
{an, n = 1, 2, . . . } – слабко регулярна вiдно-
сно уточненого порядку ρ(r). Тодi винятко-
вi круги називаються CR(ρ(r))-кругами.

Означення 6. Нехай послiдовнiсть A =
{an, n = 1, 2, . . . } – слабко регулярна вiдно-
сно порядку ρ. Тодi винятковi круги нази-
ваються CR(ρ)-кругами.
Лема 3. Нехай послiдовнiсть A =

{an, n = 1, 2, . . . } – слабко регулярна вiд-
носно уточненого порядку ρ(r). Якщо
виконується умова (C), то виконується
нерiвнiсть

Φz(α) ≤ Kα , (8)
а якщо виконується нерiвнiсть (C′), то ви-
конується нерiвнiсть

Φz(α) ≤ Kα2 , (9)

при деякому K > 0.
Доведення. Припустимо, що виконує-

ться умова (C), а точка z не належить жо-
дному CR(ρ(r))-кругу виняткової множини.
Побудуємо круг C(z, α|z|) з центром в точцi
z радiуса α|z|. Якщо точка an = rne

iθn на-
лежить кругу C(z, α|z|), то позначимо через
[αn, βn] кругову проекцiю сегмента [an, an +
eiθnd|an|1−ρ(|an|)] на промiнь arg ξ = arg z.
Оскiльки точка z не належить винятково-
му кругу, що вiдповiдає точцi an, то [αn, βn]
належить кругу C(z, 2α|z|). З умови (C) ви-
пливає, що всi такi сегменти не перетинаю-
ться. Отже,

∑

an∈C(z,α|z|)
d|an|1−ρ(|an|) ≤ 4α|z| .

З останньої нерiвностi i леми 1 одержуємо
для всiх α ≤ 1/2,

n(C(z, α|z|)) ≤ K3αV (|z|) , (10)

для деякого K3 > 0. Нерiвнiсть (6) справе-
длива для всiх точок z, якi не належать ви-
нятковим кругам. Якщо точка z належить
винятковому кругу, тодi лiва частина нерiв-
ностi (6) може збiльшитися не бiльше нiж на
одиницю, оскiльки винятковi круги не пере-
тинаються. Отже, для будь якої точки z ∈ C
виконується нерiвнiсть

Φz(α) ≤ K4α.

Оцiнка (4) може бути одержана з умови
(C′), порiвнянням площ виняткових кругiв
методами, запропонованими в роботi [1].
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Для повноти викладення, наведемо цi
мiркування. Нехай виконується умова (C′) i
точка z не належить винятковiй множинi, а
точка an належить кругу C(z, α|z|). Тодi, ви-
нятковий круг C(an, d|an|1−

ρ(|an|)
2 ) належить

кругу C(z, 2α|z|). Оскiльки, винятковi кру-
ги не перетинаються, тодi сума площ таких
кругiв, центри яких попали в круг C(z, α|z|),
не бiльша площi круга C(z, 2α|z|), тобто

∑

an∈C(z,α|z|)
d2|an|2−ρ(|an|) ≤ 4α2|z|2 .

Використовуючи лему 1, звiдси можна одер-
жати нерiвнiсть:

n(C(z, α|z|)) ≤ K5α
2V (|z|) . (11)

Якщо точка z належить винятковiй мно-
жинi, то лiва частина нерiвностi (7) може
збiльшитися не бiльш нiж на одиницю. Та-
ким чином, доведено, що оцiнка (4) викону-
ється.
Теорема 3. Нехай послiдовнiсть A =

{an, n = 1, 2, . . . } слабко регулярна при уто-
чненому порядку ρ(r). Тодi A – iнтерполя-
цiйна послiдовнiсть в класi [ρ(r),∞).

Доведення. Доведення випливає з ле-
ми 3 i теореми 2.
Теорема 4. Нехай послiдовнiсть A =

{an, n = 1, 2, . . . } слабко регулярна при по-
рядку ρ > 0. Тодi A iнтерполяцiйна послi-
довнiсть в класi [ρ,∞].

Доведення. Ця теорема є наслiдком те-
ореми 3.
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