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МЕТРИЧНИЙ ПРОСТIР IЄРА, ТЕОРЕМА IСНУВАННЯ ТА ЦIЛI
ФУНКЦIЇ ОБМЕЖЕНОГО L-IНДЕКСУ ЗА СУКУПНIСТЮ ЗМIННИХ

Дослiджуються метричнi властивостi простору цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за
сукупнiстю змiнних. Доведено, що вiн є простором першої категорiї у топологiї, породже-
нiй метрикою Iєра. У цiй статтi також доведено теорему про iснування додатної неперервної
вектор-функцiї L : Cn → Rn

+ для заданої цiлої функцiї F : Cn → C з обмеженою кратнiстю
нульових точок такої, що F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних. Вона є узагаль-
ненням вiдповiдного одновимiрного результату.

The metric properties of a space of entire functions of bounded L-index in joint variables are
considered. It is proved that the space of entire functions is of the first category in the topology
generated by Iyer’s metric. In the article, it is also proved existence theorem of a positive continuous
vector-function L : Cn → Rn

+ for a given entire function F : Cn → C with bounded multiplicities
of its zero points such that F has bounded L-index in joint variables. This is a generalization of
corresponding one-dimensional result.

1. Вступ. Нехай R+ = (0,+∞), а l : C→ R+

— фiксована неперервна функцiя. Цiла фун-
кцiя f : C→ C називається функцiєю обме-
женого l−iндексу [16], якщо iснує m ∈ Z+,
незалежне вiд z, таке, що для усiх p ∈ Z+

та z ∈ C |f (p)(z)|
lp(z)p!

≤ max{ |f
(s)(z)|
ls(z)s!

: 0 ≤ s ≤ m}.
Найменше число з таких цiлих чисел m на-
зивають l−iндексом функцiї f(z) та позна-
чають через N(f, l). У випадку l(z) ≡ 1
ми отримаємо означення функцiї обмеже-
ного iндексу [17]. Зокрема, цiла функцiя
f(z) = ez має iндекс N(f, 1) = 0.

Функцiї обмеженого iндексу мають цiкавi
аналiтичнi та метричнi властивостi.

Зокрема, К. Екблау [14] дослiджував ме-
тричний простiр цiлих функцiй обмеженого
iндексу. Ним доведено, що у топологiї, поро-
дженiй метрикою

d(f, g) = sup{|f0 − g0|, |fp − gp|1/p : p ∈ N},

де fp, gp – тейлоровi коефiцiєнти функцiй
f, g, вiдповiдно, такий простiр є простором
першої категорiї. У статтi [12] цей результат
узагальнено на клас цiлих функцiй декiль-
кох комплексних змiнних. Подiбну власти-
вiсть встановлено в [5] для цiлих функцiй
обмеженого L-iндексу за напрямком. Шир-

ша бiблiографiя про цей клас цiлих функцiй
наявна у [1,6,26].

Нещодавно у [1,2] означення цiлої фун-
кцiї обмеженого L-iндексу за сукупнiстю
змiнних узагальнене замiною вектор-
функцiї L(z) = (l1(|z1|), . . . , ln(|zn|))
на вектор-функцiю загальнiшого ви-
гляду L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), де
lj(z) = lj(z1, . . . , zn) : Cn → R+ — непе-
рервна функцiя, j ∈ {1, . . . , n}. Зазначимо,
що цiла функцiя F (z) = ez1+...+zn є фун-
кцiєю обмеженого iндексу за сукупнiстю
змiнних, тобто, обмеженого L-iндексу за
сукупнiстю змiнних з L(z) ≡ (1, . . . , 1).
Проте вже цiла функцiя F (z) = ez1···zn є
функцiєю необмеженого L-iндексу за су-
купнiстю змiнних для будь-якої функцiї
вигляду L(z) = (l1(|z1|), . . . , ln(|zn|)). Але
при цьому дана функцiя F має (див. [2,3])
обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiн-
них для функцiї L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)),
де lj(z) = |z1 · · · zj−1zj+1 · · · zn| + 1. Тобто,
навiть цей простий приклад показує, що
загальнiша функцiя L дозволяє вивчати
властивостi ширшого класу цiлих функцiй
вiд декiлькох комплексних змiнних (у цьому
зв’язку див. також [1]-[4]).
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З огляду на [12,14] виникає таке питання:
Чи є простором першої категорiї простiр
цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за су-
купнiстю змiнних для L : Cn → Rn

+? У цiй
статтi дано ствердну вiдповiдь на це питан-
ня. Зауважимо, що доведенi у данiй статтi
теореми 1, 2 та 3, отриманi при n = 1 та
l(z) ≡ 1 у статтi [14], а у випадку L(z) =
(l1(|z1|), . . . , ln(|zn|)) в статтi [12].

Наведемо деякi потрiбнi позначення.
Для R = (r1, . . . , rn) ∈ Rn

+, Θ =
(θ1, . . . , θn) ∈ [0, 2π]n та K = (k1, . . . , kn) ∈
Zn+ позначимо ∥K∥ = k1 + · · · + kn, Re

iΘ =
(r1e

iθ1 , . . . , rne
iθn), K! = k1! · . . . ·kn!. Для A =

(a1, . . . , an) ∈ Cn, B = (b1, . . . , bn) ∈ Cn вико-
ристовуватимемо такi формальнi позначен-

ня: |A| =
(∑n

j=1 |aj|2
)1/2

, A ± B = (a1 ±
b1, . . . , an±bn), AB = (a1b1, · · · , anbn), A/B =
(a1/b1, . . . , an/bn), AB = ab11 a

b2
2 · . . . abnn . Вiдно-

шення A < B означає, що aj < bj для усiх
j ∈ {1, . . . , n}; подiбно визначається вiдно-
шення A ≤ B.

Полiкруг {z ∈ Cn : |zj − z0j | < rj, j ∈
{1, . . . , n}} позначаємо через Dn(z0, R), йо-
го кiстяк {z ∈ Cn : |zj − z0j | = rj, j ∈
{1, . . . , n}} через Tn(z0, R), а замкнений по-
лiкруг {z ∈ Cn : |zj − z0j | ≤ rj, j ∈
{1, . . . , n}} через Dn[z0, R]. Для частинної
похiдної цiлої функцiї F (z) = F (z1, . . . , zn)
вживаємо такий запис

F (K)(z) =
∂∥K∥F

∂zK
=

∂k1+···+knf

∂zk11 . . . ∂zknn
,

де K = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+.
Нехай L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), де lj(z) —

додатнi неперервнi функцiї змiнної z ∈ Cn,
j ∈ {1, 2, . . . , n}. Цiла функцiя F (z) на-
зивається функцiєю обмеженого L-iндексу
за сукупнiстю змiнних ([1]-[3]), якщо iснує
m ∈ Z+ таке, що для кожного z ∈ Cn та
J = (j1, j2, . . . , jn) ∈ Zn+

|F (J)(z)|
J !LJ(z)

≤ max
∥K∥≤m

|F (K)(z)|
K!LK(z)

(1)

Якщо lj = lj(|zj|), то отримуємо поняття
цiлої функцiї обмеженого L-iндексу в сенсi
означення, даного у статтях [8,12]. Якщо ж

lj(zj) ≡ 1, j ∈ {1, 2, . . . , n}, то цiла функцiя
називається функцiєю обмеженого iндексу
за сукупнiстю змiнних ([15]-[19]). Нарештi,
для n = 1 це означення збiгається з озна-
ченням цiлої функцiї обмеженого l-iндексу
[16].

Найменше таке m, для якого нерiвнiсть
(1) виконується, називається L-iндексом за
сукупнiстю змiнних функцiї F та позна-
чається через N(F,L). Крiм того, через
N(F, z0,L) позначатимемо L-iндекс за суку-
пнiстю змiнних функцiї F у точцi z0, тобто
найменше цiле m, для якого нерiвнiсть (1)
справджується iз z0 замiсть z. Зрозумiло, що
N(F,L) = sup{N(F,L, z0) : z0 ∈ Cn}.

Для R ∈ Rn
+, j ∈ {1, . . . , n} та L(z) =

(l1(z), . . . , ln(z)) визначимо

λ1,j(z0, R) = inf
z∈Dn[z0,R/L(z0)]

lj(z)/lj(z
0)

λ2,j(z0, R) = sup
z∈Dn[z0,R/L(z0)]

lj(z)/lj(z
0),

λ1,j(R) = inf
z0∈Cn

λ1,j(z0, R),

λ2,j(R) = sup
z0∈Cn

λ2,j(z0, R),

Λk(R) = (λk,j(R), . . . , λk,n(R)) (k ∈ {1, 2}).

Через Qn позначимо клас функцiй L(z),
якi для кожного R ∈ Rn

+ задовольняють
умову

0 < Λ1(R) ≤ Λ2(R) < +∞. (2)

Вiдзначимо також, що iнший пiдхiд до
введення поняття цiлої чи аналiтичної фун-
кцiї обмеженого iндексу у багатовимiрному
випадку використовує похiдну за напрям-
ком, див., наприклад, [1,5,9,10,11,25,26].
2. Простори цiлих функцiй обмеже-
ного L-iндексу за сукупнiстю змiнних.
Для цiлих у Cn функцiй

F (z) =
∑
J≥0

fJz
J , G(z) =

∑
J≥0

gJz
J

покладемо

d(F,G)=sup{|f0−g0|, |fJ−gJ |1/∥J∥ : J ∈ Zn+},

а простiр усiх цiлих функцiй з такою ме-
трикою позначимо En. Також позначимо че-
рез Bn(L) множину усiх цiлих в Cn функцiй
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обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiн-
них, а через Bn

ν (L) — множину функцiй iз
Bn(L) таких, що N(F,L) ≤ ν. Зрозумiло, що

Bn(L) =
+∞∪
ν=0

Bn
ν (L).

Нам потрiбне таке твердження.

Лема 1 ([12). ] Нехай F ∈ En. Тодi для
будь-яких ν0 ∈ N та ε > 0 знайдеться
δ > 0 таке, що для G ∈ En такої, що
d(F,G) < δ виконується d(F (K), G(K)) < ε
для всiх K ∈ Zn+, ∥K∥ ≤ ν0.

Теорема 1. Нехай F ∈ En, ν ∈ Z+ та
N(F,L) > ν. Тодi iснує δ > 0 таке, що
для кожної функцiї G ∈ En з нерiвностi
d(F,G) < δ випливає, що N(G,L) > ν.

Доведення. Оскiльки N(F,L) > ν, то
знайдуться z0 ∈ Cn та ν0 > ν, для яких
N(F,L, z0) = ν0 > ν. Водночас для всiх
∥K∥ ≤ ν0 − 1 та деякого K0, ∥K0∥ = ν0
справджується нерiвнiсть

|F (K)(z0)|
K!LK(z0)

<
|F (K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

.

Тодi iснує δ∗ > 0 таке, що

|F (K)(z0)|
K!LK(z0)

+ δ∗ <
|F (K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

. (3)

Використовуючи нерiвнiсть a − b ≥ c − d −
|a− c| − |b− d|, ми отримуємо

|G(K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

− |G
(K)(z0)|

K!LK(z0)
≥

≥ |F
(K0)(z0)|

K0!LK0(z0)
− |F

(K)(z0)|
K!LK(z0)

−

−| |G
(K0)(z0)| − |F (K0)(z0)| |

K0!LK0(z0)
−

−| |G
(K)(z0)| − |F (K)(z0)| |

K!LK(z0)
. (4)

Звiдси випливає, що

||G(K)(z0)| − |F (K)(z0)|| ≤
≤ |G(K)(z0)− F (K)(z0)| ≤ |K!(fK − gK)|+

+
∑
J ̸=0

(K + J)!

J !
|fJ+K − gJ+K ||(z0)J | ≤

≤ d(F (K), G(K)) +
∑
J ̸=0

d(F (K), G(K))||J |||(z0)J |.

(5)

За лемою 1 число δ можна вибрати
так, що при d(F,G) < δ також виконую-
ться нерiвностi d(F (K), G(K)) < ε < 1 та
d(F (K), G(K))|z0i | < ε < 1 для всiх i ∈
{1, . . . , n} та ∥K∥ ≤ ν0. З нерiвностi (5) ви-
пливає, що∣∣∣|G(K)(Z0)| − |F (K)(Z0)|

∣∣∣≤ε+
+∞∑
k=1

∑
∥J∥=k

ε∥J∥ =

= ε− 1 +
( ∞∑
k=0

εk
)n

=
1− (1− ε)n+1

(1− ε)n
(6)

Пiдставляючи (3) та (6) в (4), для ∥K∥ ≤
ν0 − 1 маємо

|G(K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

− |G
(K)(z0)|

K!LK(z0)
> δ∗−

−
{

1− (1− ε)n+1

(1− ε)n

(
1

K0!LK0(z0)
+

+
1

K!LK(z0)

)}
.

З огляду на довiльнiсть ε, це означає, що

|G(K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

>
δ∗

2
+
|G(K)(z0)|
K!LK(z0)

,

тобто N(G,L) ≥ N(G,L, z0) ≥ ν0 > ν. Тео-
рема доведена.
Наслiдок 1. Множина Bn

ν (L) замкнена у
En.

Через Kn позначимо клас додатних непе-
рервних функцiй L(z), для яких iснує c >
0 таке, що для кожного R ∈ Rn

+ та j ∈
{1, . . . , n}

max
Θ1,Θ2∈[0,2π]n

lj(Re
iΘ2)

lj(ReiΘ1)
≤ c.

Нам знадобиться така лема.
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Лема 2 ([7). ] Якщо L ∈ Qn ∩ Kn,
min

Θ∈[0,2π]n
lj(Re

iΘ) неспадна за кожною змiн-

ною rk, k, j ∈ {1, . . . , n}, k ̸= j та цiла фун-
кцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнi-
стю змiнних, то

ln max{|F (z)| : z ∈ T n(0, R)} =

= O

(
min

Θ∈[0,2π]n

n∑
j=1

∫ rj

0

lj(R
(j)eiΘ)dt

)

при |R| → ∞, де R(j) =
(r1, . . . , rj−1, t, rj+1, . . . , rn).

Теорема 2. Нехай L ∈ Qn ∩ Kn,
min

Θ∈[0,2π]n
lj(Re

iΘ) неспадна за кожною змiн-

ною rk, k, j ∈ {1, . . . , n}, k ̸= j. Тодi Bn(L) є
простором першої категорiї.

Доведення. Нам потрiбно показати, що
для будь-якого ν ∈ Z+ множина Bn

ν (L)
нiде не щiльна в Bn(L). З огляду на
Bn(L) =

∪
ν B

n
ν (L) це означатиме справе-

дливiсть твердження теореми.
Покладемо

ψ(r)= max
j∈{1,...,n},Θ∈[0,2π]n

{∫ r

0

lj(r
iθ1 , . . . , reiθj−1,

teiθj , reiθj+1 . . . , reiθn)dt
}
.

Нехай Φ(r) буде додатною, опуклою, неспа-
дною на (−∞,+∞) функцiєю такою, що
ψ(r) = o(Φ(ln r)), r → ∞. За теоре-
мою Клунi [13] iснує цiла функцiя F (z1) =
∞∑
k=0

ckz
k
1 iз ck ≥ 0, k ∈ Z+ така, що

lnM(r, F ) ∼ Φ(ln r), r →∞,

де

M(r, F ) = max {|F (z1)| : |z1| = r}.

Виберемо R = (r, . . . , r). Тодi

lnM(r, F )
n∑
i=1

r∫
0

lj(riθ1 , ..., reiθj−1, teiθj , reiθj+1 , ..., reiθn)dt

≥

≥ lnM(r, F )

nψ(r)
→∞, (7)

при |R| → ∞. За лемою 2, якщо N(F,L) <
∞ то лiва частина в (7) обмежена. Тому
це означає, що функцiя F необмеженого L-
iндексу за сукупнiстю змiнних. Навiть бiль-
ше, така функцiя

F̃j(z) = Pj(z1, . . . , zn) +
∞∑

k=j+1

ckz
k
1

також є необмеженого L-iндексу за сукупнi-
стю змiнних, де Pj довiльний многочлен сте-
пеня j за усiма змiнними.

Множина Bn
ν (L) нiде не щiльна в Bn(L),

якщо доповнення її замикання щiльне в
Bn(L), тобто Bn(L) \Bn

ν (L) = Bn(L). От-
же, слiд довести, що будь-яка фунцiя з
Bn
ν (L) може бути апроксимована функцiями

iз Bn(L) \Bn
ν (L).

Нехай f(z) =
∑
K≥0

fKz
K — функцiя обме-

женого L-iндексу за сукупнiстю змiнних
ν(f, L) = νo <∞. Покладемо

fj(z) =
∑
||K||≤j

fKz
K +

∞∑
k=j+1

ckz
k
1

та

fj,m(z) =
∑
||K||≤j

fKz
K +

m∑
k=j+1

ckz
k
1 (m > j).

Очевидно, що d(f, fj) → 0 при j → ∞ та
d(fj, fj,m) → 0 при m → ∞. Але ця фун-
кцiя fj необмеженого L-iндексу за сукупнi-
стю змiнних, тобто N(fj,L) > ν0. Тодi за те-
оремою 1 отримуємо, що N(fj,m,L) > ν0 для
всiх досить великих m. Отже, fj,m ∈ Bn(L)\
Bn
νo(L), бо N(fj,m,L) ≤ m та d(f, fj,m) ≤

d(f, fj) + d(fj, fj,m)→ 0 при m, j →∞. Звiд-
си маємо, що Bn

νo(L) нiде не щiльна в Bn(L).
Тому простiр Bn(L) є простором першої ка-
тегорiї.

Теорема 3. Нехай L ∈ Qn ∩ Kn,
min

Θ∈[0,2π]n
lj(Re

iΘ) неспадна за кожною змiн-

ною rk, k, j ∈ {1, . . . , n}, k ̸= j. Тодi для
будь-якого ν ∈ Z+ Bn(L) \ Bn

ν (L) та
En \Bn(L) щiльнi в En.

Доведення. Для будь-якої функцiї f ∈
Bn(L) будуємо функцiю fj ∈ En\Bn(L) таку
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ж, як у доведеннi теореми 2. Тодi d(f, fj)→
0 (j → ∞). А це й означає, що En \ Bn(L)
щiльна в En.

Нехай f ∈ En \ (Bn(L) \ Bn
ν (L)), тобто

або f необмеженого L-iндексу за сукупнiстю
змiнних, або N(f,L) ≤ ν. Доведемо, що в
кожному з цих двох випадкiв f є границею
функцiй fj, ν < N(fj,L) <∞.

Нехай f – функцiя обмеженого L-iндексу
за сукупнiстю змiнних. Тодi покладемо
fj(z) =

∑
0≤||K||≤j

fKz
K . Очевидно, що

lim
j→∞

d(f, fj) = 0. Звiдси, за лемою 1,

N(fj,L) > ν для всiх досить великих j.
Нехай f ∈ Bn

ν (L). Тодi можна вибрати
fj,m ∈ Bn(L) \ Bn

νo(L), як у доведеннi тео-
реми 2. Звiсно, d(f, fj,m) → 0 (m, j → ∞).
Теорему 3 доведено.
3. Iснування неперервної функцiї L :
Cn → Rn

+ такої, що цiла функцiя F
має обмежений L-iндекс за сукупнiстю
змiнних. У одновимiрному випадку М.М.
Шеремета [20] (див. також [21]) висунув гi-
потезу, що якщо цiла функцiя f має обме-
жену кратнiсть нулiв, то iснує додатна не-
перервна функцiя l така, що f обмеженого
l-iндексу. Згодом М. Т. Бордуляк [22] дове-
ла цю гiпотезу. Iншi цiкавi проблеми, пов’я-
занi з iснуванням цiлої функцiї обмеженого
l-iндексу для заданої l, розглянутi в [23,24].

У багатовимiрному випадку вiдомий ана-
лог згаданого твердження для цiлих фун-
кцiй обмеженого L-iндексу за напрямком
[25].

Для цiлих функцiй обмеженого L-iндексу
за сукупнiстю змiнних аналог такого твер-
дження не був вiдомий. Це обумовлено тим
фактом, що означення [8] спершу було да-
не для L(z) = (l1(|z1|), . . . , ln(|zn|)). Навiть
бiльше, функцiї з цього класу мають вла-
стивiсть: ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)} =
O(
∑n

j=1 lj(rj)) при r1+. . .+rn → +∞. Остан-
нє спiввiдношення, зокрема є свiдченням то-
го, що функцiя обмеженого L-iндексу в сен-
сi означення Бордуляк-Шеремети у певному
сенсi має властивостi схожi на властивостi
функцiї з вiдокремленими змiнними.

Водночас, це означення[1,2] перенесено
на ширший клас вектор-функцiй L(z) =

(l1(z), . . . , ln(z)), де lj : Cn → R+ неперерв-
на функцiя, j ∈ {1, . . . , n}. Тому виникає
таке природне питання: Чи iснує неперерна
вектор-функцiя L : Cn → Rn

+ для будь-якої
цiлої функцiї F iз обмеженою кратнiстю
нульової множини така, що F має обме-
жений L-iндекс за сукупнiстю змiнних?

Нижче ми дамо ствердну вiдповiдь на це
запитання.

Нехай F — цiла функцiя, ZF — нульова
множина функцiї F. Якщо z0 ∈ ZF , то через
pF (z0) позначимо “кратнiсть” нульової точки
z0 функцiї F, тобто, таке цiле число, що для
всiх J, ∥J∥ < pF (z0), F (J)(z0) = 0, але, при-
наймнi для одного J, ∥J∥ = pF (z0), виконує-
ться F (J)(z0) ̸= 0.

Теорема 4. Для того, щоб для цiлої фун-
кцiї F iснувала додатна неперервна вектор-
функцiя L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)) така, що
F (z) є функцiєю обмеженого L-iндексу за
сукупнiстю змiнних необхiдно та досить,
щоби iснувало p ∈ Z+ таке, що pF (z0) ≤ p
для всiх z0 ∈ ZF .

Доведення.
Необхiднiсть. Для спрощення запису ми

скрiзь у доведеннi вживаємо позначення
p0 := pF (z0). Необхiднiсть слiдує безпосе-
редньо з означення обмеженого L-iндексу
за сукупнiстю змiнних. Справдi, припусти-
мо вiд супротивного, що

(∀p ∈ Z+)(∃z0 ∈ ZF ) : p0 > p.

Це означає, що для деякого J0 ∈ Z+
n ,

∥J0∥ = p0, справджується F (J0)(z0) ̸= 0 та
F (J)(z0) = 0 для всiх J, ∥J∥ ≤ p0 − 1 та
z0 ∈ ZF . Тому, L-iндекс за сукупнiстю змiн-
них в точцi z0 не менший за p0 > p, тобто

N(F,L, z0) ≥ p0 > p.

Якщо p → +∞, то ми отримуємо
N(F,L, z0)→ +∞. А це суперечить обмеже-
ностi L-iндексу за сукупнiстю змiнних фун-
кцiї F.

Достатнiсть. Нехай p — найменше на-
туральне число таке, що (∀z0 ∈ ZF ) : p0 ≤ p.
Для A, B ∈ Rn

+ позначимо

max{A,B} = (max{a1, b1}, . . . ,max{an, bn}).
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Визначимо KR = {z ∈ Cn : z ∈ Dn[0, R+ 1] \
Dn(0,max{0, R− 1})} для всiх R ≥ 0 та

m1(R) = min
z0∈KR∩ZF

{
1

J0!
|F (J0)(z0)|

∥J0∥ = p0, F
(J0)(z0) ̸= 0

}
.

Позаяк F — цiла функцiя, то iснує E =
E(R) = (ε1(R), . . . , εn(R)) > 0 така, що∣∣∣F (J0)(z)

∣∣∣
J0!

≥ m1(R)

2

для всiх

z ∈ KR ∩GE, GE =
∪

z0∈ZF

Dn(z0, E(R)),

i для кожного J0, що ∥J0∥ = p0 та
F (J0)(z0) ̸= 0.

Введемо позначення

m2(R)=min{|F (z)| : z ∈ Dn[0, R+1], z /∈ GE},
Q(R) = min {m1(R)/2,m2(R)} .

Для довiльного z ∈ Cn покладемо R =
(|z1|, . . . , |zn|). Тодi бодай одне з чисел |F (z)|,
|F (J)(z)|

J !
при ∥J∥ ≤ p не менше, нiж Q(R) (вiд-

повiдно, |F
(J0)(z)|
J0!

для z ∈ KR ∩ GE та |F (z)|
для z ∈ KR \GE). Звiдси випливає, що

max

{
|F (J)(z)|

J !
: ∥J∥ ≤ p

}
≥ Q(R, z0). (8)

Застосовуючи формулу Кошi для полiкру-
га Dn(z,1), встановлюємо, що для всiх
J, ∥J∥ ≥ p+ 1

|F (J)(z)|
J !

=

∣∣∣∣ 1

(2πi)n

∫
Tn(z,1)

F (τ)

(τ − z)J+1
dτ

∣∣∣∣ ≤
≤ max{|F (τ)| : τ ∈ Dn(0, R + 1)}. (9)

Додатну неперервну вектор-функцiю L(z) =
(l1(z), . . . , ln(z)) виберемо так

l1(z) = . . . = ln(z) :=

= max

{
max{|F (τ)| : τ ∈ Dn(0, R + 1)}

Q(R)
, 1

}
.

Враховуючи (8) та (9), отримуємо, що
для всiх ∥J∥ ≥ p+ 1

|F (J)(z)|/(J !LJ(z))

max
{
|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ∥K∥ ≤ p
} ≤ l

−∥J∥
1 (z)

Q(R)l−p1 (z)
×

×max{|F (τ)| : τ ∈ Dn(0, R + 1)} ≤
≤ l

p+1−∥J∥
1 (z) ≤ 1.

Звiдси маємо, що

|F (J)(z)|
J !LJ(z)

≤ max

{
|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ∥K∥ ≤ p

}
.

З огляду на довiльнiсть z цiла функцiя F
має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiн-
них.

Через Bn позначимо множину цiлих фун-
кцiй з рiвномiрно обмеженою кратнiстю ну-
льових точок. З доведеної теореми, а також
того, що коли L1(z) ≤ L2(z) для всiх z ∈ Cn

i F ∈ Bn(L1), то F ∈ Bn(L2) (див. [2]), як
наслiдок випливає таке твердження

Наслiдок 2. Нехай Lk : Cn → Rn
+ по-

компонентно монотонно зростаюча до +∞
послiдовнiсть неперервних вектор-функцiй.
Тодi

∪
k B

n(Lk) = Bn.
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