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ПРО НЕЛОГАРИФМIЧНI РОЗВ’ЯЗКИ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО
РIВНЯННЯ ДРУГОГО ПОРЯДКУ

Ми дослiджуємо деякi властивостi нелогарифмiчних розв’язкiв рiвняння f ′′ + Af = 0 з
мероморфним коефiцiєнтом.

We investigate some properties of nonlogarithmic solutions of the equation f” + Af = 0 with
meromorphic coefficient.

Питання, коли рiвняння

f ′′ + Af = 0 (1)

не має логарифмiчних розв’язкiв розгляда-
лось у працях [1], [2], [3], [4] при x = ∞,
для рiвняння з класу Фукса (див. [5, с.221])
в [6]. Необхiднi факти для отримання цього
результату можна знайти в роботах [7], [8,
с. 534-549]. Зокрема, у цьому напрямку було
отримано

Теорема A([2, с.124]). Нехай функцiя A
є мероморфною в однозв’язнiй областi G ⊂
C з множиною полюсiв B ⊂ G. Для того
щоб кожен розв’язок рiвняння (1) був фун-
кцiєю, мероморфною в областi G, необхiдно
i достатньо, щоб в кожнiй точцi λ ∈ B
функцiя A подавалась у виглядi

A(z) =
1− p2

4(z − λ)2
+

a1
z − λ

+
∞∑
k=2

ak(z − λ)k−2

i∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0
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0
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=0,

де S(m) = m(m−1)+a0, a0 = (1−p2)/4, α2 =
(1 − p)/2 i p = p(λ) – непарне натуральне
число.

Вiдомо [9], що для будь-якої послiдовнi-
стi {λn} рiзних комплексних чисел, яка не

має скiнченних точок скупчення iснує цiла
функцiя A така, що рiвняння (1) має цiлий
розв’язок f з нулями в точках λn. Цей ре-
зультат можна отримати з працi [10]. Шеда
також довiв [9], що для двох даних послiдов-
ностей {λn} i {µn} рiзних комплексних чисел
без скiнченних точок скупчення i без спiль-
них точок, тобто таких, що λn ̸= µk, n, k ∈ N
iснує цiла функцiя A така, що рiвняння (1)
має лiнiйно незалежнi розв’язки f1 i f2 з ну-
лями в точках λn i µn вiдповiдно. Автор пра-
цi [11] розглянув це питання, використавши
формулу Банка-Лайне. Огляд цих результа-
тiв можна знайти в [12].

Нами отримано наступний результат
Теорема 1. Для будь-якої послiдовностi

{λn} рiзних комплексних чисел, яка не має
скiнченних точок скупчення iснує меромор-
фна функцiя A з полюсами другого порядку
в точках λn така, що рiвняння (1) має фун-
даментальну систему розв’язкiв f1(z) =
eg(z)P (z) i f2(z) = eh(z)R(z), де

P (z) =
∞∏
n=1

(
1− z

λn

)αn

e
αn

pn∑
k=1

1
k(

z
λn
)
k

,

R(z) =
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n=1

(
1− z

λn

)1−αn

e
(1−αn)

pn∑
k=1

1
k(

z
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,

αn ∈ R\{0; 1/2; 1}, p i h – цiлi функцiї i pn
вибрано так, щоб ряд

∞∑
n=1

(
z
λn

)pn+1

був рiв-

номiрно збiжним в будь-якому крузi |z| ≤
R.
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Для доведення теореми 1 нам знадобля-
ться

Лема 1. Добуток P (z), який зазначено
у теоремi 1 є збiжним.

Cправдi, нехай α1 ≤ α2 ≤ α3 ≤ ... У за-
гальному випадку точки λn можна перегру-
пувати так, щоб остання нерiвнiсть викону-
валась. Нехай α̃2 = α2 − α1, α̃3 = α3 − α2 ,
. . . , α̃m = αm− αm−1. Тодi твердження леми
випливає з теореми Веєрштрасcа [13, с.296]
i наступної рiвностi
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Лема 2 ([13, с.300-301], [14, с.201]). Для
будь-якої послiдовностi {λn} рiзних компле-
ксних чисел без скiнченних точок скупчен-
ня i для будь-якої послiдовностi {an} ком-
плексних чисел iснує цiла функцiя J така,
що J(λn) = an, n ∈ N.

Доведення теореми 1. Скористаємось
методом з працi [9, с.242-244]. Функцiї f1 =
Peg та f2 = Reh будуть розв’язками рiв-
няння (1), якщо за формулою Абеля [15, с.
151] визначник Вронського W (f1; f2) = c, де
c ̸= 0 – деяка стала. Тому цiлi функцiї g i h
виберемо так, щоб

f1f
′
2 − f2f

′
1 = c (2)

або eg+h(PR′ − P ′R + (h′ − g′)PR) = c,

eJ(PR′ − P ′R + IPR) = c, (3)

де J = g + h, I = h′ − g′. Оскiльки функцiї
g i h є цiлими, то функцiї J та I також є
цiлими. З рiвностi (3) маємо

I =
ce−J − (PR′ − P ′R)

PR
.

Функцiя I є цiлою тодi i лише тодi, коли ко-
жен нуль цiлої функцiї PR є нулем функцiї
ce−J − (PR′ − P ′R), тобто(

ce−J − (PR′ − P ′R)
)∣∣
z=λn

= 0, (4)

де λn – простий нуль функцiї PR, n ∈ N.
Зауважимо, що

(PR′ − P ′R)|z=λn ̸= 0.

Справдi, якщо P (z) = (z−λn)αnφ(z), R(z) =
(z − λn)

1−αnψ(z), де φ i ψ – цiлi функцiї без
нулiв i полюсiв в точках λn, то

(PR′ −P ′R)|z=λn = (1− 2αn)φ(λn)ψ(λn) ̸= 0.

Тодi з (4) випливає

J(λn) = log
c

(PR′ − P ′R)|z=λn
,

де log v = log |v| + iθ, θ = arg v ∈ [−π;π)
– головне значення логарифма. Користую-
чись лемою 2 отримаємо, що така функцiя
J iснує. Далi, оскiльки J ′ = g′+h′, I = h′−g′,
ми одержуємо g′ = 1

2
(J ′ − I), h′ = 1

2
(J ′ + I),

або

g(z)=
1

2

J(z)− z∫
z0

ce−J − (PR′ − P ′R)

PR
dζ

−

J(z0)

2
+ g(z0),

h(z)=
1

2

J(z)+ z∫
z0

ce−J − (PR′ − P ′R)

PR
dζ

−

J(z0)

2
+ h(z0).

Тодi f1 = Peg i f2 = Reh – розв’язки рiвня-
ння (1). Вiдомо [2, с.16], [16, с.385], що зна-
ючи два лiнiйно незалежнi розв’язки f1 i f2
рiвняння (1), функцiю A можна обчислити
безпосередньо з рiвностi∣∣∣∣∣∣

f f1 f2
f ′ f ′

1 f ′
2

f ′′ f ′′
1 f ′′

2

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Таким чином, враховуючи (2), отримаємо,

що A(z) = 1
c

∣∣∣∣ f ′
1(z) f ′

2(z)
f ′′
1 (z) f ′′

2 (z)

∣∣∣∣ . Тому A є ме-

роморфною функцiєю з полюсами другого
порядку в точках λn.

Зауваження 1. Враховуючи теорему А, в
формулюваннi теореми 1 можна зробити за-
мiну αn = (1+pn)/2. Тодi 1−αn = (1−pn)/2,
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n ∈ N, де pn = pn(λn) – непарнi натуральнi
числа.

Нехай Λ = {λn} – послiдовнiсть компле-
ксних чисел λk, яка не має точок скупчення
в C i P = {pn} – послiдовнiсть натуральних
чисел.

Аналогiчними мiркуваннями, як у теоре-
мi 1 можна отримати

Теорема 2. Для заданих послiдовностей
Λ i P iснує мероморфна функцiя A з полю-
сами другого порядку в точках λn така, що
рiвняння (1) має фундаментальну систему
розв’язкiв f1 i f2, де f1 є цiлою функцiєю з
нулями в точках λn кратностi pn+1, а f2 є
мероморфною функцiєю без нулiв полюсами
в точках λn кратностi pn.

Нехай M = {µk} – послiдовнiсть компле-
ксних чисел µn, яка не має точок скупчення
в C i Q = {qn} – послiдовнiсть натуральних
чисел.

Теорема 3. Для заданих послiдовностей
Λ, P, M i Q, таких, що λn ̸= µk, n, k ∈ N
iснує мероморфна функцiя A з полюсами
другого порядку в точках λn i µn така, що
рiвняння (1) має фундаментальну систе-
му розв’язкiв f1 i f2, де f1 є мероморфною
функцiєю з нулями в точках λn кратностi
pn + 1 i полюсами в точках µn кратностi
qn, а f2 є мероморфною функцiєю з нулями
в точках µn кратностi qn + 1 i полюсами в
точках λn кратностi pn.

Приклад. Функцiї f1(z) =
− sin2(πz)e−iπz/(3π2) i f2(z) = πe2iπz/sin(πz)
є лiнiйно незалежними розв’язками рiвня-
ння (1), де A(z) = −π2(−3 + 2 cot2(πz) −
4i cot(πz)).

Зауваження 2. Поширення цих результа-
тiв на рiвняння вищого порядку можна зна-
йти в [17].

Автор висловлює щиру вдячнiсть проф.
А. Кондратюковi за кориснi зауваження до
цiєї роботи.
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