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ТЕОРЕМИ ПРО НЕРУХОМУ ТОЧКУ
ДЛЯ РОЗТЯГУВАЛЬНИХ ВIДОБРАЖЕНЬ

Наведено новi теореми про нерухому точку для неперервних вiдображень.

Are given new fixed point theorems for continuous maps.

1. Теореми Банаха, Едельштейна та
Красносельського про нерухому точ-
ку. Наведемо вiдомi та важливi для подаль-
шого твердження про стискаючi вiдображе-
ння метричного простору.

Нехай M – метричний простiр з метри-
кою d(x, y). Вiдображення F : M → M
називається k-стискаючим вiдображенням,
де k ∈ [0, 1) [1], якщо для будь-яких точок
x, y ∈ M справджується нерiвнiсть

d(Fx, Fy) ≤ k d(x, y).

Вiдображення F називається стискаючим
вiдображенням [1], якщо

d(Fx, Fy) < d(x, y)

для x, y ∈ M i x ̸= y. Нарештi, вiдображе-
ння F називається узагальненим стискан-
ням [2], якщо

d(Fx, Fy) ≤

≤ q(α, β) d(x, y) (α ≤ d(x, y) ≤ β),

причому при 0 < α ≤ β <∞

q(α, β) < 1.

Точка x∗ ∈ M називається нерухомою
точкою вiдображення F , якщо

Fx∗ = x∗.

Очевидно, що k-стискаюче вiдображення
i узагальнене стискання є стискаючими вi-
дображеннями.

Важливими для розв’язавання багатьох
задач є наступнi твердження.

Теорема 1 (Принцип стискаючих вiдо-
бражень) [3]. Нехай M – повний метри-
чний простiр. Тодi k-стискаюче вiдображе-
ння F : M → M має єдину нерухому то-
чку x∗ i для кожного x0 ∈ M послiдовнiсть
(F nx0)n≥0 збiгається до x∗.

Теорема 2 (Принцип узагальненого сти-
скання) [2]. Нехай M – повний метричний
простiр i вiдображення F : M → M є уза-
гальненим стисканням. Тодi F має єдину
нерухому точку x∗ i для кожного x0 ∈ M
послiдовнiсть (F nx0)n≥0 збiгається до x∗.

Теорема 3 [4]. Нехай F – стискаюче вi-
дображення метричного простору M i x0 –
така точка простору M, що послiдовнiсть
(xn)n≥1 iтерацiй xn = F nx0, n ≥ 1, мiстить
збiжну до деякої точки ξ ∈ M пiдпослiдов-
нiсть. Тодi ξ – єдина нерухома точка вiдо-
браження F .

Зауваження 1. У [4] показано, що якщо

lim
i→∞

F nix0 = ξ

для деякої зростаючої послiдовностi (ni)i≥1

натуральних чисел, то збiжною є i послiдов-
нiсть (F nx0)n≥1.

У теоремi 3 вимога iснування збiжної до
деякої точки простору M пiдпослiдовностi
є суттєвою, оскiльки виконання лише однiєї
вимоги, щоб вiдображення F було стиска-
ючим, недостатньо для iснування нерухомої
точки цього вiдображення. Це пiдтверджу-
ється наступним прикладом.

Приклад 1. Використаємо повний мет-
ричний простiр M = [0,+∞) з метрикою
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d(x, y) = |x− y|. Вiдображення H : M →
M, що визначається рiвнiстю

Hx = x+ e−x,

є стискаючим i для цього вiдображення мно-
жина нерухомих точок є порожньою, оскiль-
ки

0 ≤ d (x+ e−x)

dx
= 1− e−x < 1

i
x+ e−x ̸= x

для всiх x ∈ M.

2. Основнi об’єкт дослiджень i ре-
зультати. Основною метою статтi є знаход-
ження умов iснування та єдиностi нерухо-
мих точок розтягувальних вiдображень.

Аналогiчно, як i в п. 1, вiдображення F :
M → M будемо називати k-розтягуваль-
ним вiдображенням, де k ∈ (1,+∞), якщо
для будь-яких точок x, y ∈ M справджуєть-
ся нерiвнiсть

d(Fx, Fy) ≥ k d(x, y). (1)

Вiдображення F будемо називати розтягу-
вальним вiдображенням, якщо

d(Fx, Fy) > d(x, y) (2)

для x, y ∈ M i x ̸= y. Нарештi, вiдображе-
ння F будемо називати узагальненим роз-
тягуванням, якщо

d(Fx, Fy) ≥

≥ q(α, β) d(x, y) (α ≤ d(x, y) ≤ β), (3)

причому при 0 < α ≤ β <∞

q(α, β) > 1. (4)

Очевидно, що k-розтягувальне вiдобра-
ження i узагальнене розтягування є розтя-
гувальними вiдображеннями.

При з’ясуваннi умов iснування нерухо-
мих точок вiдображення F , що дiє у мет-
ричному просторi M, важливе значення бу-
де грати множина MF .

Позначимо через R(F n), де n ∈ N (N –
множина натуральних чисел), множину зна-
чень вiдображення F n : M → M, тобто

множину {F nx : x ∈ M}, i розглянемо мно-
жину

MF =
∞∩
n=1

R(F n). (5)

Наступний приклад показує, що множина
R(F ) може не збiгатися з M, а множина MF

може бути порожньою.

Приклад 2. Використаємо повний мет-
ричний простiр M = [1,+∞) з метрикою
d(x, y) = |x−y|. Вiдображення F : M → M,
що визначається формулою

Fx = 2x,

непрерервне, 2-розтягувальне, для нього
R(F n) = [2n,+∞), n ∈ N, i, очевидно,

MF = ∅.

Зауваження 2. Для того, щоб множина
нерухомих точок вiдображення F : M → M
не була порожньою, необхiдно, щоб MF ̸= ∅.

У випадку розтягувальних вiдображень
справджуються наступнi твердження, ана-
логiчнi теоремам 1, 2 i 3.

Теорема 4. Нехай:
1) M – повний метричний простiр;
2) F : M → M – неперервне i k-розтягу-
вальне вiдображення;
3) MF ̸= ∅.

Тодi вiдображення F має єдину нерухому
точку x∗ ∈ MF .

Теорема 5. Нехай:
1) M – повний метричний простiр;
2) вiдображення F : M → M є узагальне-
ним розтягуванням i неперервним;
3) MF ̸= ∅.

Тодi F має єдину нерухому точку x∗ ∈
MF .

Теорема 6. Нехай:
1) M – метричний простiр;
2) F : M → M – неперервне розтягувальне
вiдображення;
3) (xn)n≥0 i (ni)i≥1 – такi послiдовностi то-
чок простору M i натуральних чисел вiд-
повiдно, що F nixi = xi−1 для всiх i ≥ 1 i xn
збiгається до деякої точки ξ ∈ M.
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Тодi ξ – єдина нерухома точка вiдобра-
ження F .

Окремим випадком теорем 4 є наступне
твердження.

Наслiдок 1. Нехай:
1) M – повний метричний простiр;
2) F : M → M – неперервне, сур’єктивне i
k-розтягувальне вiдображення.

Тодi F має єдину нерухому точку x∗ ∈
M.

Зазначимо, що вимога неперервностi вi-
дображення F у теоремах 4, 5 i 6 є суттєвою,
що видно з доведень цих теорем (див. п. 3, 4 i
5), i розтягувальне вiдображення може бути
розривним, що пiдтверджується наступним
прикладом.

Приклад 3. Використаємо метричний
простiр M, що i в прикладi 2. Визначимо
вiдображення F : M → M за допомогою
формули

Fx =

{
6x, якщо x ≥ 1 i x ̸= 2,
4, якщо x = 2.

Це вiдображення, очевидно, є розривним у
точцi x = 2 i розтягувальним.

Також суттєвою в теоремi 6 є вимога про
iснування таких послiдовностi (xn)n≥0 то-
чок простору M i послiдовностi (ni)i≥1 на-
туральних чисел, для яких F nixi = xi−1

для всiх i ≥ 1 i xn збiгається до деякої то-
чки ξ ∈ M. Однiєї вимоги, щоб вiдображе-
ння було розтягувальним, недостатньо для
iснування нерухомих точок, що пiдтверджу-
ється наступним прикладом.

Приклад 4. Використаємо метричний
простiр M, що i в прикладi 1. Вiдображе-
ння H : M → M, що визначається рiвнiстю

Hx = ex,

є розтягувальним i множина нерухомих
точок цього вiдображення є порожньою,
оскiльки

d ex

dx
= ex > 1

для всiх x > 0 i

ex ̸= x

для всiх x ∈ M.

Зауваження 3. У теоремах 3 i 6 метрич-
ний простiр M може не бути повним.

3. Доведення теореми 4. Спочатку
наведемо два важливих для подальшого
твердження.

Лема 1. Нехай для вiдображення F :
M → M для деякого додатного числа k ви-
конується спiввiдношення

d(Fx, Fy) ≥ k d(x, y) (6)

або
d(Fx, Fy) > k d(x, y) (7)

для x, y ∈ M i x ̸= y.
Тодi:

1) вiдображення F є iн’єктивним;
2) множина значень R(F ) вiдображення F
замкнена, якщо це вiдображення неперерв-
не i метричний простiр M повний.

Доведення. Iн’єктивнiсть вiдображення
F , очевидно, випливає з кожного iз спiввiд-
ношень (6) i (7).

Покажемо, що множина R(F ) є замк-
неною, якщо метричний простiр M пов-
ний i вiдображення F неперервне. Розгляне-
мо довiльну фундаментальну послiдовнiсть
(yn)n≥1 елементiв множини R(F ), тобто по-
слiдовнiсть, для якої

lim
n,m→∞

d(yn, ym) = 0.

Використаємо послiдовнiсть (xn)n≥1 елемен-
тiв простору M, для якої Fxn = yn, n ≥ 1.
Якщо виконується спiввiдношення (6), то

lim
n,m→∞

d(xn, xm) = 0,

тобто послiдовнiсть (xn)n≥1 є фундамен-
тальною. У випадку виконання спiввiдноше-
ння (7), очевидно, послiдовнiсть (xn)n≥1 та-
кож є фундаментальною. Тому на пiдставi
повноти простору M iснує елемент x0 ∈ M,
для якого lim

n→∞
xn = x0. Тодi в силу неперерв-

ностi вiдображення F справджується рiв-
нiсть lim

n→∞
Fxn = Fx0, тобто lim

n→∞
yn = Fx0.
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Отже, множина R(F ) замкнена, якщо
метричний простiр M повний i вiдображе-
ння F неперервне.

Лему 1 доведено.

У випадку неперервного вiдображення F
i виконання умов леми 1 усi вiдображен-
ня F n : M → M, n ≥ 1, є неперерв-
ними i для них виконуються спiввiдноше-
ння, аналогiчнi (6) i (7), множини R(F n),
n ≥ 1, є замкненими, якщо метричний про-
стiр M повний, для них, очевидно, R(F n) ⊃
R (F n+1) , n ≥ 1, i множина MF , що ви-
значається рiвнiстю (5), є замкненою, якщо
простiр M повний.

Ми вважатимемо, що множина MF не є
порожньою.

Очевидно, що

FMF = MF . (8)

Позначимо через F |MF
звуження вiдо-

браження F на множину MF .

Лема 2. Нехай виконуються умови леми
1 i MF ̸= ∅.

Тодi вiдображення F |MF
: MF → MF

має обернене неперервне вiдображення
(F |MF

)−1, що задовольняє спiввiдношення

d
(
(F |MF

)−1 x, (F |MF
)−1 y

)
≤ 1

k
d(x, y), (9)

якщо виконується нерiвнiсть (6), або спiв-
вiдношення

d
(
(F |MF

)−1 x, (F |MF
)−1 y

)
<

<
1

k
d(x, y), (10)

якщо виконується нерiвнiсть (7) (у цих
спiввiдношеннях x, y ∈ MF i x ̸= y).

Доведення. Завдяки лемi 1 вiдображе-
ння F |MF

: MF → MF iн’єктивне, а зав-
дяки рiвностi (8) – сур’єктивне. Тому це
вiдображення має обернене вiдображення
(F |MF

)−1. Нерiвнiсть (9) випливає з (6), не-
рiвнiсть (10) випливає з (7), а неперервнiсть
вiдображення (F |MF

)−1 – з (9) та (10).
Лему 2 доведено.

Доведення теореми 4. Оскiльки M –
повний метричний простiр i MF ̸= ∅, то

завдяки лемi 2 для неперервного k-розтя-
гувального вiдображення F : M → M вiдо-

браження (F |MF
)−1 : MF → MF є

1

k
-стис-

каючим вiдображенням. На пiдставi теоре-
ми 1 та того, що MF є пiдпростором про-
стору M (є повним метричним простором з
метрикою d), оператор (F |MF

)−1 : MF →
MF має нерухому точку x∗ ∈ MF , тобто
(F |MF

)−1 x∗ = x∗. Тому F |MF
x∗ = x∗ i, от-

же, Fx∗ = x∗.
Iнших нерухомих точок у вiдображення

F : M → M немає. Справдi, якщо Fy∗ = y∗

i y∗ ̸= x∗, то завдяки (1)

0 < d(x∗, y∗) = d(Fx∗, Fy∗) ≥ k d(x∗, y∗),

що неможливо, оскiльки k > 1.
Теорему 4 доведено.

Зауваження 4. Завдяки теоремi 1 та до-
веденню теореми 4 нерухома точка x∗ вiдо-
браження F (у теоремi 4) збiгається з гра-
ницею lim

n→+∞

(
(F |MF

)−1)n x0, де x0 – довiльна
точка з MF .

4. Доведення теореми 5. Зафiксуємо
довiльну точку x0 ∈ MF .

Завдяки умовам теореми та твердженню
леми 2 вiдображення F |MF

: MF → MF

має обернене неперервне вiдображення
(F |MF

)−1. Тому можна розглянути послi-
довнiсть (xn)n≥0, для якої

xn+1 = (F |MF
)−1 xn, n ≥ 0. (11)

Очевидно, що

Fxn+1 = xn, n ≥ 0. (12)

Покажемо, що послiдовнiсть (xn)n≥0 є збi-
жною до деякої точки x∗ ∈ MF .

Розглянемо послiдовнiсть (αn)n≥0, де
αn = d(xn, xn+1). Завдяки (3), (4) i (12) ця
послiдовнiсть монотонна й обмежена i, от-
же, збiгається до деякого числа α∗ ≥ 0.

Припустимо, що α∗ > 0. Тодi iснує таке
натуральне число n0, що

α∗

2
≤ d(xn, xn+1) ≤ 2α∗, n ≥ n0. (13)
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Звiдси та (3), (4) i (12) випливає, що

d(xn−1, xn) ≥ q

(
α∗

2
, 2α∗

)
d(xn, xn+1)

для всiх n ≥ n0, що суперечить (13), оскiль-

ки q

(
α∗

2
, 2α∗

)
> 1. Отже, припущення, що

α∗ > 0, хибне.
Таким чином, lim

n→∞
αn = 0.

Зафiксуємо довiльне достатньо мале чис-
ло ε > 0. Виберемо таке натуральне число
n, щоб

αn ≤ ε

2

(
1− 1

q
(
ε
2
, ε
)) , (14)

i покажемо, що (F |MF
)−1 вiдображає кулю

B = {x ∈ MF : d(x, xn) ≤ ε}

в себе.
Справдi, якщо x ∈ B i d(x, xn) <

ε

2
, то

завдяки (14), нерiвностi трикутника та не-
рiвностi

d(Fx, Fy) ≥ d(x, y), x, y ∈ MF , (15)

що випливає з (3) i (4), отримуємо

d
(
(F |MF

)−1 x, xn
)
≤

≤ d
(
(F |MF

)−1 x, (F |MF
)−1 xn

)
+

+d
(
(F |MF

)−1 xn, xn
)
=

= d
(
(F |MF

)−1 x, (F |MF
)−1 xn

)
+

+d (xn+1, xn) ≤ d(x, xn) + αn <

<
ε

2
+
ε

2

(
1− 1

q
(
ε
2
, ε
)) < ε.

У випадку x ∈ B i
ε

2
≤ d(x, xn) ≤ ε також

виконується аналогiчна нерiвнiсть. Справдi,
як i в попередньому випадку

d
(
(F |MF

)−1 x, xn
)
≤

≤ d
(
(F |MF

)−1 x, (F |MF
)−1 xn

)
+

+d
(
(F |MF

)−1 xn, xn
)
=

= d
(
(F |MF

)−1 x, (F |MF
)−1 xn

)
+ αn. (16)

Зазначимо, що на пiдставi (15)

d
(
(F |MF

)−1 x, (F |MF
)−1 xn

)
≤ d(x, xn) ≤ ε.

Розглянемо множини

D1 =
{
x ∈ MF :

ε

2
≤ d(x, xn) ≤ ε,

0 ≤ d
(
(F |MF

)−1 x, (F |MF
)−1 xn

)
<
ε

2

}
,

D2 =
{
x ∈ MF :

ε

2
≤ d(x, xn) ≤ ε,

ε

2
≤ d

(
(F |MF

)−1 x, (F |MF
)−1 xn

)
≤ ε
}
.

Якщо у спiввiдношеннi (16) x ∈ D1, то зав-
дяки (14)

d
(
(F |MF

)−1 x, xn
)
< ε,

якщо ж x ∈ D2, то завдяки (3)

q
(ε
2
, ε
)
d
(
(F |MF

)−1 x, (F |MF
)−1 xn

)
≤

≤ d(x, xn).

Тому

d
(
(F |MF

)−1 x, (F |MF
)−1 xn

)
≤

≤ 1

q
(
ε
2
, ε
) d(x, xn) ≤ ε

q
(
ε
2
, ε
)

i на пiдставi (16) та (14)

d
(
(F |MF

)−1 x, xn
)
≤

≤ ε

q
(
ε
2
, ε
) + ε

2

(
1− 1

q
(
ε
2
, ε
)) < ε.

Отже, куля B iнварiантна по вiдношен-
ню до вiдображення (F |MF

)−1. Оскiльки
αn+1 ≤ αn, n ≥ 0, то d(xn+m, xn) ≤ ε для
кожного натурального числа m. Звiдси та
довiльностi вибору числа ε випливає, що
послiдовнiсть (xn)n≥0 фундаментальна. Iз
замкненостi множини MF випливає, що ця
послiдовнiсть збiгається до деякої точки
x∗ ∈ MF , а iз неперервностi (F |MF

)−1 на
MF та спiввiдношення (11) випливає рiв-
нiсть

x∗ = (F |MF
)−1 x∗.
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Точка x∗ для F , очевидно, нерухома. Iн-
ших нерухомих точок немає. Справдi, якщо
Fy∗ = y∗ i y∗ ̸= x∗, то завдяки (3) i (4)

d(x∗, y∗) = d(Fx∗, Fy∗) > d(x∗, y∗),

що неможливо.
Теорему 5 доведено.

Зауваження 5. Завдяки теоремi 2 та до-
веденню теореми 5 нерухома точка x∗ вiдо-
браження F (у теоремi 5) збiгається з гра-
ницею lim

n→+∞

(
(F |MF

)−1)n x0, де x0 – довiльна
точка з MF .

5. Доведення теореми 6. Припустимо,
що Fξ ̸= ξ.

Розглянемо послiдовнiсть (Fxn)n≥0, що
завдяки неперервностi F збiгається до Fξ.
Визначимо вiдображення λ : Y → (0,+∞)
рiвнiстю

λ(p, q) =
d(Fp, Fq)

d(p, q)
, (17)

де Y = (M×M)\{(x, x) : x ∈ M}. Завдяки
(2) i неперервностi λ на Y iснують такi окiл
U точки (ξ, Fξ) ∈ Y i число

R > 1, (18)

що
R < λ(p, q) (19)

для всiх p, q ∈ U .
Використаємо вiдкритi кулi

S1 = {x ∈ M : d(x, ξ) < ρ}

i
S2 = {x ∈ M : d(x, Fξ) < ρ},

де число ρ є настiльки малим, що

3ρ < d(ξ, Fξ) (20)

i S1 × S2 ⊂ U .
Оскiльки функцiя d(x, y) неперервна на

Y i послiдовностi (xi)i≥0 та (Fxi)i≥0 збiга-
ються вiдповiдно до ξ та Fξ, то завдяки (20)
iснує таке натуральне число m, що для всiх
i > m

xi ∈ S1, (21)

Fxi ∈ S2 (22)

i
d(xi, Fxi) > ρ, i > m. (23)

Завдяки нерiвностi трикутника та (20),
(21) i (22) для i > m

d(xi, Fxi) ≤ d(xi, ξ)+ d(ξ, Fξ)+ d(Fξ, Fxi) <

< 2ρ+ d(ξ, Fξ) < 2d(ξ, Fξ). (24)

З iншого боку для таких i iз (17) та (19)
випливає, що

d(Fxi, F
2xi) > Rd(xi, Fxi), i > m. (25)

Розглянемо довiльнi числа l, j ∈ N, для яких
l > j > m. Застосовуючи (2), (25) i врахову-
ючи рiвностi F nixi = xi−1, i ≥ 1, а також те,
що ni ∈ N для i ≥ 1, отримаємо

d(xj, Fxj) = d (F nj+1xj+1, FF
nj+1xj+1) ≥

≥ d(Fxj+1, F
2xj+1) >

> Rd(xj+1, Fxj+1) =

= Rd (F nj+2xj+2, FF
nj+2xj+2) ≥

≥ Rd(Fxj+2, F
2xj+2) >

> R2d(xj+2, Fxj+2) =

= R2d (F nj+3xj+3, FF
nj+3xj+3) ≥

≥ R2d(Fxj+3, F
2xj+3) >

...

> Rl−j−1d(xl−1, Fxl−1) =

= Rl−j−1d (F nlxl, FF
nlxl) ≥

≥ Rl−j−1d(Fxl, F
2xl) >

> Rl−jd(xl, Fxl).

Тому завдяки (24)

2d(ξ, Fξ) > Rl−jd(xl, Fxl),

якщо l > j > m. Звiдси та з (18) випливає,
що

lim
l→∞

d(xl, Fxl) = 0.

Ця рiвнiсть суперечить (23).
Отже, припущення, що Fξ ̸= ξ, хибне.
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У вiдображення F : M → M iнших неру-
хомих точок немає. Справдi, якщо Fη = η i
η ̸= ξ, то завдяки (2)

d(η, ξ) = d(Fη, Fξ) > d(η, ξ),

що неможливо.
Теорему 6 доведено.

Зауваження 6. Якщо виконується третя
умова теореми 6, то послiдовнiсть (yn)n≥1,
для якої

Fyn = yn−1, n ≥ 2, (26)

i
Fy1 = x0, (27)

є збiжною i
lim
n→∞

yn = ξ. (28)

Послiдовнiсть (yn)n≥1, що задовольняє
(26) i (27), iснує i єдина.

Справдi, розглянемо множину

P = {n1, n1 + n2, n1 + n2 + n3, . . . ,

n1 + n2 + n3 + . . .+ ni, . . .} ,
де ni, i ≥ 1, – натуральнi числа, що й у тре-
тiй умовi теореми 6.

Визначимо yn для n ∈ P за допомогою
рiвностей

yn1 = x1, yn1+n2 = x2, yn1+n2+n3 = x3, . . . ,

yn1+n2+n3+...+ni
= xi, . . . ,

а для n ∈ N \ P за допомогою рiвностей

y1 = F n1−1x1, y2 = F n1−2x1, . . . ,

yn1−1 = Fx1,

yn1+1 = F n2−1x2, yn1+2 = F n2−2x2, . . . ,

yn1+n2−1 = Fx2,

yn2+1 = F n3−1x3, yn2+2 = F n3−2x3, . . . ,

yn1+n2+n3−1 = Fx3,

... .

Легко перевiрити, що так побудована по-
слiдовнiсть задовольняє (26) i (27). Її єди-
нiсть випливає з iн’єктивностi вiдображення
F (див. лему 1).

Далi покажемо, що виконується спiввiд-
ношення (28). За теоремою 6 маємо

lim
i→∞

F nixi = ξ.

Зафiксуємо довiльне число δ > 0. Iснує таке
натуральне число Nδ, що, якщо i > Nδ, то

d(F nixi, ξ) < δ.

Тому на пiдставi (2) для кожного i > Nδ

справджуються спiввiдношення

δ > d(F nixi, ξ) = d(F nixi, F ξ) ≥

≥ d(F ni−1xi, ξ) = d(F ni−1xi, F ξ) ≥
≥ d(F ni−2xi, ξ) = d(F ni−2xi, F ξ) ≥

...
≥ d(Fxi, ξ) = d(Fxi, F ξ) ≥ d(xi, ξ).

Отже,
d(yn, ξ) < δ,

якщо n > n1+n2+ . . .+ni i i > Nδ. Звiдси та
з довiльностi вибору числа δ випливає (28).

6. Застосування теореми 4. Нехай
E – довiльний банаховий простiр з нор-
мою ∥ · ∥E i Z – множина всiх цiлих чи-
сел. Позначимо через M банаховий про-
стiр усiх обмежених двостороннiх послiдов-
ностей x = (xn)n∈Z векторiв xn ∈ E, n ∈ Z, з
нормою

∥x∥M = sup
n∈Z

∥xn∥E.

Розглянемо рiзницеве рiвняння

xn = f(xn−1) + hn, n ∈ Z, (29)

де f : E → E – неперервне вiдображення i
h = (hn)n∈Z ∈ M.

Теорема 7. Нехай вiдображення f рiв-
номiрно неперервне на кожнiй обмеженiй
замкненiй пiдмножинi простору E, сур’єк-
тивне i k-розтягувальне.

Тодi для кожної послiдовностi h ∈ M
рiвняння (29) має єдиний розв’язок x ∈ M.

Доведення. Кожному h ∈ M поставимо
у вiдповiднiсть вiдображення Fh : M → M,
що визначається рiвнiстю

(Fhy)n = f(yn−1) + hn, n ∈ Z, (30)
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де y = (yn)n∈Z ∈ M.
Позначимо через R(x) множину значень

елемента x = (xn)n∈R ∈ M, тобто множину
{xn : n ∈ Z}.

Нехай x0 = (x0,n)n∈R – довiльний елемент
простору M. Розглянемо довiльнi обмежену
замкнену множину Ω ⊂ E i послiдовнiсть
(xm)m≥1 елементiв xm = (xm,n)n∈Z ∈ M, m ≥
1, для яких

R(xm) ⊂ Ω, m ≥ 0,

i
lim
m→∞

∥xm − x0∥M =

= lim
m→∞

sup
n∈Z

∥xm,n − x0,n∥E = 0.

Завдяки (30) та рiвномiрнiй неперервностi f
на Ω для кожного h ∈ M

lim
m→∞

∥Fhxm − Fhx0∥M =

= lim
m→∞

sup
n∈Z

∥(f(xm,n)+hn)−(f(x0,n)+hn)∥E =

= lim
m→∞

sup
n∈Z

∥f(xm,n)− f(x0,n)∥E = 0.

Звiдси та з довiльностi вибору точки x0 ∈ M
випливає неперервнiсть вiдображення Fh на
M для кожного h ∈ M.

Покажемо, що для кожного h ∈ M вiдо-
браження Fh є сур’єктивним. Iз сур’єктив-
ностi вiдображення f випливає, що для всiх
x ∈ E

∥f(x)− f(0)∥E ≥ k∥x∥E.

Тому для кожного елемента u = (un)n∈R ∈
M iснує елемент v = (vn)n∈R ∈ M, для яких

f(vn) = un, n ∈ Z.

Звiдси та рiвностi (30) отримуємо, що вiдо-
браження Fh для кожного h ∈ M є сур’єк-
тивним.

Якщо вiдображення f є k-розтягуваль-
ним, то на пiдставi (30) для всiх h ∈ M,
y = (yn)n∈R ∈ M i z = (zn)n∈R ∈ M

∥Fhy − Fhz∥M = sup
n∈Z

∥f(yn)− f(zn)∥E ≥

≥ sup
n∈Z

k∥yn − zn∥E = k∥y − z∥M.

Тому вiдображення Fh : M → M для кож-
ного h ∈ M є k-розтягувальним.

Отже, для кожного h ∈ M вiдображен-
ня Fh : M → M є неперервним, сур’єктив-
ним i k-розтягувальним. Тому на пiдставi те-
ореми 4 оператор Fh для кожного h ∈ M
має єдину залежну вiд h нерухому точку
x∗ = (x∗n)n∈Z ∈ M, тобто

x∗n ≡ f(x∗n−1) + hn.

Теорему 7 доведено.

Зауваження 7. До дослiдження рiвнян-
ня (29) також можна застосовувати теорему
5. У цьому випадку k-розтягувальнi вiдобра-
ження f i F є узагальненими розтягування-
ми, причому в (3) i (4) q(α, β) = k для всiх
α i β, для яких 0 < α ≤ β <∞.

7. Застосування теореми 6. Наведемо
один окремий випадок теореми 6.

Наслiдок 2. Нехай:
1) M – метричний простiр;
2) F : M → M – неперервне розтягувальне
вiдображення;
3) iснує непорожня компактна множина
K ⊂ M, для якої K ⊂ F (K).

Тодi вiдображення F має єдину нерухому
точку ξ ∈ K.

Доведення. Завдяки третiй умовi

K ⊂ F (K) ⊂ F 2(K) ⊂ F 3(K) ⊂ . . .

. . . ⊂ F n(K) ⊂ . . . . (31)

Нехай x0 – довiльна точка множини K. На
пiдставi (31) iснує послiдовнiсть (xn)n≥1, для
якої

Fxn = xn−1, n ≥ 1,

i
xn ∈ K, n ≥ 1.

В силу компактностi множини K iснують
такi точка ξ ∈ K i строго зростаюча послi-
довнiсть (ni)i≥1 натуральних чисел, що пiд-
послiдовнiсть (xni

)i≥1 послiдовностi (xn)n≥1

збiгається до ξ. Очевидно, що

Fmixni
= xni−1

, i ≥ 2,

де mi = ni − ni−1.
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Отже, виконується третя умова теореми
6. Тому за цiєю теоремою ξ – єдина нерухо-
ма точка вiдображення F .

Наслiдок 2 доведено.

8. Додаток до теорем 4, 5 i 6. Роз-
глянемо вiдображення G : M → M, що
не задовольняє умови жодної з теорем 4, 5
i 6. Вимагатимемо, щоб для вiдображення
Gn : M → M для деякого n ∈ N виконува-
лися умови хоча б однiєї з цих теорем. У цьо-
му випадку справджується наступне твер-
дження.

Теорема 8. Нехай:
1) для вiдображення F = Gn для деякого
n ∈ N виконуються умови хоча б однiєї з
теорем 4, 5 i 6;
2) x∗ – нерухома точка вiдображення Gn.

Тодi x∗ – єдина нерухома точка вiдобра-
ження G.

Доведення. Точка x∗ є нерухомою точ-
кою для Gn, тобто

Gnx∗ = x∗.

Тодi точка Gx∗ є нерухомою точкою для Gn,
що випливає з рiвностей

Gn(Gx∗) = G(Gnx∗) = Gx∗.

Оскiльки нерухома точка вiдображення Gn

єдина (див. теореми 4, 5 i 6), то

x∗ = Gx∗.

Нерухома точка вiдображення G є нерухо-
мою точкою вiдображення Gn i, отже, у вi-
дображення G не може бути двох рiзних не-
рухомих точок.

Теорему 8 доведено.

Зазначимо, що теорема 8 аналогiчна вiд-
повiдному твердженню для стискаючих вi-
дображень (див. [5, с. 116]).

Зауваження 8. Множина вiдображень,
що не є розтягувальними i деякi степенi
яких є розтягувальними вiдображеннями,
непорожня, що пiдтверджується наступним
прикладом.

Приклад 5. В якостi метричного прос-
тору M використаємо множину всiх дiйсних
чисел iз метрикою d(x, y) = |x − y|. Розгля-
немо довiльну неперервно диференцiйовну
функцiю f : M → M, для якої:
1) f(x) = x+ 2 для всiх x ∈ [0, 1];
2) f ′(x) > 1 для всiх x ∈ M \ [0, 1].

Визначимо вiдображення F : M → M i
F 2 : M → M, за допомогою рiвностей

Fx = f(x)

i
F 2x = f(f(x)),

де x ∈ M. Вiдображення F не є розтягу-
вальним, оскiльки

|Fx1 − Fx2| = |x1 − x2|,

якщо x1, x2 ∈ [0, 1], а вiдображення F 2 є роз-
тягувальним, оскiльки на пiдставi умов 1) i
2) для всiх x ∈ M

df(f(x))

dx
=
d(f(y)

dy

∣∣∣
y=f(x)

d(f(x)

dx
> 1.
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