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ПРО ГЛОБАЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ДЕЯКОГО НЕОДНОРIДНОГО
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ З ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ,

ЩО МIСТИТЬ ВIДХИЛЕННЯ ЗА ЧАСОМ

Описано алгоритм побудови глобального розв’язку для певного неоднорiдного диферен-
цiального рiвняння з частинними похiдними iз вiдхиленням аргументу та наведено умови
його iснування.

We provide the algorithm of constructing a global solution for some nonhomogeneous partial
differential equation with deviating argument in the time variable. We justify this algorithm and
study existence conditions of this solution.

На даний час досить багато праць
присвячено знаходженню та дослiдженню
розв’язкiв рiвнянь iз частинними похiдни-
ми, якi мiстять вiдхилення за часовими або
просторовими змiнними. Адже такi рiвня-
ння часто використовуються для побудови
математичних моделей, що описують рiзно-
манiтнi процеси бiофiзики, медицини, теорiї
управлiння тощо [1–5].

Для розв’язування рiвнянь з частинни-
ми похiдними iз вiдхиленням тiльки за ча-
сом часто можна застосувати метод вiд-
окремлення змiнних iз деякими модифiкацi-
ями. Проте проблема iснування глобальних
розв’язкiв для таких рiвнянь дослiджена не-
достатньо [6–11].

В данiй роботi описано алгоритм побудо-
ви глобального розв’язку для деякого нео-
днорiдного рiвняння з частинними похiдни-
ми iз вiдхиленням аргументу та наведено
умови його iснування.

Розглянемо рiвняння

ut(x, t) = p(t)[uxx(x, t+ µ)− q(x)u(x, t+ µ)]+

+f(x, t), (x, t) ∈ Q, (1)

з крайовими умовами вигляду

u(0, t) cos θ1−ux(0, t) sin θ1 = 0, (0 ≤ θ1 < π),

u(π, t) cos θ2−ux(π, t) sin θ2 = 0, (0 < θ2 ≤ π),
(2)

де t ∈ R, Q = {(x, t) : 0 < x < π, t ∈ R}, µ ∈
R \ {0}.

Визначення структури розв’язку за-
дачi (1), (2). Ранiше було встановлено [12],
що для вiдповiдної однорiдної задачi

ut(x, t) = p(t)[uxx(x, t+ µ)− q(x)u(x, t+ µ)]

асимптотичнi наближення для власних зна-
чень мають вигляд√

λk = νk = k +
1

πk
[ctg θ1 − ctg θ2 +G(π)]+

+O(k−2), G(x) =
1

2

x∫
0

q(ξ)dξ, (3)

Тут припускається, що θ1 > 0, θ2 < π.
Асимптотичнi наближення для нормова-

них власних функцiй

Xk(x) =

√
2

π

[
cos kx+

1

k
(G(x)+ctg θ1− cx)×

× sin kx

]
+O(k−2), (4)

де c =
1

π
(G(π)+ctg θ1−ctg θ2), θ1 ̸= 0, θ2 ̸= π,

k = n1, ..., n2, з деякими n1, n2 > 1.
Розглянемо неоднорiдне рiвняння (1). Бу-

демо шукати глобальний розв’язок u(x, t)
задачi (1), (2) у виглядi суми

u(x, t) =

n2∑
k=n1

Tk(t)Xk(x), (x, t) ∈ Q. (5)
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Крайовi умови, очевидно, задовольняються.
Припускатимемо, що функцiя f(x, t) мо-

же бути представлена у виглядi суми:

f(x, t) =

n2∑
k=n1

fk(t)Xk(x), (6)

fk(t) = (f,Xk) =

π∫
0

f(ξ, t)Xk(ξ)dξ.

Пiдставимо (5) в рiвняння (1), враховую-
чи (6):
n2∑

k=n1

T ′
k(t)Xk(x) =

n2∑
k=n1

p(t)[Tk(t+ µ)X ′′
k (x)−

−q(x)Tk(t+ µ)Xk(x)] +

n2∑
k=n1

fk(t)Xk(x).

Запишемо дане рiвняння у виглядi
n2∑

k=n1

T ′
k(t)Xk(x) =

=

n2∑
k=n1

p(t)Tk(t+µ)[X
′′
k (x)+(λk−q(x))Xk(x)]−

−
n2∑

k=n1

λkp(t)Tk(t+ µ)Xk(x) +

n2∑
k=n1

fk(t)Xk(x),

(7)
(x, t) ∈ Q.

Оскiльки Xk(x) є розв’язком рiвняння

X ′′
k (x)+(λk−q(x))Xk(x) = 0, 0 < x < π, (8)

то (7) можна переписати у виглядi
n2∑

k=n1

(T ′
k(t)+λkp(t)Tk(t+µ)−fk(t))Xk(x) = 0,

(x, t) ∈ Q.
Це рiвняння задовольняється, якщо всi

коефiцiєнти розкладу рiвнi нулю, тобто

T ′
k(t) + λkp(t)Tk(t+ µ)− fk(t) = 0, (9)

k = n1, ..., n2, t ∈ R.
Для такого рiвняння можна побуду-

вати рiвняння без вiдхилення аргументу,

всi розв’язки якого будуть глобальними
розв’язками рiвняння (9). Таке рiвняння ма-
тиме вигляд

T ′
k(t) + p̄k(t)Tk(t)− f̄k(t) = 0, (10)

k = n1, ..., n2, t ∈ R.
Згiдно алгоритму, наведеному в [13], зна-

йдемо p̄(t) та f̄(t). Загальний розв’язок рiв-
няння (10) визначається формулою Кошi

Tk(t) = Tk,0e
−

t∫
t0

p̄k(s)ds

+

t∫
t0

f̄k(τ)e
−

t∫
τ
p̄k(s)ds

dτ,

(11)
Tk,0 = Tk(t0), t, t0 ∈ R,

яка буде задовольняти рiвняння (9), коли

T ′
k(t) = −p̄k(t)

[
Tk,0e

−
t∫

t0

p̄k(s)ds

+

+

t∫
t0

f̄k(τ)e
−

t∫
τ
p̄k(s)ds

dτ

]
+ f̄k(t) =

= −p(t)λk
[
Tk,0e

−
t+µ∫
t0

p̄k(s)ds

+

+

t+µ∫
t0

f̄k(τ)e
−

t+µ∫
τ
p̄k(s)ds

dτ

]
+ fk(t), t ∈ R.

(12)
Покладаючи в (12) Tk,0 = 0, отримаємо

−p̄k(t)
[ t∫
t0

f̄k(τ)e
−

t∫
τ
p̄k(s)ds

dτ

]
+ f̄k(t) =

= −p(t)λk
[ t+µ∫
t0

f̄k(τ)e
−

t+µ∫
τ
p̄k(s)ds

dτ

]
+ fk(t),

(13)
t ∈ R. Враховуючи (12) та (13), одержимо

p̄k(t)e
−

t∫
t0

p̄k(s)ds

= λkp(t)e
−

t+µ∫
t0

p̄k(s)ds

,

звiдки

p̄k(t) = λkp(t)e

t∫
t+µ

p̄k(s)ds

, k = n1, ..., n2, t ∈ R.
(14)
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Пiдставимо (14) в (13):

−λkp(t)e
t∫

t+µ

p̄k(s)ds
t∫

t0

f̄k(τ)e
−

t∫
τ
p̄k(s)ds

dτ+

+f̄k(t) =

= −λkp(t)
t+µ∫
t0

f̄k(τ)e
−

t+µ∫
τ
p̄k(s)ds

dτ + fk(t),

f̄k(t) = fk(t) + λkp(t)

t∫
t+µ

f̄k(τ)e

τ∫
t+µ

p̄k(s)ds

dτ,

(15)
k = n1, ..., n2, t ∈ R.

Тодi розв’язок Tk(t) рiвняння (10) запи-
шемо у виглядi

Tk(t) = cke
−

t∫
0

p̄k(s)ds
+

t∫
0

f̄k(τ)e
−

t∫
τ
p̄k(s)ds

dτ,

(16)
вважаємо, що ck – довiльнi сталi, t0 = 0, p̄k(t)
i f̄k(t) знаходяться iз рiвнянь (14), (15).

Якщо всi розв’язки рiвняння (10) є гло-
бальними розв’язками рiвняння (9), то фун-
кцiя p̄ задовольняє рiвняння (14), а функцiя
f̄ – (15). Таким чином, необхiдною i доста-
тньою умовою того, щоб всi розв’язки рiв-
няння (10) були глобальними розв’язками
рiвняння (9), є iснування розв’язкiв рiвнянь
(14), (15).

Знайдемо умови, при виконаннi яких
розв’язок рiвняння (10) буде глобальним
розв’язком рiвняння (9). Для цього доведе-
мо наступну теорему.

Теорема. Нехай функцiя p визначена на
R, причому

|p(t)| < β, β = const, t ∈ R,

функцiя q дiйсна i задовольняє умову
π∫

0

q(ξ)dξ <
π

2µβe
− 2(ctg θ1 − ctg θ2), (17)

i виконується нерiвнiсть

|µ|βλn2e < 1, (18)

де n2 – цiла частина числа 1
2π

√
µβe

[π +√
π2 − 4πµβe(ctg θ1 − ctg θ2 +G(π))].
Тодi iснує глобальний розв’язок задачi

(1), (2) вигляду (5).
Доведення. Розглянемо рiвняння (14).

Використовуючи принцип стискаючих вiд-
ображень, знайдемо умови, при яких це рiв-
няння матиме єдиний розв’язок. Здiйснимо
замiну:

p̄k(t) = p(t)λkyk(t),

тодi

p(t)λkyk(t) = p(t)λke

t∫
t+µ

p(s)λkyk(s)ds

,

звiдки

yk(t) = e

t∫
t+µ

p(s)λkyk(s)ds

.

Для неперервних на R функцiй yk(t) визна-
чимо оператор:

(Syk)(t) = e

t∫
t+µ

p(s)λkyk(s)ds

.

Будемо шукати розв’язок в просторi C(r).
Нехай ∥yk∥0 = sup

t∈R
|yk(t)| ≤ r. Тодi

∥Syk∥0 = sup
t∈R

(e

t∫
t+µ

p(s)λkrds

) = e|µ|βλkr.

Якщо виконується нерiвнiсть

e|µ|βλkr ≤ r,

то оператор (Syk)(t) вiдображає простiр
C(r) в себе. Оцiнимо рiзницю (Syk,1)(t) −
(Syk,2)(t):

|(Syk,1)(t)− (Syk,2)(t)| = |e
t∫

t+µ

p(s)λkyk,1(s)ds

−

−e
t∫

t+µ

p(s)λkyk,2(s)ds

| ≤
≤ |µ|βλke|µ|βλkr∥yk,1 − yk,2∥0.

Таким чином, при виконаннi нерiвностi

|µ|βλke|µ|βλkr < 1 (19)

(Syk)(t) буде оператором стиску в просторi
C(r). Розглянемо рiвняння

e|µ|βλkr = r.
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Воно буде мати розв’язки. Але тiльки для

r1 ≤ r <
1

|µ|βλk
будуть виконуватись умови стиску i вiдобра-
ження оператором (Syk)(t) простору C(r) в
себе. Враховуючи це, отримаємо оцiнку, ана-
логiчну до оцiнки в теоремi 1 iз [13]:

|µ|βλke < 1. (20)

Отже, при виконаннi цiєї умови простiр
C(r) буде повним нормованим простором, i
оператор S буде мати в ньому єдину нерухо-
му точку, тобто розв’язок рiвняння (14) буде
iснувати i вiн буде єдиним.

Розглянемо рiвняння (15). Здiйснимо в
ньому замiну змiнних

f̄k(t) = fk(t) + p(t)zk(t).

Отримаємо:

zk(t) =

t∫
t+µ

fk(τ)e

τ∫
t+µ

p̄k(s)ds

dτ+

+λk

t∫
t+µ

p(τ)zk(τ)e

τ∫
t+µ

p̄k(s)ds

dτ, (21)

k = n1, ..., n2, t ∈ R.
Без втрати загальностi, будемо вважати,

що |fk(t)| ≤ 1, k = n1, ..., n2, t ∈ R.
Визначимо оператор S1 в просторi C(M)

функцiй zk = zk(t), заданих i неперервних
на R, таких що

∥zk∥0 = sup
t∈R

|zk(t)| ≤M.

(S1zk)(t) – неперервна на R функцiя, причо-
му виконуються оцiнки

∥S1zk∥0 ≤ |µ|e|µ|βλkr(1 + λkβM),

|(Szk,1)(t)− (Szk,2)(t)| ≤
≤ |µ|βλke|µ|βλkr∥zk,1 − zk,2∥0,

де zk,1, zk,2 – довiльнi функцiї iз C(M).
Внаслiдок (19) при

M ≥ |µ|e|µ|βλkr

1− |µ|βλke|µ|βλkr

оператор S1 вiдображає C(M) в себе i є
оператором стиску. Простiр C(M) є пов-
ним нормованим простором. Цього доста-
тньо, щоб оператор S1 мав в C(M) єдину
нерухому точку. Вона i є єдиним в C(M)
розв’язком рiвняння (21).

Iз (20) слiдує, що параметр λk повинен
задовольняти умову

λk <
1

|µ|βe
. (22)

Будемо припускати, що вiдхилення µ до-
статньо мале, тодi значення n1, n2 будуть
вiддаленими вiд одиницi, i дiапазон змiни
значень k буде досить широким. Таким чи-
ном, можна записати

νk ≈ k +
1

πk
[ctg θ1 − ctg θ2 +G(π)]. (23)

Враховуючи (22) i (23), одержимо

k +
1

πk
[ctg θ1 − ctg θ2 +G(π)] <

1√
µβe

,

або ж
−k2π

√
µβe+ πk−

−
√
µβe[ctg θ1 − ctg θ2 +G(π)] > 0.

Дискримiнант цiєї нерiвностi D = π2 −
4πµβe[ctg θ1 − ctg θ2 + G(π)] буде додатнiм
в силу виконання умови теореми (17), тому
k ∈ (κ1, κ2), де

κ1 =
1

2π
√
µβe

[π−

−
√
π2 − 4πµβe(ctg θ1 − ctg θ2 +G(π))];

κ2 =
1

2π
√
µβe

[π+

+
√
π2 − 4πµβe(ctg θ1 − ctg θ2 +G(π))].

(24)
Тому можна записати k ∈ [n1, n2], де n1 –

цiла частина κ1 + 1, а n2 – цiла частина κ2.
Отож, глобальний розв’язок рiвняння (9)

буде мати вигляд (16), де p̄k(t) i f̄k(t) знахо-
дяться iз рiвнянь (14), (15).

Тому глобальний розв’язок задачi (1), (2)
може бути записаний у виглядi

u(x, t) =

n2∑
k=n1

(
cke

−
t∫
0

p̄k(s)ds
+
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+

t∫
0

f̄k(τ)e
−

t∫
τ
p̄k(s)ds

dτ
)
Xk(x), (x, t) ∈ Q,

де Xk(x) визначаються згiдно (4).
Рiвняння (14), (15) для p̄k(t) i f̄k(t) роз-

в’яжемо методом послiдовних наближень.
За початковi наближення вiзьмемо p̄(0)k (t) =

p(t)λk i f̄ (0)
k (t) = fk(t). Тодi

p̄
(m)
k (t) = λkp(t)e

t∫
t+µ

p̄
(m−1)
k (s)ds

, m = 1, 2, ...,
(25)

f̄
(ν)
k (t) = fk(t) + λkp(t)×

×
t∫

t+µ

f̄
(ν−1)
k (τ)e

τ∫
t+µ

p̄
(m)
k (s)ds

dτ, ν = 1, 2, ...,

(26)
k = n1, ..., n2, t ∈ R.

Послiдовностi (25) i (26) є рiвномiрно збi-
жними на R внаслiдок виконання умов тео-
реми, тому

p̄k = lim
m→∞

p̄
(m)
k , f̄k = lim

ν→∞
f̄
(ν)
k ,

Враховуючи те, що |p(t)| < β, можна
отримати наступну оцiнку:

|p̄(1)k (t)−p̄(0)k (t)| = |p(t)λke
0∫
µ
p(t+s)λkds

−p(t)λk| ≤

≤ βλk(e
|µ|βλk − 1).

Згiдно з оцiнками методу послiдовних на-
ближень для кожного наступного наближе-
ння має мiсце така оцiнка

|p̄(j)k − p̄k| ≤
αj|p̄(1)k − p̄

(0)
k |

1− α
.

Оскiльки в нашому випадку α = |µ|βλke, то

|p̄(m)
k − p̄k| ≤

(|µ|βλke)m+1

|µ|e(1− |µ|βλke)
(e|µ|βλk − 1),

(27)
k = n1, ..., n2, t ∈ R.

Так як |p̄k(t)| < 1
|µ| , то

|f̄ (ν)
k − f̄k| ≤

(|µ|βλke)ν+1

e(1− |µ|βλke)
(e|µ|βλk − 1), (28)

k = n1, ..., n2, t ∈ R.
Зауваження 1. Рiвняння типу (8) в за-

дачах квантової теорiї носить назву одно-
вимiрного стацiонарного рiвняння Шредiн-
гера, де функцiя q(x) служить потенцiа-
лом. Iснує вiдносно мало функцiй q(x), для
яких розв’язок рiвняння (8) може бути ви-
ражений через стандартнi трансцендентнi
функцiї, наприклад, q(x) = −2sech2x при
X(±) = 0 приводить до єдиного власного
значення λ1 = −1, i X1 = sechx, тобто X1 є
розв’язком рiвняння

X ′′
1 (x) + (−1 + 2sech2x)X1(x) = 0,

який перетворюється в 0 при x→ ±∞.
Зауваження 2. У випадку, коли

f(x, t) = 0, розв’язок задачi (1), (2) ма-
тиме вигляд

u(x, t) ≈
n2∑

k=n1

ck

√
2

π

[
cos kx+

1

k
(G(x)+

+ ctg θ1 − cx) sin kx

]
e
−

t∫
0

p̄
(m)
k (τ)dτ

.

Приклад. Розглянемо однорiдну задачу
вигляду

ut(x, t) =
1

2
[uxx(x, t+

π

600
)−40xu(x, t+

π

600
)],

(x, t) ∈ Q,

u(0, t) cos
π

4
− ux(0, t) sin

π

4
= 0,

u(π, t) cos
π

3
− ux(π, t) sin

π

3
= 0, t ∈ R,

де Q = {(x, t) : 0 < x < π, t ∈ R}.
Будемо шукати розв’язок цiєї задачi у ви-

глядi (5).

Оскiльки µ =
π

600
, β =

1

2
, q(x) =

40x, θ1 =
π

4
, θ2 =

π

3
, умови теореми бу-

дуть виконуватись. Дiйсно,
π∫

0

q(ξ)dξ =

π∫
0

40ξdξ = 20π2 ≈ 197.392088,

π

2µβe
− 2(ctg θ1 − ctg θ2) =
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=
600

e
− 2(ctg

π

4
− ctg

π

3
) ≈ 219.882365,

тому умова (17) виконується.
Для даної задачi n1 = 5, n2 = 7, так

як k1, k2, обчисленi за формулами (24), на-
бувають, вiдповiдно, значень 4.035108 та
7.818989. Таким чином,
G(π) ≈ 98.696044, λ5 ≈ 127.918181, λ6 ≈

126.751796, λ7 ≈ 132.415849. Значення
|µ|βλ7e ≈ 0.9423301 < 1, тому умова тео-
реми (18) теж буде виконуватись.

Згiдно (4) знайдемо Xk(x), k = 5, 6, 7.

X5(x) ≈
√

2

π

[
cos 5x+

1

5
(10x2 + 1−

−x
π
(10π2 + 1− 1√

3
)) sin 5x

]
,

X6(x) ≈
√

2

π

[
cos 6x+

1

6
(10x2 + 1−

−x
π
(10π2 + 1− 1√

3
)) sin 6x

]
,

X7(x) ≈
√

2

π

[
cos 7x+

1

7
(10x2 + 1−

−x
π
(10π2 + 1− 1√

3
)) sin 7x

]
,

Значення X5(x) знайдене з точнiстю не мен-
ше, нiж 0.04, значенняX6(x) – не менше, нiж
0.03, а X7(x) – не менше, нiж 0.02.

Знайдемо тепер Tk(t), k = 5, 6, 7, для цьо-
го, використовуючи метод послiдовних на-
ближень, визначимо p̄5, p̄6 та p̄7 iз точнiстю
0.01.

Початкове наближення для p̄5 має вигляд

p̄
(0)
5 =

1

2
λ5 ≈ 63.959091,

наступне

p̄
(1)
5 =

1

2
λ5e

−µp(0)5 ≈ 45.757452.

Продовжуючи iтерацiйний процес далi, зна-
йдемо, що для

p̄
(88)
5 =

1

2
λ5e

−µp(87)5 ≈ 49.385694

буде задовольнятися потрiбна точнiсть,
адже згiдно оцiнки (27)

∥p̄(88)5 − p̄5∥ ≤ (µβλ5e)
89

µe(1− µβλ5e)
(eµβλ5 − 1) ≈

≈ 0.009814,

тому

T5(t) = e
−

t∫
0

p̄
(88)
5 dτ

≈ e−49.385694t.

Знайдемо наближене значення p̄6.

p̄
(0)
6 =

1

2
λ6 ≈ 63.375898,

p̄
(1)
6 =

1

2
λ6e

−µp(0)6 ≈ 45.478887.

Для значення

p̄
(80)
6 =

1

2
λ6e

−µp(79)6 ≈ 49.0273002

буде задовольнятися потрiбна точнiсть,
адже

∥p̄(80)6 −p̄6∥ ≤ (µβλ6e)
81

µe(1− µβλ6e)
(eµβλ6−1) ≈ 0.009759,

тому

T6(t) = e
−

t∫
0

p̄
(80)
6 dτ

≈ e−49.0273002t.

Знайдемо наближене значення p̄7.

p̄
(0)
7 =

1

2
λ7 ≈ 66.207925,

p̄
(1)
7 =

1

2
λ7e

−µp(0)7 ≈ 46.811846.

Для значення

p̄
(125)
6 =

1

2
λ7e

−µp(124)7 ≈ 50.756503

буде задовольнятися потрiбна точнiсть,
адже

∥p̄(125)7 − p̄7∥ ≤

≤ (µβλ7e)
126

µe(1− µβλ7e)
(eµβλ7 − 1) ≈ 0.009981,

тому

T7(t) = e
−

t∫
0

p̄
(125)
7 dτ

≈ e−50.756503t.
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Нехай коефiцiєнти c5 = c6 = c7 = 1.
Отже, глобальний розв’язок задачi має

вигляд

u(x, t) = X5(x)T5(t)+X6(x)T6(t)+X7(x)T7(t) ≈

≈
√

2

π

[[
cos 5x+

1

5
(10x2 + 1−

−x
π
(10π2 + 1− 1√

3
)) sin 5x

]
e−49.385694t+

+

[
cos 6x+

1

6
(10x2 + 1− x

π
(10π2 + 1−

− 1√
3
)) sin 6x

]
e−49.0273002t+

+

[
cos 7x+

1

7
(10x2 + 1− x

π
(10π2 + 1−

− 1√
3
)) sin 7x

]
e−50.756503t

]
.
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